Wtasnos$ci ekstremalnych powierzchni Riemanna

Badania nad grupami automorfizméw i symetriami powierzchni Riemanna, czyli
powierzchni topologicznych wyposazonych w strukture analityczng, zapoczatkowane
zostaly w klasycznych pracach z XIX wieku. Tematyka ta dotyczy waznych dziedzin
matematyki, takich jak geometria algebraiczna, teoria funkcji zmiennej zespolonej, ni-
skowymiarowa topologia oraz kombinatoryczna teoria grup i teoria Galois, z punktu
widzenia uzywanych technik. Z punktu widzenia geometrii algebraicznej, kazdej zwar-
tej powierzchni Riemanna odpowiada pewna rzutowa zespolona krzywa algebraiczna
- a skoro mamy krzywa, to nasza powierzchnia moze by¢ opisana za pomoca rownan
wielomianowych o wspolczynnikach zespolonych. Jesli dodatkowo nasza powierzchnia
posiada symetrie, to wspotczynniki w naszych rownaniach staja sie rzeczywiste. Nie-
stety, metody geometrii algebraicznej nie pozwalajg w tatwy sposéb badaé¢ wlasnosci
powierzchni Riemanna i ich symetrii, i z pomoca przychodzi tutaj kombinatoryczna
teoria grup, a w szczegolnosci nieeuklidesowe grupy krystalograficzne.

Wyobrazmy sobie donata - powierzchnie amerykanskiego paczka, jednak zamiast
jednej .dziury”, niech nasz paczek ma ich wiecej, powiedzmy g ,dziur’. Oczywiscie
,dziury” mozemy uktada¢ w dowolny sposéb. W szczegdlnosci, mozemy je ukladaé
bardziej lub mniej ,symetrycznie”. Otrzymujemy w ten spos6b pewna powierzchnie
topologiczng, a liczbe ,dziur’ g nazwiemy rodzajem tej powierzchni. Na ponizszym
rysunku widzimy dwie przyktadowe powierzchnie rodzaju 4.
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RYSUNEK 1. Dwie powierzchnie rodzaju 4

Oczywiscie, z punktu widzenia topologii powierzchnie te sa identyczne - za pomoca
zgniatania i rozciggania mozemy bez problemu przeksztalci¢ jedna z nich w druga, i
odwrotnie. Z drugiej jednak strony widaé¢, ze rysunki powyzsze sg ,rozne”’, w szcze-
goblnosci sa roznig sie ,symetria”. Wyposazajac taka powierzchnie topologiczna w tzw.
strukture analityczna, otrzymamy duzo ciekawszy obiekt, zwany zwartq powierzch-
nig Riemanna. Dla takiej powierzchni mozemy rozwazac jej grupe automorfizmow, a
symetrig nazwiemy automorfizm rzedu 2, ktéry dodatkowo jest elementem odwraca-
jacym orientacje w naszej grupie.

Przyjrzyjmy sie symetriom naszych powierzchni z poprzedniego rysunku. Okazuje
sie, ze kazdej symetrii mozna przyporzadkowaé¢ pewna liczbe catkowita, zwang jej
typem topologicznym. Jesli popatrzymy bowiem na zbiér punktoéw stalych symetrii,
bedzie on homeomorficzny ze zbiorem k < ¢g + 1 okregdéw - zwanych owalami. Na
rysunku 2. po lewej stronie widzimy symetrie o 5 (zielony), 5 (niebieski) i 1 (czer-
wony) owalu, zas po prawej stronie symetrie o 5 (zielony), 3 (niebieski) i 1 (czerwony)



RYSUNEK 2. Symetrie i ich owale

owalu. Zauwazmy tez, ze kazda z naszych symetrii ma te wtasnosé, ze rozcina nasza
powierzchnie na dwa osobne kawatki. Symetrie takie nazywamy rozdzielajgcymsi - ich
typ topologiczny to +k. Istnieja tez, co o wiele trudniej sobie wyobrazi¢, symetrie nie-
rozdzielajace i ich typ topologiczny to —k - w szczegdlnosci istniejg rowniez symetrie
typu 0, ktore w ogole nie posiadaja punktow statych. Na rysunku 2. widzimy wiec
powierzchnie o typie symetrii {+5,45,+1,0} (po lewej stronie) oraz powierzchnie o
typie symetrii {45, +3, 41,0} (po prawej stronie).

Mozna teraz zadaé sobie dwa pytania:

e Ile niesprzezonych symetrii moze maksymalnie posiada¢ powierzchnia Rie-
manna rodzaju g?

e Ile maksymalnie owali moze posiada¢ zbiér £ niesprzezonych symetrii na po-
wierzchni Riemanna rodzaju g7

Odpowiedzi na obydwa te pytania sg dobrze poznane w literaturze. Nazwijmy teraz
powierzchnie, ktore posiadaja maksymalna liczbe symetrii s-ekstremalnymsi, zas te o
maksymalnej ilosci owali - o-ekstremalnymi. Celem moich badan jest jak najlepsze
poznanie powierzchni o takich wtasnie ekstremalnych wtasnosciach. Okazuje sie, ze
powierzchnie ekstremalne maja grupy automorfizméw o dosé prostej strukturze - sg
to grupy izomorficzne z D,, X Z&, gdzie D, oznacza grupe dihedralng rzedu 2n, zaé Z,
- grupe cykliczna rzedu 2. Dzieki temu mozemy w efektywny sposéb badaé¢ problemy
takie jak:

1. Wyznaczenie wszystkich uktadow typoéw toplogicznych symetrii, ktore realizuja
sie na powierzchniach o-ekstremalnych - na to pytanie znamy juz odpowiedz. Na-
turalng kontynuacja tego pytania jest proba podobnej klasyfikacji powierzchni s-
ekstremalnych. Jest to zadanie o wiele trudniejsze, ale prawdopodobnie mozliwe do
czesciowego rozwigzania przy pewnych dodatkowych zalozeniach, jak np. przyjeciu,
ze jedna z symetrii posiada maksymalng ilo$¢ g + 1 owali.

2. Czg$¢ rzeczywisty R, przestrzeni moduli zwartych powierzchni Riemanna ro-
dzaju g mozemy pokry¢ rzeczywistymi rozmaito$ciami analitycznymi, z ktorych kazda
sktada sie z punktow reprezentowanych przez powierzchnie posiadajace symetrie typu
+k. Z pokryciem tym stowarzyszamy tzw. nerw rzeczywisty, otrzymujac w ten sposéb
kompleks symplicjalny. Powierzchnie s-ekstremalne kontroluja w nerwie sympleksy



maksymalnego wymiaru, zas powierzchnie o-ekstremalne beda pomocne w wyzna-
czeniu liczb Bettiego czy znalezieniu ewentualnych elementéow torsyjnych w grupach
homologii.

3. Wyznaczenie rownan rzeczywistych powierzchni o-ekstremalnych. W ogdlnosci
poszukiwanie réwnan rzeczywistych dla symetrycznych powierzchni Riemanna jest
bardzo trudne, jednak - dzieki wspomnianej juz nieskomplikowanej strukturze grupy
automorfizmoéw dla powierzchni ekstremalnych - staje sie mozliwe za pomoca metod
teorii Galois. Zadanie to udalo sie juz zrealizowaé¢ dla powierzchni o-ekstremalnych o
abelowej grupie automorfizméw - czyli przyktadowo dla powierzchni po lewej stronie
na rysunku 2. Przypadek nieabelowy pozostaje otwarty.

4. Badanie powierzchni guzikowych - powierzchnie parzystego rodzaju posiadaja co
najwyzej 4 niesprzezone symerie, a ta ciekawa klasa powierzchni parzystego rodzaju
powstaje, gdy rozwazamy powierzchnie, ktore s jednoczesnie o- oraz s-ekstremalne i
majg nieabelowg grupe automorfizmoéw. Najprostszy przypadek powierzchni guzikowe;j
widzimy po prawej stronie na rysunku 2 - jest to powierzchnia rodzaju 4 o typie
topologicznym symetrii {45, +3, 41,0} a jej grupa automorfizmow jest izomorficzna
7 grupa Dy X Zs.



