
Wªasno±ci ekstremalnych powierzchni Riemanna

Badania nad grupami automor�zmów i symetriami powierzchni Riemanna, czyli

powierzchni topologicznych wyposa»onych w struktur¦ analityczn¡, zapocz¡tkowane

zostaªy w klasycznych pracach z XIX wieku. Tematyka ta dotyczy wa»nych dziedzin

matematyki, takich jak geometria algebraiczna, teoria funkcji zmiennej zespolonej, ni-

skowymiarowa topologia oraz kombinatoryczna teoria grup i teoria Galois, z punktu

widzenia u»ywanych technik. Z punktu widzenia geometrii algebraicznej, ka»dej zwar-

tej powierzchni Riemanna odpowiada pewna rzutowa zespolona krzywa algebraiczna

- a skoro mamy krzyw¡, to nasza powierzchnia mo»e by¢ opisana za pomoc¡ równa«

wielomianowych o wspóªczynnikach zespolonych. Je±li dodatkowo nasza powierzchnia

posiada symetri¦, to wspóªczynniki w naszych równaniach staj¡ si¦ rzeczywiste. Nie-

stety, metody geometrii algebraicznej nie pozwalaj¡ w ªatwy sposób bada¢ wªasno±ci

powierzchni Riemanna i ich symetrii, i z pomoc¡ przychodzi tutaj kombinatoryczna

teoria grup, a w szczególno±ci nieeuklidesowe grupy krystalogra�czne.

Wyobra¹my sobie donata - powierzchni¦ ameryka«skiego p¡czka, jednak zamiast

jednej �dziury�, niech nasz p¡czek ma ich wi¦cej, powiedzmy g �dziur�. Oczywi±cie

�dziury� mo»emy ukªada¢ w dowolny sposób. W szczególno±ci, mo»emy je ukªada¢

bardziej lub mniej �symetrycznie�. Otrzymujemy w ten sposób pewn¡ powierzchni¦

topologiczn¡, a liczb¦ �dziur� g nazwiemy rodzajem tej powierzchni. Na poni»szym

rysunku widzimy dwie przykªadowe powierzchnie rodzaju 4.

Rysunek 1. Dwie powierzchnie rodzaju 4

Oczywi±cie, z punktu widzenia topologii powierzchnie te s¡ identyczne - za pomoc¡

zgniatania i rozci¡gania mo»emy bez problemu przeksztaªci¢ jedn¡ z nich w drug¡, i

odwrotnie. Z drugiej jednak strony wida¢, »e rysunki powy»sze s¡ �ró»ne�, w szcze-

gólno±ci s¡ ró»ni¡ si¦ �symetri¡�. Wyposa»aj¡c tak¡ powierzchni¦ topologiczn¡ w tzw.

struktur¦ analityczn¡, otrzymamy du»o ciekawszy obiekt, zwany zwart¡ powierzch-

ni¡ Riemanna. Dla takiej powierzchni mo»emy rozwa»a¢ jej grup¦ automor�zmów, a

symetri¡ nazwiemy automor�zm rz¦du 2, który dodatkowo jest elementem odwraca-

j¡cym orientacj¦ w naszej grupie.

Przyjrzyjmy si¦ symetriom naszych powierzchni z poprzedniego rysunku. Okazuje

si¦, »e ka»dej symetrii mo»na przyporz¡dkowa¢ pewn¡ liczb¦ caªkowit¡, zwan¡ jej

typem topologicznym. Je±li popatrzymy bowiem na zbiór punktów staªych symetrii,

b¦dzie on homeomor�czny ze zbiorem k ¬ g + 1 okr¦gów - zwanych owalami. Na

rysunku 2. po lewej stronie widzimy symetrie o 5 (zielony), 5 (niebieski) i 1 (czer-

wony) owalu, za± po prawej stronie symetrie o 5 (zielony), 3 (niebieski) i 1 (czerwony)



Rysunek 2. Symetrie i ich owale

owalu. Zauwa»my te», »e ka»da z naszych symetrii ma t¦ wªasno±¢, »e rozcina nasz¡

powierzchni¦ na dwa osobne kawaªki. Symetrie takie nazywamy rozdzielaj¡cymi - ich

typ topologiczny to +k. Istniej¡ te», co o wiele trudniej sobie wyobrazi¢, symetrie nie-

rozdzielaj¡ce i ich typ topologiczny to −k - w szczególno±ci istniej¡ równie» symetrie

typu 0, które w ogóle nie posiadaj¡ punktów staªych. Na rysunku 2. widzimy wi¦c

powierzchni¦ o typie symetrii {+5,+5,+1, 0} (po lewej stronie) oraz powierzchni¦ o

typie symetrii {+5,+3,+1, 0} (po prawej stronie).

Mo»na teraz zada¢ sobie dwa pytania:

• Ile niesprz¦»onych symetrii mo»e maksymalnie posiada¢ powierzchnia Rie-

manna rodzaju g?

• Ile maksymalnie owali mo»e posiada¢ zbiór k niesprz¦»onych symetrii na po-

wierzchni Riemanna rodzaju g?

Odpowiedzi na obydwa te pytania s¡ dobrze poznane w literaturze. Nazwijmy teraz

powierzchnie, które posiadaj¡ maksymaln¡ liczb¦ symetrii s-ekstremalnymi, za± te o

maksymalnej ilo±ci owali - o-ekstremalnymi. Celem moich bada« jest jak najlepsze

poznanie powierzchni o takich wªa±nie ekstremalnych wªasno±ciach. Okazuje si¦, »e

powierzchnie ekstremalne maj¡ grupy automor�zmów o do±¢ prostej strukturze - s¡

to grupy izomor�czne z Dn×Zk2, gdzie Dn oznacza grup¦ dihedraln¡ rz¦du 2n, za± Z2
- grup¦ cykliczn¡ rz¦du 2. Dzi¦ki temu mo»emy w efektywny sposób bada¢ problemy

takie jak:

1. Wyznaczenie wszystkich ukªadów typów toplogicznych symetrii, które realizuj¡

si¦ na powierzchniach o-ekstremalnych - na to pytanie znamy ju» odpowied¹. Na-

turaln¡ kontynuacj¡ tego pytania jest próba podobnej klasy�kacji powierzchni s-

ekstremalnych. Jest to zadanie o wiele trudniejsze, ale prawdopodobnie mo»liwe do

cz¦±ciowego rozwi¡zania przy pewnych dodatkowych zaªo»eniach, jak np. przyj¦ciu,

»e jedna z symetrii posiada maksymaln¡ ilo±¢ g + 1 owali.
2. Cz¦±¢ rzeczywist¡ Rg przestrzeni moduli zwartych powierzchni Riemanna ro-

dzaju g mo»emy pokry¢ rzeczywistymi rozmaito±ciami analitycznymi, z których ka»da

skªada si¦ z punktów reprezentowanych przez powierzchnie posiadaj¡ce symetri¦ typu

±k. Z pokryciem tym stowarzyszamy tzw. nerw rzeczywisty, otrzymuj¡c w ten sposób

kompleks symplicjalny. Powierzchnie s-ekstremalne kontroluj¡ w nerwie sympleksy



maksymalnego wymiaru, za± powierzchnie o-ekstremalne b¦d¡ pomocne w wyzna-

czeniu liczb Bettiego czy znalezieniu ewentualnych elementów torsyjnych w grupach

homologii.

3. Wyznaczenie równa« rzeczywistych powierzchni o-ekstremalnych. W ogólno±ci

poszukiwanie równa« rzeczywistych dla symetrycznych powierzchni Riemanna jest

bardzo trudne, jednak - dzi¦ki wspomnianej ju» nieskomplikowanej strukturze grupy

automor�zmów dla powierzchni ekstremalnych - staje si¦ mo»liwe za pomoc¡ metod

teorii Galois. Zadanie to udaªo si¦ juz zrealizowa¢ dla powierzchni o-ekstremalnych o

abelowej grupie automor�zmów - czyli przykªadowo dla powierzchni po lewej stronie

na rysunku 2. Przypadek nieabelowy pozostaje otwarty.

4. Badanie powierzchni guzikowych - powierzchnie parzystego rodzaju posiadaj¡ co

najwy»ej 4 niesprz¦»one symerie, a ta ciekawa klasa powierzchni parzystego rodzaju

powstaje, gdy rozwa»amy powierzchnie, które s¡ jednocze±nie o- oraz s-ekstremalne i

maj¡ nieabelow¡ grup¦ automor�zmów. Najprostszy przypadek powierzchni guzikowej

widzimy po prawej stronie na rysunku 2 - jest to powierzchnia rodzaju 4 o typie

topologicznym symetrii {+5,+3,+1, 0} a jej grupa automor�zmów jest izomor�czna

z grup¡ D4 × Z2.


