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Nazwa: Wybrane zagadnienia metrycznej teorii punktów stałych
Opis: Seminarium ma być poświęcone metrycznej teorii punktów stałych. Planowany jest wybór spośród m.in.
następujących tematów.

1. Twierdzenie Banacha o punkcie stałym wraz z jego uogólnieniami, m.in. dla odwzorowań spełniających
słabsze warunki zwężania niż w oryginalnym twierdzeniu.

Twierdzenie Banacha o punkcie stałym można udowodnić na kilka sposobów, które mogą sugerować pewne
uogólnienia twierdzenia Banacha.

Bardziej standardowym sposobem uogólniania warunku zwężania jak w twierdzeniu Banacha jest nastę-
pujący: niech ϕ : [0,∞) → [0,∞) będzie funkcją spełniającą warunek ϕ(t) < t dla t > 0. Powiemy, że
f : X → X jest ϕ-kontrakcją, jeżeli

∀x,y∈X d(f(x), f(y)) ¬ ϕ(d(x, y))

Wówczas odwzorowanie zwężające (inaczej: kontrakcja Banacha) jest ϕ-kontrakcją dla ϕ(t) = α · t, gdzie
α to stała zwężania f .
Z drugiej strony funkcja f(x) = x

1+x , x ∈ [0, 1], jest ϕ-kontrakcją dla ϕ(t) =
t
1+t .

Z warunku ϕ(t) < t wynika, że każda ϕ-kontrakcja f : X → X spełnia warunek

∀x,y∈X, x ̸=y d(f(x), f(y)) < d(x, y) (1)

W tym kontekście naturalne jest pytanie o uogólnienie twierdzenia Banacha:
Przy jakich warunkach dla funkcji ϕ, każda ϕ-kontrakcja na przestrzeni zupełnej X spełnia tezę twierdze-
nia Banacha?
Takie pytanie doprowadziło do zdefiniowania wielu typów kontrakcji (kontrakcje Rakotcha, Matkowksiego,
Browdera) i twierdzeń typu: jeżeli f jest kontrakcją ... to f spełnia tezę twierdzenia Banacha.
Dodajmy, że warunek (1) to warunek zwężania w sensie Edelsteina, i jest wystarczający do istnienia
punktu stałego, ale przy dodatkowym założeniu zwartości.

Są też inne podejścia do uogólnienia twierdzenia Banacha które mogą być ciekawe i mieć nieco inny
charakter, np.
wystarczy założyć, że dla f : X → X, spełniony jest warunek

L∞(f) := lim
n→∞
L(fn)

1
n < 1

gdzie L(f) to stała Lipschitza f .

2. Typowe zachowanie odwzorowania nieoddalającego w kontekście istnienia punktu stałego.

Niech X będzie przestrzenią metryczną i niech Lip1(X) oznacza rodzinę nieoddalających odwzorowań z
X w X.
Jeżeli X jest ograniczona, to możemy rozważać Lip1(X) jako przestrzeń metryczną z metryką

ds(f, g) = sup{d(f(x), g(x)) : x ∈ X}

która jest zupełna o ile X jest zupełna.
Okazuje się, że jeżeli K jest domkniętym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni Bancha, to:
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• zbiór odwzorowań spełniających tezę twierdzenia Banacha

A = {f ∈ Lip1(K) : f spełnia teze tw. Banacha}

jest „duży” w sensie kategorii Baire’a: jest rezydualny w Lip1(K), tj. jego dopełnienie jest I kategorii
(dokładniej - dopełnienie zbioru tzw. kontrakcji Rakotcha takie jest), ale

• zbiór kontrakcji Banacha
KB(X) = {f ∈ Lip1(K) : Lip(f) < 1}

jest „mały” - jest I kategorii Baire’a.

3. Problem aproksymacji punktu stałego przez ciągi.

Drugi warunek w twierdzeniu Banacha mówi, że ciąg iteracji (fn(x0)) zbiega do punktu stałego x∗ kontr-
akcji Banacha f . Inaczej, ciąg (yn) zdefiniowany przez y0 = x0 oraz yn+1 = f(yn), n ­ 0, zbiega do x∗. W
praktyce nie mamy możliwości wyznaczenia dokładnych wartości funkcji f , a tylko ich pewne przybliżenie.
Wyznaczamy więc tylko przybliżenia: ŷ1 ≈ f(x0), ŷ2 ≈ f(ŷ1), ...., ŷn+1 ≈ f(ŷn).
Pojawia się pytanie, czy i kiedy taki ciąg przybliżeń (ŷn) zbiega do x∗?
Okazuje się, że wystarczy by d(f(ŷn), ŷn+1)→ 0.

4. Zastosowania twierdzeń o punktach stałych, m.in. istnienie atraktorów iterowanych układów odwzorowań,
twierdzenie o szeregu Neumanna, twierdzeniu Picarda-Lindelöfa.

Wariant twierdzenia P-L mówi, że jeżeli f : [0, T ] × R → R jest ciągła i dla pewnego L < 1, spełnia
warunek

|f(t, x)− f(t, y)| ¬ L|x− y|

(czyli każda funkcja x→ f(t, x) jest Lipschitzowska z tą samą stałą), to równanie{
x′(t) = f(t, x(t))
x(0) = y0

ma dokładnie jedno rozwiązanie
Na przykład za f można wziąć f(x, t) = x2 + 1, t ∈ [0, 1]
Twierdzenie o szeregu Neumanna brzmi następująco:
Załóżmy, że X jest Banacha i T : X → X jest operatorem liniowym i ograniczonym z normą ||T || < 1.
Wówczas operator I − T jest bijekcją oraz (I − T )−1 jest liniowy i ciągły, ponadto (I − T )−1(y) =∑∞
n=0 T

n(y). Stąd:

∀y∈X ∃!x∈X x− Tx = y, x =
∞∑
n=0

Tn(y)

5. Twierdzenia o punktach stałych dla multifunkcji.

Multifunkcją nazywamy funkcję, której wartości są podzbiorami pewnego ustalonego zbioru.
Będą nas interesowały multifunkcje postaci f : X → 2X , czyli f(x) ⊂ X dla x ∈ X
W tym ujęciu punk stały to element x ∈ X spełniający

x ∈ f(x).

Okazuje się, że zachodzi pewien odpowiednik twierdzenia Banacha dla multifunkcji:
Dla przestrzeni metrycznej (X, d), przez CB(X) oznaczmy rodzinę niepustych domkniętych i ograniczo-
nych podzbiorów X. Rodzinę CB(X) możemy zmetryzować tzw. metryką Hausdorffa dH .
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Jeżeli X jest zupełną przestrzenią metryczną i f : X → CB(X) jest odwzorowaniem spełniającym waru-
nek

dH(f(x), f(y)) ¬ αd(x, y)

dla α < 1, to istnieje x ∈ X spełniający x ∈ f(x) (nie musi być jedyny) - jest to treść twierdzenia Nadlera.

6 Możliwość odwrócenia twierdzenia Banacha - twierdzenie Leadera.

Pojawia się następujący problem: załóżmy, że f : X → X spełnia tezę twierdzenia Banacha, tj. istnieje
dokładnie jeden punkt stały x∗ i ciag iteracji fn(x) zbiega do x∗. Czy istnieje metryka (zupełna?) na X
względem której f jest kontrakcją Banacha?
Odpowiedź daje m.in. twierdzenie Leadera: jeżeli warunek fn(x) → x∗ jest spełniony dla wszystkich x,
oraz dla pewnego otoczenia U ∋ x∗, zbieżność jest jednostajna, to taka metryka istnieje.
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