Prowadzacy: Filip Strobin
Nazwa: Wybrane zagadnienia metrycznej teorii punktow stalych
Opis: Seminarium ma by¢ poswiecone metrycznej teorii punktéw statych. Planowany jest wybér sposrod m.in.

nastepujacych tematéw.

1. Twierdzenie Banacha o punkcie stalym wraz z jego uogélnieniami, m.in. dla odwzorowan spelniajacych

stabsze warunki zwezania niz w oryginalnym twierdzeniu.

Twierdzenie Banacha o punkcie stalym mozna udowodnié na kilka sposobéw, ktore moga sugerowaé pewne

uogélnienia twierdzenia Banacha.

Bardziej standardowym sposobem uogélniania warunku zwezania jak w twierdzeniu Banacha jest naste-
pujacy: niech ¢ : [0,00) — [0,00) bedzie funkcja spelniajaca warunek ¢(t) < t dla t > 0. Powiemy, ze
f X — X jest p-kontrakcja, jezeli

vm,yEX d(f(l‘), f(y)) < @(d(xvy))

Wéwezas odwzorowanie zwezajace (inaczej: kontrakcja Banacha) jest ¢-kontrakcja dla ¢(t) = « - ¢, gdzie
« to stala zwezania f.
Z drugiej strony funkcja f(z) = 75, = € [0,1], jest -kontrakeja dla ¢(t) = %th

Z warunku ¢(t) < t wynika, ze kazda @-kontrakcja f: X — X spelnia warunek

va:7y€X, TFY d(f($>7 f(y)) < d(JJ, y) (1)

W tym kontekécie naturalne jest pytanie o uogdélnienie twierdzenia Banacha:

Przy jakich warunkach dla funkcji ¢, kazda p-kontrakcja na przestrzeni zupelnej X spelnia teze twierdze-
nia Banacha?

Takie pytanie doprowadzito do zdefiniowania wielu typéw kontrakeji (kontrakcje Rakotcha, Matkowksiego,
Browdera) i twierdzen typu: jezeli f jest kontrakcja ... to f spelnia teze twierdzenia Banacha.

Dodajmy, ze warunek (1) to warunek zwezania w sensie Edelsteina, i jest wystarczajacy do istnienia

punktu stalego, ale przy dodatkowym zalozeniu zwartosci.

Sa tez inne podejscia do uogélnienia twierdzenia Banacha ktére moga by¢ ciekawe i mie¢ nieco inny
charakter, np.

wystarczy zalozy¢, ze dla f : X — X, spelniony jest warunek

Loo(f) = lim L(f")" <1

n—oo

gdzie L(f) to stata Lipschitza f.

2. Typowe zachowanie odwzorowania nieoddalajacego w kontekscie istnienia punktu statego.

Niech X bedzie przestrzenia metryczna i niech Lip,(X) oznacza rodzine nieoddalajacych odwzorowan z
X w X.

Jezeli X jest ograniczona, to mozemy rozwazaé Lip, (X) jako przestrzen metryczna z metryka

ds(f,g) = sup{d(f(z),g(x)) : v € X}

ktora jest zupelna o ile X jest zupelna.

Okazuje sie, ze jezeli K jest domknietym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni Bancha, to:



e zbiér odwzorowan spelniajacych teze twierdzenia Banacha
A ={f € Lip;(K) : f spelnia teze tw. Banacha}

jest ,duzy” w sensie kategorii Baire’a: jest rezydualny w Lip, (K), tj. jego dopelnienie jest I kategorii

(dokladniej - dopelnienie zbioru tzw. kontrakcji Rakotcha takie jest), ale

e zbiér kontrakcji Banacha
KB(X) = {f € Lip, (K) : Lip(f) < 1}

jest ,maly” - jest I kategorii Baire’a.

3. Problem aproksymacji punktu stalego przez ciagi.

Drugi warunek w twierdzeniu Banacha méwi, ze ciag iteracji (f™(zo)) zbiega do punktu statego x, kontr-
akcji Banacha f. Inaczej, ciag (y,) zdefiniowany przez yo = xg oraz yn+1 = f(yn), n = 0, zbiega do z,.. W
praktyce nie mamy mozliwosci wyznaczenia dokladnych wartosci funkcji f, a tylko ich pewne przyblizenie.
Wyznaczamy wiec tylko przyblizenia: 1 &~ f(x0), 92 = f(41), -y Int+1 = f(Yn)-

Pojawia sie pytanie, czy i kiedy taki ciag przyblizen (§,) zbiega do x.?

Okazuje sie, ze wystarczy by d(f(¥n), Un+1) — O.

4. Zastosowania twierdzen o punktach stalych, m.in. istnienie atraktoréw iterowanych uktadéw odwzorowan,

twierdzenie o szeregu Neumanna, twierdzeniu Picarda-Lindelofa.

Wariant twierdzenia P-L méwi, ze jezeli f : [0,7] x R — R jest ciagla i dla pewnego L < 1, spelnia
warunek

(czyli kazda funkcja x — f(t,x) jest Lipschitzowska z ta sama stala), to réwnanie

ma dokladnie jedno rozwiazanie

Na przyklad za f mozna wziaé¢ f(z,t) = 2>+ 1, t € [0,1]

Twierdzenie o szeregu Neumanna brzmi nastepujaco:

Zalézmy, ze X jest Banacha i T : X — X jest operatorem liniowym i ograniczonym z norma ||T]] < 1.
Wéwcezas operator I — T jest bijekcja oraz (I — T)~! jest liniowy i ciagly, ponadto (I — T)"1(y) =
>oos o T™(y). Stad:

Vyex Jeex v —To =y, =Y T"(y)

n=0

5. Twierdzenia o punktach stalych dla multifunkc;ji.

Multifunkcja nazywamy funkcje, ktérej wartosci sa podzbiorami pewnego ustalonego zbioru.
Beda nas interesowaly multifunkcje postaci f: X — 2%, czyli f(r) C X dlaxz € X
W tym ujeciu punk staly to element z € X spelniajacy

z € f(z).

Okazuje sie, ze zachodzi pewien odpowiednik twierdzenia Banacha dla multifunkcji:
Dla przestrzeni metrycznej (X, d), przez CB(X) oznaczmy rodzing niepustych domknietych i ograniczo-
nych podzbioréw X. Rodzing CB(X) mozemy zmetryzowaé tzw. metryka Hausdorffa dy.



Jezeli X jest zupelna przestrzenia metryczna i f : X — CB(X) jest odwzorowaniem spelniajacym waru-

nek

dH(f(x)vf(y)) < Ozd(x,y)

dla @ < 1, to istnieje € X spelniajacy « € f(x) (nie musi byé jedyny) - jest to tres¢ twierdzenia Nadlera.

6 Mozliwo$é odwrdcenia twierdzenia Banacha - twierdzenie Leadera.

Pojawia si¢ nastepujacy problem: zalézmy, ze f : X — X spelnia teze twierdzenia Banacha, tj. istnieje
dokladnie jeden punkt staly x, i ciag iteracji f™(x) zbiega do z.. Czy istnieje metryka (zupelna?) na X
wzgledem ktorej f jest kontrakcja Banacha?

OdpowiedZ daje m.in. twierdzenie Leadera: jezeli warunek f"(z) — . jest speliony dla wszystkich x,

oraz dla pewnego otoczenia U 3 z,, zbiezno$¢ jest jednostajna, to taka metryka istnieje.
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