Zagadnienia na egzamin licencjacki 2023/2024 dla kierunku MATEMATYKA

Poniisze zagadnienia nie sq pytaniami na egzaminie licencjackim, lecz tematami, ktorych znajomosé
bedzie wymagana na egzaminie.

Analiza matematyczna
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Granica ciggu liczbowego. Ciagi zbiezne. Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

Definicja zbieznos$ci szeregu liczbowego. (Suma szeregu, n-ta suma czgsciowa, n-ta reszta)/
Kryteria zbiezno$ci szeregow.

Szeregi potggowe. Promien zbiezno$ci, przedziat zbieznosci.

Definicje Heinego i Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie i ich rownowazno$¢ (w roéznych
przypadkach — skonczonych i nieskonczonych).

Definicje Heinego i Cauchy’ego ciagglosci funkcji w punkcie 1 ich rownowaznos¢.
Wiasnosci funkcji cigglych okreslonych na przedziale.

Zbieznos¢ punktowa a zbiezno$¢ jednostajna ciggow funkcyjnych.

Twierdzenie o cigglosci granicy jednostajnie zbieznego ciggu funkcji ciggtych.

Szeregi funkcyjne. Kryterium Weierstrassa zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego.

. Pochodna funkcji w punkcie. Rozniczkowalno$¢ a ciggtosc.

Pochodna sumy, r6znicy, iloczynu i ilorazu funkcji rézniczkowalnych. Pochodna zlozenia, pochodna
funkcji odwrotne;.

Twierdzenia o warto$ci Sredniej: Rolle’a, Lagrange’a i Cauchy’ego.

Reguta de I’Hospitala.

Twierdzenie Taylora.

Szereg Taylora, szereg Maclaurina. Funkcje rozwijalne w szereg potegowy.

Konstrukcja catki Riemanna.

Calkowalnos¢ funkcji cigglych. Twierdzenie Riemanna.

Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego.

Zwartos¢. Zbiory zwarte w przestrzeniach euklidesowych.

Wiasnosci funkcji cigglych okreslonych na zbiorach zwartych.

Pochodna funkcji wielu zmiennych w punkcie. Pochodna a ciggtos$¢ funkeji.

Pochodne czastkowe. Zwigzek miedzy pochodng a pochodnymi czgstkowymi.

Odwzorowania klasy C*. Dyfeomorfizmy.

Twierdzenie o lokalnym odwracaniu odwzorowan.

Twierdzenie o funkcji uwiktane;.

Pochodne czastkowe wyzszych rzedow. Twierdzenie Schwarza o symetrii rozniczki drugiego rzedu.
Warunki konieczne i dostateczne na istnienie ekstremum lokalnego w punkcie.

Twierdzenie Fubiniego dla catki Riemanna.

Zbiory mierzalne w sensie Jordana. Twierdzenie o zamianie zmiennych dla funkcji wielu zmiennych.

Definicja catki krzywoliniowej skierowanej. Twierdzenie Greena. Pola wektorowe. Wtasnosci catki
krzywoliniowej w polu potencjalnym.
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Wstep do matematyki

Prawa de Morgana dla rachunku zdan, kwantyfikatoréw i zbiorow.

Relacje, dziedzina, przeciwdziedzina, funkcja jako relacja, funkcja odwrotna.
Funkcja z X do Y, injekcje, surjekcje, bijekcje, funkcja odwrotna, sktadanie funkcji.
Obrazy i przeciwobrazy zbioru przez funkcje. Wtasnosci.

Relacja réwnowaznos$ci. Zasada abstrakcji.

Zbiory czg¢sciowo, liniowo 1 dobrze uporzadkowane. Elementy wyrdznione.
Twierdzenie Cantora-Bernsteina i jego zastosowania.

Twierdzenie Cantora o mocy rodziny wszystkich podzbiorow danego zbioru.
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Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne. Dowod nieprzeliczalno$ci zbioru liczb rzeczywistych.

Algebra liniowa z geometria

Ciato liczb zespolonych.

Baza przestrzeni liniowej.

Wymiar przestrzeni liniowe;j.

Zwiazek migdzy wymiarami jadra i obrazu homomorfizmu przestrzeni liniowe;.
Macierz homomorfizmu liniowego.

Rzad macierzy.

Twierdzenie Kroneckera-Capelli’ego.
Wyznacznik macierzy i jego wtasnosci.

. Twierdzenie Cramera.

10. Wektory wtasne. Wielomian charakterystyczny.
11. lloczyn skalarny

12. Dlugos$¢ wektora i kat miedzy wektorami
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13. Przestrzen euklidesowa.
14. Bazy ortogonalne.
15. Kryterium Sylwestera.

Algebra

Podstawowe struktury algebraiczne: grupa, pierscien, ciato.

Homomorfizmy grup, piericieni, ciat. Jadro homomorfizmu. Izomorfizm.
Definicja 1 wlasnosci pier§cienia wielomianow (jednej oraz wielu zmiennych).
Elementy odwracalne, nieodwracalne i dzielniki zera w pierscieniu.

Ideat pierScienia. Pier§cien ilorazowy.

Dziedzina idealow glownych. Definicja 1 przyklady.

Idealy pierwsze 1 maksymalne.

Twierdzenie Lagrange’a dla grup. Indeks podgrupy.

Podgrupa normalna. Grupa ilorazowa.

10. Rzad elementu grupy, podgrupa generowana przez zbior.
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11. Klasyfikacja skonczenie generowanych grup abelowych.
12. Grupa permutacji i jej wlasno$ci. Twierdzenie Cayley’a.
13. Permutacja jako iloczyn transpozycji. Parzysto$¢ permutacji.
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Wstep do teorii miary

1. Przestrzenie mierzalne, funkcje mierzalne. Przestrzenie z miarg.

Miara Lebesgue’a w R", konstrukcja i wtasnosci.

Twierdzenia graniczne: twierdzenie Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej, lemat Fatou,
twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;.

Konstrukcja catki Lebesgue’a. Funkcje catkowalne i ich wlasnosci.
Zwiazek catki Lebesgue’a z catka Riemanna.

Rachunek prawdopodobienstwa
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Przestrzen probabilistyczna.

Prawdopodobienstwo warunkowe, wzor Bayesa i wzor na prawdopodobienstwo catkowite.
Schemat Bernoulliego i rozktad dwumianowy.

Rozktad normalny i reguta 3 sigm.

Zmienna losowa, dystrybuanta i rodzaje rozktadow prawdopodobienstwa.

Warto$¢ oczekiwana, wariancja i nieréwnos¢ Czebyszewa.

Niezalezno$¢ zdarzen i zmiennych losowych.

Prawo wielkich liczb.

Centralne twierdzenie graniczne.

Topologia

1.
. Zbiory domknigte 1 otwarte. Domkniecie, wnetrze 1 brzeg zbioru.
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Przestrzenie metryczne.

Odwzorowania ciagte w przestrzeniach metrycznych. Homeomorfizmy.

Ciggowo zwarte i zwarte przestrzenie metryczne i ich wtasnosci.

Przestrzenie metryczne zupetne. Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu zwezajacym.
Zbiory spojne. Whasnos¢ Darboux.

Rownania rozniczkowe
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Roéwnanie liniowe pierwszego rzedu.

Roéwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Lemat Gronwalla.

Twierdzenia Picarda i Peano.

Macierz Wronskiego dla réwnania liniowego n-tego rzedu. Wzor Liouville’a.

Konstrukcja uktadu fundamentalnego rozwigzan dla rownania liniowego n-tego rzgdu o statych
wspotczynnikach.

Macierz fundamentalna dla liniowego ukladu réwnan. Metoda uzmienniania statych.
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