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Recenzja rozprawy doktorskiej p. mgr Marty Lesniak

Rozprawa nosi bardzo adekwatny do swej treéci tytul “Normalne generatory grupy klas odwzorowan
powierzchni nieorientowalne;j”.

Kontekst.

Elementami grupy M klas odwzorowan powierzchni sa klasy deformacji (izotopii) jej homeomorfizmdw.
Grupy te — dla powierzchni orientowalnych — sg badane od ok. 100 lat i zajmuja wazne miejsce w niskowymia-
rowej topologii, geometrii algebraicznej i geometrycznej teorii grup. Przez ostatnie dwie dekady intensywnie
rozwija si¢ paralelna teoria nieorientowalna, dziwnie niezalezna od swej starszej siostry. Matematycy gdanscy
(Stukow, Szepietowski) maja w tym bardzo powazny udzial. Pytanie o mozliwe uklady generatoréw grupy
klas odwzorowan powierzchni nieorientowalnej nie jest juz moze szczytem mozliwosci teorii, ale wciaz nie
jest zamkniete i pozostaje waznym obszarem badan.

Podstawowe obiekty i techniki.

Dwa podstawowe w rozprawie rodzaje homeomorfizméw to:

- twisty Dehna (rozcinamy powierzchnie wzdluz dwustronnej krzywej zamknietej i sklejamy z powrotem

z jednym pelnym obrotem, “naciagajac” powierzchnie po jednej stronie krzywej);

- transpozycja wsteg (powierzchnie nieorientowalng N, mozna przedstawié¢ jako sfere, w ktérej wycigto

g dziur i zaklejono je wstegami Mobiusa; homeomorfizm sfery zamieniajacy miejscami dwie z dziur

rozszerza sie do homeomorfizmu caltej powierzchni).

Dwa twisty Dehna sa sprzezone w M jesli pewien homeomorfizm przeksztatca krzywa pierwszego twistu
na krzywa drugiego twistu. Jest to dos¢ czeste zjawisko: jesli dwie nieSciagalne zamkniete krzywe sa dwu-
stronne i nierozdzielajace, to istnieje homeomorfizm przeksztalcajacy jedna na druga. Pare takich krzywych
przecinajacych sie transwersalnie w jednym punkcie nazywamy para standardowa I rodzaju; i znowu, kazde
dwie takie pary sa réwnowazne przez homeomorfizm.

Twisty generuja podgrupe 7 w M, indeksu 2, réwna komutantowi (o ile ¢ > 7; dla uproszczenia
tego streszczenia zakladam dalej, ze ta nieréwno$é jest spelniona). W lematach 1.13 i 1.15 pokazane jest,
ze zlozenie twistéw zwiazanych z para standardows I rodzaju normalnie generuje 7 (w znacznej mierze
dzieki temu, ze kazde dwa takie zlozenia sa sprzezone). Dalej: jedli (¢, d) jest para standardowa I rodzaju,
za$ homeomorfizm f przeksztalca ¢ na d=! (czyli d ze zmieniona orientacja), to T.Ty = TsfT. 1 f~1 jest
zlozeniem twistéw lezacym w podgrupie normalnie generowanej przez f — czyli f normalnie generuje T
(lub nawet M). (Powyzsza argumentacja ma zrédla w pracy Laniera i Margalita dotyczacej przypadku
orientowalnego.) Jedna z podstawowych technik pracy bedzie wiec wyszukiwanie, dla danego f, krzywej ¢
przecinajacej jednokrotnie f(c) — i wnioskowanie stad, ze f normalnie generuje 7 lub M. To, czy dostajemy
cale M, mozna latwo rozstrzygnaé patrzac na dzialanie f na pierwszych homologiach powierzchni.

Kolejna wazna technika uzyta w pracy jest teoria nieeuklidesowych grup krystalograficznych (NEC).
Pozwala ona bardzo konkretnie opisa¢ iloraz powierzchni przez homeomorfizm f skonczonego rzedu. Ele-
menty grupy podstawowej I' powierzchni oraz f zostaja umieszczone razem w pewnej grupie A dyskretnie
dzialajacej na plaszczyznie hiperbolicznej. To pozwala napisa¢ jawne prezentacje A i I, oraz jawnie wyrazié
dziedzine fundamentalna I' jako sklejenie kilku kopii dziedziny fundamentalnej A. Dzialanie f jest w tym
przedstawieniu tatwo widoczne; latwiej jest dzieki temu szukaé pary standardowej I rodzaju (¢, f(c)).

Wreszcie (jak nalezalo sie spodziewaé) wystepuja w pracy jawne rachunki w grupie M, uzywajace jej
generatoréw i kombinatoryki ukladéw krzywych na powierzchni odpowiedzialnych za relacje. Sa one do$¢
ztozone i wymagaja duzej biegtosci, gdyz niezbedna “relacja latarni” jest skomplikowana, angazuje generatory
odpowiadajace siedmiu réznym krzywym.

Wyniki.

W rozdziale drugim pokazane jest, Ze pojedyncza transpozycja wsteg normalnie generuje M. (Argument
polega na wskazaniu krzywej, ktéra wraz ze swym obrazem tworzy pare standardowa I rodzaju.) Choé¢ dowdd
jest prosty, to samo twierdzenie nalezy skontrastowaé z faktem, ze dotychczas znane zbiory generatoréw M
wymagaly co najmniej dwéch réznych typow topologicznych homeomorfizméw. Nastepnie znaleziony jest
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skoniczony zbiér transpozycji wsteg generujacy M. Glowym krokiem jest wyrazenie pojedynczego twistu
Dehna przez transpozycje wsteg. Przydaje sie do tego relacja latarni (ktéra wiaze nieparzysta liczbe twistéw
Dehna); rachunki sa do$é zlozone.

W rozdziale trzecim pokazane jest, ze element torsyjny M rzedu co najmniej 3 normalnie generuje T
(lub M). Rzecz latwo sprowadza sie do elementu rzedu pierwszego p, lub elementu rzedu 4. Nastepnie uzyta
jest technika NEC w sposéb juz opisany. Przypadek rzedu 4 wymaga do$¢ zmudnej szczegdlowej analizy
wielu podprzypadkéw. Jest godne uznania, ze analiza ta zostala skutecznie przeprowadzona, dzieki czemu
ostateczny wynik ma eleganckie ogélne sformulowanie.

W dalszej czeSci rozdzialu trzeciego analizowana jest mozliwo$é¢ generowania 7 przez inwolucje. In-
wolucje powierzchni nieorientowalnej zostaly sklasyfikowane przez Duggera. W rozprawie ta klasyfikacja
zostala opisana w nieco inny, duzo bardziej jawny sposéb, co jest, jak sadze, bardzo wartoéciowe samo w
sobie. Dzigki temu opisowi autorka rozstrzyga, ktére z inwolucji normalnie generuja 7 (znéw przez poszuki-
wanie par standardowych; cze$¢ negatywna za$ poprzez dzialanie na pierwszych homologiach). Jako wniosek
otrzymuje sie istnienie inwolucji generujacej normalnie M na kazdej powierzchni (nieorientowalnej, z g > 7).

W rozdziale czwartym sa pokazane (upraszczajac nieco) dwa rodzaje wynikéw: po pierwsze, istnieja
trzy sprzezone elementy rzedu k generujace M(Ny) (lub T(Ng)); po drugie, dla ¢g dostatecznie duzych
istnieja trzy elementy rzedu k generujace M(N,). Najpierw (lemat 4.1, wziety od Laniera) przy uzyciu
relacji latarni pojedynczy twist Dehna zostaje wyrazony przez trzy odwzorowania odpowiednio dzialajace na
krzywych konstytuujacych konfiguracje latarni. Kolejny krok to konstrukcja modelu powierzchni z symetria
obrotowa (do$é standardowa). Wreszcie do tej symetrii obrotowej dobrane sa jeszcze dwa przeksztalcenia
realizujace konfiguracje z lematu 4.1.

Ocena rozprawy.

Wyniki sg oryginalne, wartosciowe, niektore zaskakujace. Mieszcza sie w aktualnym nurcie badan.
Nie jest dla mnie jasne, jakie beda ich zastosowania; sadze jednak, ze beda interesowaé specjalistow jako
potencjalnie bardzo uzyteczne fakty. Autorka wymienia we wstepie zastosowanie do przestrzeni moduli, co
sie chwali.

Techniki sa dosé réznorodne i uzywane z duza kompetencja. Niektore fragmenty pracy wymagaly
wytrwaloéci i Zzmudnej analizy, inne uzyskania wgladu w skomplikowang sytuacje kombinatoryczno-geomet-
ryczna, inne pomystowosci. Czesé idei jest zaczerpnigta od Laniera i Margalita, czego autorka nie ukrywa.

Redakcja.

Wzorcowa. Jest tlo historyczne, opis uzyskanych wynikéw, preliminaria w ktérych jest przypomnia-
ne/przytoczone wszystko co trzeba, dowody o réwno utrzymanym (i bardzo mi pasujacym) poziomie szcze-
gblowosci, $wietne rysunki w stosownej (duzej) ilosci. Idee sa jasno wyttumaczone, (pod)przypadki rozwazone
w sposéb kompletny (przyznam, ze nie wszystkie szczegélowo przeczytalem).

(Zeby coskolwiek krytycznego napisaé: w 40g zamiast usug powinno chyba byé ugus).

Podsumowanie.

Jest to bardzo dobra rozprawa doktorska, spetniajaca wszelkie mozliwe wymogi. Wnosze o dopuszczenie
kandydatki do dalszych etapéw przewodu.
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