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C. Omowienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osiaggnietych
wynikow wraz z omowieniem ich ewentualnego wykorzystania

Osiagnigcie naukowe jest czescig prac zbiorowych. Mdj wktad opisany jest w zalaczniku ,, Wykaz
opublikowanych prac naukowych lub tworczych prac zawodowych oraz informacja o
osiggnieciach dydaktycznych, wspotpracy naukowej i popularyzacji nauki”. Wkiad wspotautorow
jest przedstawiony na zatgczonych o§wiadczeniach.

W dalszej czgéci bedg stosowal nastgpujace konwencje odnosnie cytowanych przeze mnie prac:

e referencje oznaczone cyframi rzymskimi, np. [I], odnosza si¢ do prac stanowigcych cykl
publikacji, na ktérym opiera si¢ niniejszy wniosek habilitacyjny,

e referencje oznaczone matymi literami alfabetu, np. [a], wskazuja na prace wnioskodawcy nie
wchodzace w sklad jednotematycznego cyklu publikacji i opublikowane po uzyskaniu
doktoratu. Lista tych publikacji zostata wymieniona w czgsci D autoreferatu (sprawdzi¢ czy
numeracja si¢ nie zmieni),

e pozostate referencje oznaczone liczbami arabskimi, np. [1], odnosza si¢ do artykutdéw i innych
pozycji, ktore zostaly uzyte, aby przedstawi¢ odpowiedni kontekst badan prezentowanych
w autoreferacie. Ponadto, takich samych oznaczen referencji uzytem do oznaczenia prac, ktore
opublikowatem przed uzyskaniem stopnia naukowego doktora (sg one opisane w czesci E).

Struktura gldwnej cze$ci autoreferatu:

Sekcja C. 1 zawiera motywacj¢ badan skladajacych si¢ na osiggnigcie naukowe. W Sekcji C. 2
nakreslitem gléwne cele badawcze oraz wymienitem najwazniejsze wyniki badan. W kolejnych
cze$ciach przedstawilem bardziej szczegotowo wyniki prac [I-VI]. Prace zostaty podzielone
wzgledem poddziedzin kwantowej informacji, ktérych dotyczyly, a zatem: kwantowej metrologii
(Sekcja C. 3), kwantowych obliczen (Sekcja C. 4) oraz kwantowych pomiaréw (Sekcja C. 5). Na
zakonczenie, w Sekcji C. 6 przedstawilem moje przyszte plany badawcze, bedace naturalng
kontynuacjg i rozszerzeniem prezentowanych tu osiggnie¢.



C. 1 Motywacja: rozwoj technologii kwantowych

Kwantowa teoria informacji jest aktywnie rozwijajacg si¢ dziedzing na pograniczu fizyki,
matematyki, informatyki i inzynierii. Bada ona uzyteczno$¢ mechaniki kwantowej w procesach
uzyskiwania, przetwarzania i przesylania informacji. Podstawowym motorem rozwoju tej
dziedziny jest fakt, ze istnieje wiele sytuacji, w ktorych metody oferowane przez mechanike
kwantowa s3 znacznie lepsze niz jakiekolwiek strategie klasyczne lub wrecz pozwalaja
zrealizowa¢ zadania, ktore bylyby niemozliwe do zrealizowania na gruncie teorii klasyczne;.
Przykladami sa kwantowa komunikacja [1] (umozliwiajaca bezpieczny transfer informacji
gwarantowany przez prawa fizyki kwantowej), kwantowa metrologia [2] (pozwalajaca na
niezwykle precyzyjnie pomiary pewnych wielkosci fizycznych), czy wreszcie algorytmy
kwantowe [3, 4] (takie jak algorytm Shora pozwalajacy na efektywna faktoryzacje liczb na
czynniki pierwsze).

Do niedawna kwantowa informacja byta dziedzing bgdaca stosunkowo daleko od praktycznych
zastosowan!. Byla ona rozwijana gltéwnie przez fizykow teoretycznych, matematykéw oraz
fizykow doswiadczalnych. Ci ostatni przeprowadzali pionierskie do§wiadczenia demonstrujace
mozliwosci manipulacji coraz to bardziej ztozonymi uktadami kwantowymi [5]. W ostatnich
latach, gtownie dzieki olbrzymiemu postepowi technologicznemu, kwantowa informacja zaczyna
zyskiwac znaczenie praktyczne. Oto kilka przyktadéw ilustrujacych te teze:

e Rozwoj kwantowych sieci komunikacyjnych, zar6wno naziemnych, jak i satelitarnych [6];

e Zastosowanie stanéw kwantowych do precyzyjnych pomiaréw niezbednych do
wykrywania fal grawitacyjnych [2, 7];

e Powstawanie coraz bardziej zlozonych prototypow komputerow kwantowych. Sa one
réwnolegle rozwijane przez najwigkszych gigantow technologicznych (Google, IBM, Intel
czy Alibaba) oraz ambitne startupy (D-Wave Systems, IonQ, Rigetti). W tym samym
czasie opracowywane sg algorytmy kwantowe, ktore bedzie mozna implementowaé na
komputerach w bliskiej przysztosci, ktore nie beda uzywaty kwantowej korekcji btedu [8,
9].

Ze wzgledu na ich potencjalnie kolosalne znaczenie oraz konieczno$¢ zapewniania ogromnych
naktadow finansowych, mnoza si¢ inicjatywy majace na celu skoordynowanie badan nad
rozwojem technologii kwantowych. Warto tutaj wymieni¢ wielomiliardowe programy takie jak
europejski Quantum Flagship, chinski program rozwoju kwantowych technologii, czy wreszcie
program National Quantum Initiative w Stanach Zjednoczonych, majacy na celu rozwdj
technologii komputerow kwantowych.

Co istotne, pomimo ogromnego postepu w dziedzinie kwantowej informacji, gldownym
wyzwaniem na drodze do jej praktycznego zastosowania sg ograniczone zasoby, ktdére mozna
obecnie wykorzystywa¢ w celu przetwarzania informacji zakodowanej w stanach kwantowych.

1 Chlubnym wyjatkiem jest tutaj kryptografia kwantowa, ktéra weszta w faze komercjalizacji ponad 15 lat temu
(przyktadami sg firmy takie jak MigiQ Technologies oraz ID Quantique).



Przez ograniczone zasoby rozumiem tutaj ograniczenia (glownie natury praktycznej
i eksperymentalnej) na i) mozliwe przygotowania stanow kwantowych, ii) mozliwosci
manipulowania nimi, oraz iii) na pomiary kwantowe, ktére mozna zaimplementowa¢ w danym
uktadzie (patrz Rysunek 1I).
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Rysunek 1. Typowy protokot kwantowy sktada sie z trzech czesci: i) przygotowania stanu
kwantowego, ii) przeprowadzenia operacji kwantowej (w praktyce, sekwencji prostszych
kanatow kwantowych, np. transformacji unitarnych) oraz iii) dokonania pomiaru
kwantowego.

Niezwykle istotnymi czynnikami, ktére ograniczaja dostepne zasoby kwantowe sg szum oraz
dekoherencja [10]. Wynikaja one z oddzialywania uktadow kwantowych z otoczeniem
1 efektywnie niszczg obecng w nich ,,.kwantowos¢”. Gléwnym celem prac skladajacych si¢ na
osiagniecie naukowe bylo zbadanie jak réznego typu ograniczenia na kwantowe zasoby
wplywaja na mozliwos¢ wykonywania kwantowo-informatycznych zadan oraz tego, jakimi
sposobami mozna rozszerzy¢ ograniczone zasoby w taki sposéb, aby mozliwe bylo
wykonywanie wszelkich procedur dopuszczalnych przez mechanike kwantowa.

C.2 Glowne cele badawcze i streszczenie najwazniejszych wynikow

Gléwnym celem badawczym bylo znalezienie odpowiedzi na nastgpujace pytania, ktore
motywowane s3 obecnym poziomem rozwoju informacji kwantowej oraz technologii
kwantowych.

i. W jaki sposob dekoherencja, szum oraz inne niedoskonato$ci obecne w realistycznych
uktadach kwantowych wplywaja na efektywnos¢ protokotow kwantowych?
ii.  Jak rozszerzy¢ ograniczone zasoby w taki sposob, aby mozna bylo wykorzysta¢ peine
mozliwosci oferowane przez mechanik¢ kwantowa?
iii.  Czy ograniczone zasoby kwantowe mozna wykorzysta¢ do efektywnego wykonywania
pewnych zadan w kwantowe;j teorii informacji?



W ramach prac wchodzacych w sktad osiggnigcia naukowego zbadano w konteks$cie tych pytan
problemy nalezace do trzech dziedzin kwantowej informacji:

e kwantowej metrologii — prace [I] oraz [II],
e obliczen kwantowych (ang. quantum computing) — prace [I11] oraz [IV],
e teorii kwantowego pomiaru — prace [V-VI].

Ponizej podsumowano krotko najwazniejsze wyniki i nakre$lono zwigzki miedzy poszczegdlnymi
pracami. W dalszych czgéciach autoreferatu (sekcje C 3, C 4 oraz C 5) przedstawiono te wyniki
bardziej szczegdtowo, podajac kontekst 1 pojecia niezbgdne do ich pelnego zrozumienia.

Wplyw dekoherencji i niedoskonalosci na protokoly kwantowe

e (Oszacowano role strat fotonéw oraz szumu depolaryzujagcego na uzytecznos¢ metrologiczng
typowych stanéw bozonowych w granicy liczby czastek dazacej do nieskonczonosci [I].

e (Oszacowano rolg szumu defazujacego na doktadno$c¢ estymacji gradientu pola magnetycznego
w ukladzie przestrzennie rozmieszczonych czastek oddziatujacych z tym polem
magnetycznym [II].

e Pokazano, ze przy odpowiednio duzych stratach optycznych kwantowe eksperymenty typu
boson sampling [11] mozna efektywnie zasymulowac na klasycznym komputerze [IV].

e (Okreslono, przy jakim poziomie szumu depolaryzujacego pomiary uogdlnione [12] stajg si¢
symulowalne przez pomiary rzutowe [V].

Rozszerzenia do uniwersalnosci

e Uzyskano systematyczne rozwigzanie problemu rozszerzenia do uniwersalnosci bozonowej
i fermionowej optyki liniowej, dla dowolnej ilo§ci modoéw i czastek [I11].

o W szczegolnosci wykazano, ze oddzialywanie typu cross-Kerr w uktadzie N bozondéw w
dwoch modach pozwala rozszerzy¢ pasywna bozonowa optyke liniowa do uniwersalnosci. Byt
to wynik, ktory byt potrzebny dla pewnych rozwazan w pracy [I], gdzie pojawita si¢ potrzeba
generowania standw pseudolosowych za pomoca losowej sekwencji uniwersalnych bramek na
przestrzeni bozonowej [I].

e Wykazano, ze dowolny pomiar uogdlniony na d-wymiarowym uktadzie kwantowym mozna
zrealizowac za pomocg kombinacji wypuklej 1 odpowiedniego klasycznego post-processingu
pomiardw rzutowych na wyjsciowym uktadzie kwantowym powiekszonym o d-wymiarowa
ancille [V]. Wynik ten stanowi uogolnienie klasycznego twierdzenia Naimarka dla pomiarow
kwantowych [12].

Efektywnos¢ protokolow kwantowych przy ograniczonych zasobach

e Pokazano, ze typowe stany czyste z podprzestrzeni bozonowej (symetrycznej) wykazuja tak
zwane skalowanie Heisenberga dla standardowego schematu interferometrycznego [2].
Oznacza to, Ze stany uzyteczne w metrologii nie musza by¢ przygotowywane w specjalny
sposob (moga by¢ generowane na przyklad w sposob pseudolosowy) i. w pewnym sensie,
prawie kazdy stan bozonowy bedzie uzyteczny dla metrologii [I].



e Pokazano, ze latwo dostepny ustalony pomiar kwantowy (pomiar spinu w kierunku y)
w standardowym schemacie interferometrycznym (w ktorym faza ,,nakreca si¢” w kierunku z)
wykorzystujacym typowe stany symetryczne pozwala osiggna¢ skalowanie Heisenberga [I].
W ogo6lnosci pomiar kwantowy powinien by¢ dostosowany do konkretnego stanu uzywanego
w danym schemacie interferometrycznym.

e Pokazano, ze stosunkowo latwo dostgpny ustalony pomiar kwantowy (pomiar spinu
w kierunku y) wystarcza, aby w optymalny sposéb wyznacza¢ warto$¢ gradientu pola
magnetycznego w kierunku z, zar6wno w przypadku idealnym, jak i w sytuacji kiedy uktad
czastek podlega bardzo silnemu, skorelowanemu szumowi defazujgcemu w kierunku z [II].

e Okreslono maksymalng przewage, jaka pomiary uogo6lnione moga mie¢ nad ograniczonymi
klasami pomiaro6w: pomiarami separowalnymi oraz pomiarami diagonalnymi w pewnej
ustalonej bazie obliczeniowej, w zadaniu rozr6zniania stanow kwantowych [13]. Ponadto, dla
kazdego pomiaru kwantowego powigzano maksymalng przewage w rozrdéznianiu stanéw
kwantowych (wzglgdem ograniczonej wypuklej klasy pomiarow) z odpornoscig na szum
wzgledem symulacji przez kombinacje wypukte ograniczonych pomiaréw kwantowych [VI].

Otrzymane wyniki w duzym stopniu rozwigzuja, dla konkretnych sytuacji fizycznych, problemy
postawione w pytaniach i-iii) powyzej. Artykuty wchodzace w sktad osiggnigcia naukowego sg ze
sobg powigzane, zarowno pod wzgledem tematycznym, jak réwniez pod wzgledem technik
matematycznych uzytych do rozwigzania konkretnych probleméw. Wybrane zwigzki migdzy
roznymi pracami przedstawia Rysunek 2.

Czastki Uniwersalne
nierozréznialne rozszerzenia

Kwantowa teoria
estymacji

Rysunek 2 Wybrane powigzania tematyczne miedzy pracami
wchodzgcymi w sktad osiggniecia naukowego.



C. 3 Kwantowa metrologia

Zanim przejde do szczegdtowego omawiania prac [I] oraz [II], przedstawi¢ skrotowo podstawowe
pojecia i koncepcje dotyczace kwantowej metrologii.

Kwantowa metrologia [1] zajmuje si¢ wykorzystaniem wlasnosci wieloczastkowych stanow
kwantowych, aby mozliwie najprecyzyjniej wyznaczy¢ wartosci mierzonego eksperymentalnie
parametru, ktéry opisuje ich ewolucje. Przykladami mogg by¢ tutaj czas ewolucji, jak rowniez
przesunigcie fazowe w interferometrze Macha—Zehndera (jego uproszczony schemat przedstawia
Rysunek 3). Okazuje si¢, ze wykorzystujac nieklasyczne efekty takie jak splatanie kwantowe czy
$ciskanie $wiatta, mozna uzyskac¢ precyzje znacznie wyzszg niz przy wykorzystaniu ,,klasycznych
strategii”.

Rysunek 3. Uproszczony schemat interferometru Macha—Zehndera — paradygmatycznego
uktadu dla kwantowej metrologii. N fotonowy stan swiatta v, w miare jak propaguje sie przez

dwumodowy uktad optyczny, akumuluje faze @, przechodzi przez ptytke swiattodzielgcq i jest

mierzony za pomocq detektorow liczby czgstek w obu ramionach interferometru. Pomiary
statystyk liczby fotonow na wyjsciu interferometru pozwalajq na precyzyjne wyznaczenie fazy ¢

Ogoblny schemat kwantowej metrologii sktada si¢ z czterech etapow

i.  Przygotowanie uktadu w stanie poczatkowym p.
ii.  Zastosowanie do stanu o transformacji opisanej jednoparametrowa rodzing kanatow
kwantowych A, gdzie ¢ jest nieznanym parametrem (na przykiad wartosciag pola

magnetycznego albo przesunigciem fazowym w interferometrze). W wyniku tej
transformacji otrzymuje sig stan p, = A (p).

iii. ~ Wykonanie pomiaru uogolnionego M = {M x}xex , ktory daje statystyki zadane zgodnie

z regutg Borna przez
p (xlo)=tr(p,M,) . (1)

iv.  Zastosowanie estymatora ¢:X — R, ktorego zadaniem jest mozliwie jak
najprecyzyjniejsze wyznaczenie nieznanego parametru ¢.



Standardowym parametrem okreslajagcym uzytecznos¢ danej strategii w  schemacie

metrologicznym jest wariancja estymatora ¢, Var(@) = z p(x] gp)(gb(x) - (0)2 (zatozylem tutaj,

xeX

ze estymator jest nieobcigzony tj. Z p(x| @)p(x) = @ jest wartoscig oczekiwang ¢ ). Klasycznym
xeX
wynikiem z teorii estymacji jest nieréwnos¢ Cramera-Rao, ktéra daje ciasne ograniczenie dolne

na Var(9),

1

Y 0)2 e o)

2

gdzie F, ({ p(x| go)}) jest tak zwang klasyczng informacja Fishera? zwigzang z rodzing rozkladow
prawdopodobienstwa { p(x | @)} . Informacja Fishera wyznacza wigc nieprzekraczalng granicg na

doktadnos$¢, z jaka mozna wyznaczy¢ nieznany parametr ¢. Kwantowg informacj¢ Fishera,
oznaczang symbolem £, , definiuje si¢ jako klasyczng informacj¢ Fishera zoptymalizowana po

dopuszczalnych pomiarach kwantowych.

Przewaga mechaniki kwantowej nad strategiami klasycznymi ujawnia si¢, kiedy rozwazamy
eksperyment, w ktorym parametr ¢ wkodowywany jest niezaleznie w N uktadow fizycznych, tj.
w sytuacji, kiedy mamy N-czastkowy stan p, , na ktory dziala kanat A;N ) = (A 0 )®N . W przypadku
klasycznych strategii (ktorym w schemacie kwantowym odpowiadaja stany separowalne p, )

informacja Fishera skaluje si¢ proporcjonalnie do liczy powtorzen (czastek) N. Takie skalowanie
okreslane jest w literaturze jako szum srutowy, albo standard quantum limit (SQL). Natomiast
w przypadku, kiedy parametr ¢ jest wkodowany za pomoca transformacji unitarnej,

A, (p)=exp(=ihg) pexp(ihp) A3)

dla pewnego jednoczastkowego Hamiltonianu® /4, dla pewnych splatanych stanow N-
czastkowych p, , kwantowa informacja Fishera skaluje si¢ jak N?. W tym wypadku mowimy

o skalowaniu Heisenberga. Ze wzgledu na potencjalng przewagg, jakg stany splatane oferuja
w precyzyjnej estymacji fizycznych parametréw, oczekuje si¢, ze metody kwantowej metrologii

2 Konkretna posta¢ klasycznej informacji Fishera oraz doktadne zatozenia, przy ktoérych nieréwnos$¢ Cramera-Rao jest
spetniona nie s tutaj istotne. Warto jednak wspomnie¢, Ze $cisle rzecz biorac nierd6wno$¢ ma gwarancj¢ by¢ wysycana
tylko w granicy nieskonczonej liczby powtorzen eksperymentdw — patrz na przyktad artykut przegladowy [5].

* Typowym przykladem spotykanym w aplikacjach jest # =(1/2)0 . Dla tego Hamiltonianu optymalnym stanem

1 ev 1 e~
jest stan GHZ (zwany réwniez stanem NOON), reprezentowany przez wektor | GHZ N> = $| O> + 3 | 1> )

Osigga on warto$¢ kwantowej informacji Fishera rowng N 2,



znajdg praktyczne zastosowania (juz obecnie znajdujg zastosowanie w zegarach atomowych [2],
magnetometrii [3], czy detekcji fal grawitacyjnych [4]).

C. 3.1 Uzyteczno$¢ losowych stanow kwantowych w metrologii (praca [I])

Cel i motywacja

Praca Random bosonic states for robust quantum metrology skupiala si¢ na standardowym
scenariuszu metrologicznym, ktory zostal przedstawiony powyzej w rownaniu (3). Jej celem
bylo zbadanie, czy typowe stany kwantowe moga by¢ uzyteczne w kwantowej metrologii (to
znaczy oferuja skalowanie wykraczajace poza SQL). Przymiotnik ,,typowe” odnosi si¢ tutaj do
stanow kwantowych, ktére losujemy z pewnego zespotu statystycznego okreslonego na zbiorze
stanow na N-czastkowej przestrzeni Hilberta. OdpowiedZ na to pytanie jest istotna, poniewaz
pozwala okresli¢ jak bardzo szczegdlne stany trzeba przygotowaé, aby otrzymaé kwantowa
przewage w metrologii. Do tej pory badania w tej dziedzinie sprowadzaty si¢ glownie do
identyfikacji konkretnych stanow, ktore oferuja przewage w metrologii (takich jak stany typu GHZ
czy stany S$cisnigte [1, 5]), bez jakosciowego zrozumienia jak wiele stanow moze oferowac
przewage nad klasycznymi strategiami.

Konkretnymi przyktadami zespoldéw statystycznych rozwazanych w pracy byty:

e jednorodny rozklad na zbiorze stanéw czystych na ustalonej skonczenie wymiarowej
przestrzeni Hilberta

DH) ={lw)(w|l [w)e ™. w)|=1} . )

e jednorodny rozklad na zbiorze stanéw izospektralnych macierzy gestosci, tj. stanow
o ustalonym widmie (na ustalonej skonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta)

Q..o =121 peHerm(H), p>0, tr(p)=1, spec(p)=(p,,- pp)} » (5)

gdzie D oznacza wymiar przestrzeni Hilberta 7, natomiast, liczby (p,,---, pD) 0znaczaja

uporzadkowane malejaco widmo operatoréw sktadajacych si¢ na Q . W zaleznosci od

Pipp)

rozktadu widma ( Dyt pD) stany izospektralne s3 albo stanami czystymi (gdy p, =1), albo

stanami bardzo mocno zmieszanymi. Odpowiedni dobdér widma okresla wiec stopien
zaszumienia stanow kwantowych w danym zespole statystycznym.
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Na zbiory D,(H) 1 Qo) dziata w sposob naturalny (poprzez sprzezenie*) grupa specjalna
unitarna’ SU(H). Dziatanie to jest tranzytywne i z tego powodu na zbiorach tych mozna
zdefiniowa¢ miar¢ probabilistyczng (bgdziemy ja oznacza¢ przez u,, gdzie X oznacza
odpowiedni zbidr), ktora jest niezmiennicza wzgledem dziatania SU(H). To whasnie takg miare

rozumiemy jako ,,miar¢ jednorodna” na D,(H) i odpowiednio na Qi)

W pracy rozwazane byly dwie rodziny przestrzeni Hilberta. Po pierwsze, przestrzeh N
rozroznialnych czastek, z ktorych kazda moze znajdowac si¢ w m rozroznialnych stanach (w tym

przypadku ‘H="H, = (C’" )®N ). Po drugie, przestrzen N bozonéw w m modach. W tym przypadku

odpowiednig przestrzen Hilberta mozna traktowacé jako podprzestrzen calkowicie symetryczng
przestrzeni N rozréznialnych standw, H =H, ~Sym” ((C’" ) .

Gowna idea pracy: zastosowanie koncentracji miary w metrologii kwantowej

Gléwne wyniki uzyskane w pracy maja nastgpujaca ogolng strukture:
Ly ({p e X'| p—maja pewne cechy dla metrologii}) >1-5 (6)

gdzie ,,pewne wlasno$ci metrologiczne” odnosza si¢ do pozytywnych (jak na przyktad skalowanie
Heinsenberga precyzji estymowanego parametru) lub negatywnych (skalowanie precyzji wolniej
niz w SQL) wiasno$ci stanéw kwantowych ze zbioru X', natomiast & jest pewna matla liczba
dazaca do zera wraz ze wzrostem wymiaru przestrzeni Hilberta (ktéra sama jest monotoniczng
funkcja liczby czastek N). Innymi slowy, réwnanie (6) méwi nam, ze losowe stany wybrane
z zespolu statystycznego opisanego miara probabilistyczna 4, beda mialy z olbrzymim

prawdopodobienstwem okreslone wlasnos$ci dla kwantowej metrologii.

Wyniki postaci (6) (szczegotowo wymienione ponizej) zostaty otrzymane za pomocg metody
koncentracji miary [6, 7]. Koncentracja miary jest bardzo uzyteczng metoda, ktora znalazta wiele
zastosowan w klasycznej 1 kwantowej teorii informacji [8], jednak dotychczas nie byta
wykorzystywana w kwantowej metrologii. W najwiekszym uproszczeniu, teoria koncentracji
miary mowi nam, Ze odpowiednio regularne funkcje na wysokowymiarowych przestrzeniach
beda mialy wartosci typowo (z duzym prawdopodobienstwem) zblizone do swoich wartosci
srednich. W omawiane] pracy wykorzystano nierowno$¢ opisujacg koncentracj¢ miary na
funkcjach L - Lipschicowskich na specjalnej grupie unitarnej SU(H) [7],

4 Przez sprzezenie przez transformacj¢ unitarng U rozumiem tu przeksztatcenie p — U pU r.

5 Grupa SU (H) sklada sie z macierzy unitarnych na H o wyznaczniku 1.
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o ({U e SU(H)‘ F0)-E,, f]< g}) >1- Zexp(;ij Dj , 7

gdzie D jest wymiarem H, E, f oznacza warto$¢ oczekiwang funkcji f:SU(H)—>R
wzgledem miary Haara, a L jest statg Lipschitza (liczong wzgledem odleglosci geodezyjnej na
SU(H)).

Metrologiczna uzyteczno$¢ standw kwantowych nalezacych do zespotéw statystycznych
opisanych powyzej moze by¢ opisana za pomocg wartosci odpowiedniej funkcji (klasycznej badz
kwantowej informacji Fishera policzonej na interesujgcym stanie kwantowym). W praktyce,
z tymi funkcjami standw mozna zwigza¢ odpowiednie funkcje zdefiniowane na SU (%), dla

odpowiedniej przestrzeni Hilberta (przypomnijmy, ze dla czastek rozroznialnych mamy
H=H, ~ (C’” )®N , podczas gdy dla bozonow H =H,, ~Sym” ((C’” )). Na przyktad z kwantowa
informacjg Fishera F, ( p) , mozna zwigza¢ nastepujaca funkcje na SU(H),

FU)=F,UpU") , (8)

ktora zalezy od ,,poczatkowego” stanu p,.ktory bedzie wyznaczal odpowiedni zbidr

izospektralnych macierzy gestosci. Podsumowujac, udowodnienie wynikéw postaci (6)
sprowadzalo si¢ do zastosowania nieréwnosci (7) dla odpowiednio zdefiniowanych funkcji

na SU (H) . Od strony technicznej wymagalo to:

* Wyznaczenia badz ograniczenia warto$ci Srednich E, / tych funkcji,

e Wyznaczenia badz oszacowania ich stalych Lipschitza.

Najwazniejsze wyniki

Ponizej wymienilem gltowne wyniki pracy [I]. Tak jak zostalo powiedziane wczesniej,
prezentowane wyniki dotyczg standardowego schematu metrologicznego, w ktérym nieznana faza
@ jest nadrukowywana na N-czgstkowy stan kwantowy za pomocg nieoddziatujacego

Hamiltonianu

H,=h®I®--QI+-+IQ®---QI®h . 9)

Rezultaty zdecydowalem sie¢ przedstawi¢ w sposob jakosciowy, skupiajac si¢ na ich znaczeniu
fizycznym. Czytelnika zainteresowanego ich ilosciowym sformutowaniem (maja one zawsze
postac zblizong do réwnania (6)) odsytam do konkretnych twierdzen w oryginalnym artykule.

1. Wykazanie, Ze wraz ze wzrostem liczby czastek N, typowe stany (zarowno czyste, jak
®N
i mieszane) z przestrzeni czastek rozréznialnych (H="H, = (C’”) ) nie sg uzyteczne dla

metrologii. Dzieje si¢ tak nawet wowczas, gdy pozwoli si¢ na optymalizacj¢ po lokalnych
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unitarnych transformacjach, ktére zaaplikowane sg na etapie przygotowania stanu (przed
zaaplikowaniem kanatu A{"). Od strony technicznej wynik ten otrzymany jest poprzez

pokazanie, ze typowe stany N-czastkowe sg zbyt splatane, aby kwantowa informacja Fishera
skalowata si¢ szybciej niz proporcjonalnie do N . Doktadniej, ich dwuczastkowe zredukowane
macierze gestosci sg bliskie stanom maksymalnie zmieszanym. Precyzyjne sformutowanie
tego wyniku jest trescig Twierdzenia 1 z pracy [I]. Co ciekawe, we wczesniejszej pracy [9]
wykazano, ze typowe stany wieloczastkowe sg ,,zbyt splatane” aby by¢ uzyteczne w schemacie
obliczen kwantowych znanym jako measurement-based quantum computing.

2. Wykazanie, ze dla typowych stanéw czystych N bozonéw (H ="H, ~Sym" (C’")),

kwantowa informacja Fishera zwigzana z Hamiltonianem (9) wykazuje skalowanie

Heisenberga (skaluje si¢ proporcjonalnie do N7, dla ustalonego wymiaru lokalnego m ).
Ponadto okazuje si¢, ze tego rodzaju kwantowa przewaga zachodzi rowniez dla typowych
stanéw mieszanych ze zbioru izospektralnych macierzy gestosci tak dlugo, jak ich czystosc

D
P(p)= Z p! jest odpowiednio duza (innymi stowy, jesli stany mieszane sg odpowiednio
i=1
odlegte, np. wzgledem metryki Hilberta-Schmidta, od stanu maksymalnie zmieszanego).
Wynik ten mozna rozpatrywaé jako pewnego rodzaju odporno$¢ na szum przewagi
metrologicznej, jakg oferujg typowe mieszane stany bozonowe. Formalne sformutowanie tego
wyniku mozna znalez¢ w Twierdzeniu 2 pracy [I].

3. Wykazanie, ze skalowanie Heisenberga dla typowych czystych stanéw bozonowych
zachodzi rowniez, jesli stracg one® stalg (niezalezna od N) liczbe czgstek. Co wigcej, wynik
ten zachodzi rowniez dla typowych bozonowych stanow mieszanych o ustalonym widmie, jesli
tylko sa one wystarczajaco odleglte od stanu maksymalnie zmieszanego (podobniej jak
w przypadku wyniku 2 powyzej). Rezultat ten pokazuje, ze typowe stany bozonowe sg duzo
bardziej odporne na straty czastek, niz stan GHZ. Stan ten, pomimo, ze wsérdd stanow na
przestrzeni N-czastkowej posiada najwigksza warto$¢ informacji Fishera, traci swoja
uzyteczno$¢ juz przy stracie jednej czastki (staje si¢ separowalny). Warto nadmieni¢, ze
ilosciowe sformutowanie tego wyniku (podane w Twierdzeniu 3 z pracy [I]), jest w zgodzie
z wezesniejszymi wynikami, ktdre stwierdzaja, ze przy stalym prawdopodobienstwie strat na
pojedyncza czastke, skalowanie Heisenberga jest niemozliwe do uzyskania (patrz na przyktad
praca [10]).

4. Pokazanie, Zze w przypadku dwoch modow optycznych (m =2 ), aby uzyska¢ skalowanie
Heinsenberga dla typowych czystych stanéw bozonowych wystarczy przeprowadzaé
pomiar w bazie wlasnej ustalonej obserwabli (niezaleznej od stanu kwantowego, ktorego
chcemy uzy¢ w protokole metrologicznym). Ponadto obserwabla, o ktérej mowa jest
stosunkowo tatwa do eksperymentalnej realizacji. Konkretnie, przy wkodowywaniu fazy za
pomoca Hamiltonianu (1/2)J, (kolektywny moment pedu w kierunku z) mozna ja wybraé

jako J_ [nie wyswietla mi tego réwnania] lub J (sktadowe kolektywnego mementu pgdu na

kierunkach x lub y). Jak bylo wspomniane wczesniej, w ogolnosci, aby otrzymaé kwantowe
polepszenie w estymacji fazy, nalezy dostosowaé¢ pomiar kwantowy do stanu, ktérego si¢
uzywa [5] . Nasz wynik pokazuje, ze dla typowych stanéw bozonowych takie dostosowanie

® Przez strat¢ k czastek rozumiem tutaj dziatanie kanatu kwantowego p - tr, , ( p) .
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nie jest koniecznie. Techniczne sformutowanie tego rezultatu jest podane w Twierdzeniu 4
w pracy [I]. Od strony koncepcyjnej jego dowdd rozni si¢ od twierdzen podanych poprzednio
tym, ze analizowana jest klasyczna informacja Fishera zwigzana z danym czystym stanem
bozonowym i ustalonym pomiarem (rzutowym, w bazie wiasnej J, lub J ).

Zademonstrowano, ze stany pseudolosowe generowane za pomoc3 zestawu bramek
uniwersalnych dla liniowej optyki oraz oddzialywania typu cross-Kerr maja cechy
analogiczne do stanéow wylosowanych z jednorodnej miary dla stanow czystych. W
praktyce trudno jest wylosowac stany doktadnie z miary Haara na danej przestrzeni Hilberta.
Okazuje si¢ jednak, ze mozna przybliza¢ wlasno$ci miary Haara za pomoca tak zwanych’
»przyblizonych t-designow”. Wiadomo, ze przyblizone t-designy mozna generowaé
efektywnie w ukladzie czastek rozréznialnych za pomoca pseudolosowych sekwencji bramek
placzacych 1 lokalnych unitarnych [11]. Do tej pory nie byta znana analogiczna konstrukcja
dla uktadéw bozonowych. W naszej pracy zademonstrowaliémy, ze analogiczna konstrukcja
ma szans¢ powodzenia. Konkretniej, sprawdzili$my numerycznie (patrz sekcja VII pracy [I]),
ze zaaplikowanie losowych sekwencji bramek z zestawu bramek uniwersalnych dla bozonowej
optyki liniowej oraz bramki® exp(i _”1’2275), pozwala generowa¢ bozonowe stany czyste,
ktorych wiasnosci (na przyklad metrologiczna uzytecznos¢) sa podobne do stanow
generowanych za pomocg miary Haara. Aby doj$¢ do tego wyniku musieliSmy jednak
najpierw scharakteryzowa¢ bramki, ktore pozwalaja rozszerzy¢ bozonowa optyke
liniowa do uniwersalnosci. Pytanie to dalo poczatek odr¢bnemu projektowi badawczemu,
ktory zakonczyl sie publikacje [II1].

Podsumowujac, w pracy [I] uzyskalismy kompleksowe wyniki dotyczace uzytecznosci losowych
stanow kwantowych w metrologii. Prezentowane tu wyniki przyczyniajg si¢ do zrozumienia roli
splatania kwantowego dla metrologii oraz otwieraja mozliwosci dalszych badan — na przyklad
dotyczacych uniwersalnych rozszerzen bozonowej optyki liniowej oraz zbieznosci konstrukcji
pseudolosowych bramek do ,,przyblizonych t-designéw” na przestrzeni bozonowej (patrz punkt 5

powyzej).

7 ,Przyblizone t-designy” to zespoty statystyczne macierzy unitarnych, ktérych momenty maja w przyblizeniu
taka samg wielko$¢ jak momenty dla miary Haara na grupie unitarnej - patrz sekcja VIII pracy [I] oraz
referencje w niej podane.

8 Symbole n, , oznaczaja operatory liczby czastek odpowiednio w modach 11 2.
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C. 3.2 Optymalne wyznaczanie gradientu pola magnetycznego w obecnosci szumu
defazujacego (praca [II])

Cel i motywacja

Artykul Estimation of gradients in quantum metrology dotyczyl precyzyjnego wyznaczania
gradientu pola magnetycznego poprzez uklad rozmieszczonych przestrzenne czastek,
ktorych wewnetrzne stopnie swobody oddzialuja ze zmieniajagcym si¢ w przestrzeni polem
magnetycznym. Rozwazmy problem zmierzenia gradientu pola magnetycznego zmieniajgcego
si¢ w przestrzeni. Zadanie to moze mie¢ znaczenie dla medycyny (w kontekscie przeprowadzania
badan z wykorzystaniem rezonansu magnetycznego) i obliczen kwantowych (w architekturze
opartej o putapki jonowe [12]). Naturalna strategia, za pomocg ktorej mozna podejs¢ do tego
problemu, polega na precyzyjnym pomiarze pol magnetycznych w dwoch oddzielonych od siebie
punktach. Takie podejscie ma jednak wady, poniewaz jest wrazliwe na fluktuacje sktadowej statej
pola magnetycznego.

W  prezentowanej pracy przedstawiono alternatywny schemat pomiaru gradientu pola
magnetycznego oparty o odziatywanie pola magnetycznego z wewngetrznymi stopniami swobody
czastek rozlozonych przestrzennie. Dla uproszczenia przyje¢to, ze interesuje nas tylko jedna
sktadowa pola magnetycznego, a pozycyjne stopnie swobody czastek kwantowych sg ustalone
(patrz Rysunek 4). Z taka sytuacja mamy (w przyblizeniu) do czynienia w przypadku putapek
jonowych [13].

B.(z) B, = By + G(z — o)

Lo T

D S B B UL

Rysunek 4. Schemat modelowego uktadu fizycznego rozwazanego w pracy. Wewnetrzne stopnie
swobody (np. spin) roztozonych przestrzennie czgstek oddziatujq z niejednorodnym, zmieniajgcym
sig przestrzennie polem magnetycznym. Celem pracy [Il] jest mozliwe najbardziej precyzyjne
wyznaczenie gradientu pola G.

W pracy zastosowano formalizm kwantowej metrologii, ktory pozwolil na zidentyfikowanie
stanow i pomiarow, ktore, dla ustalonego rozmieszczenia czastek oraz w nieobecnos$ci szumu,
daja najlepsza precyzje (wyrazana iloSciowo przez wariancj¢) wyznaczenia nieznanego
gradientu pola magnetycznego. Rozwazono rowniez wplyw szumu defazujacego (typowe
zrodlo dekoherencji w pulapkach jonowych) i pokazano, ze w ekstremalnym przypadku,
kiedy szum uniemozliwia posiadanie jakiejkolwiek wiedzy na temat skladowej stalej pola
magnetycznego, mozliwe jest skonstruowanie strategii kwantowej, ktora jest skuteczniejsza
niz jakakolwiek metoda klasyczna.
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Gowna idea pracy: uzycie narzedzi kwantowej metrologii do estymacji gradientu

W standardowym schemacie metrologicznym (patrz na przyklad poprzednia sekcja) zadanie
polega na wyznaczeniu nieznanego parametru, ktory jest wkodowywany w stan kwantowy w ten
sam sposob na kazda czastke bioracg udziat w eksperymencie, tzn. odpowiedni kanat kwantowy

jest postaci A;N ) = (A 0 )®N . Rozwazmy przypadek kiedy parametr, ktory chcemy wyznaczy¢ jest

gradientem pola magnetycznego G, ktdre sprzgga si¢ do spinowych stopni swobody N czastek (jak
na Rysunek 5):

N N
H=yBH,+yGH,, dla H, =%Za§"’, H, =%Z(xi ~x)o?’, (10)
i=1 i=1

z

gdzie y jest stala sprzezenia’, x; jest wspohzedna i-tej czastki, a By jest ,,bazowa” wartoscia pola
magnetycznego w punkcie X;.

i)
IRTWOJ

A

Rysunek 5. Illustracja sytuacji rozwazanej w pracy. Pod wpltywem Hamiltonianu (10) na i-tq

zz (pij(.)exp(i O; gpij, gdzie ¢, =ty (B, +G(x,— x,)).

czqstke dziata mapa A, (.)= exp(—i

Celem pracy bylo podanie optymalnych strategii (stanu wejSciowego 1 pomiaru kwantowego),
pozwalajacych na mozliwie najprecyzyjniejszy pomiar G w takim scenariuszu. Aby znalez¢
ograniczenia na precyzj¢ wyznaczenia G , wykorzystaliémy nastepujace wyrazenie na kwantowa
informacj¢ Fishera zwigzang z wyznaczaniem G (wszystkie inne parametry traktowaliSmy jako
ustalone)

(20580 (2)| %)

a,p: /1,1+/1/,¢0 ﬂ’a +ﬂ’/}

Fy(p)=2 , (11)

N
gdzie A, = ,@1 A, jestkanatem, ktory koduje G na stanie wejsciowym. Nastepnie, wykorzystujac

fakt, ze Hamiltoniany H 1 H . komutuja ze soba, mozna byto pokazac, ze

9 Dla jasnosci ujecia, w przeciwiefistwie do pracy [I1], przyjatem konwencje, w ktérej i=1.
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Fy(p)=4(1)Var, (p) . (12)

gdzie Var, (p)=tr ( pH’ ) —tr(pH, )2 jest wariancja Hamiltonianu H . Uproszczenie to

pozwolilo na znalezienie optymalnych stan6w pozwalajacych mozliwie jak najprecyzyjniej
wyznaczy¢ gradient pola magnetycznego! i znalezé ograniczenia na efektywnosé
kwantowych stanéw analogiczne do SQL w generycznym schemacie metrologicznym.
Ponadto, powyzsze rownanie pozwolilo efektywnie przeanalizowaé problem optymalnej
estymacji gradientu, kiedy na uklad dziala skorelowany szum defazujacy [13]. W przypadku
dtugich czaséw ewolucji szum defazujacy!' transformuje kazdy stan wejsciowy do postaci

N .
diagonalnej w bazie kolektywnego operatora J_ = (1/ 2)2 of’) ,

i=l1

2z
pHHp= jﬁexp(—iZGJZ)pexp(iZHJz) .
o 27 (13)

Rzecz jasna, z powyzszg transformacja wigze si¢ typowo pogorszenie wlasnosci metrologicznych
danego stanu kwantowego.

Najwazniejsze wyniki

Ponizej wymienitem gléwne wyniki pracy [II]. Dotyczyly one optymalnych schematow
pomiarowych gradientu pola magnetycznego w dwodch scenariuszach: 1) nieobecno$ci szumu
defazujacego, kiedy gradient pola magnetycznego byt wkodowywany za pomoca kanatlu

N
Ag :Qf)lA%, oraz ii) bardzo silnego kolektywnego szumu defazujacego modelowanego przez
rownanie (13).

1. Wyznaczenie optymalnej strategii dla estymacji gradientu pola magnetycznego G
w nieobecnosci szumu defazujgcego. Optymalnym stanem okazuje si¢ by¢, podobnie jak
w przypadku standardowego schematu metrologicznego, N czastkowy stan GHZ!'?,
|GHZ N> = %|0>®N +%|1>®N . Stan ten wyznacza rdwniez najmniejsza mozliwa wariancje

estymatora G,

Oprzypomnijmy, ze, ze wzgledu na kwantowa nieréwnos$¢ Cramera-Rao, odwrotno$¢ kwantowej informacji Fishera
(patrz wprowadzenie do Sekcji C. 3) zadaje maksymalnag precyzj¢ z jaka mozna wyznaczy¢ estymowany parametr
fizyczny.

' Szum defazujgcy wynika z fluktuacji ,,bazowego” pola magnetycznego B,. Za pomocg mapy zadanej rownaniem
(13) mozna réwniez modelowaé ignorancje (brak wiedzy o B,). Szczegdétowa dyskusja roli kolektywnego szumu
defazujacego znajduje si¢ w [1I].

12 Dla uproszczenia postaci wynikow bede zakladal, ze x; = x,.
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1

Var(é)z

N

oy [ S|

(14)
W  przypadku jednorodnego rozkltadu czastek na odcinku [x,,x,+L] dostajemy

Var(é)z

W . Wykazano ponadto, obliczajac wprost klasyczng informacje Fishera, ze

optymalnym pomiarem, ktéry wysyca nieréwnos¢ (14) jest pomiar w bazie wtasnej obserwabli
N

J, =(1/2)> o¥
i=1

2. Analogia z SQL dla estymacji gradientu pola magnetycznego. Wykazano, wykorzystujac
wypuktos¢ oraz subaddytywnos$¢ (wzgledem czynnikéw iloczynu tensorowego) kwantowe]
informacji Fishera we wzorze (12), Zze optymalnym stanem separowalnym dla estymacji G

jest stan |+>®N , gdzie |+> = %(|0> +|1>) . Ograniczenie na doktadno$¢ estymacji gradientu za

pomoca standéw separowalnych wyraza sie poprzez

1

(| S

i=0

VarSEP(é)Z } 5 (15)

co w przypadku réwnomiernego rozktadu czastek na odcinku [x,,x,+L] daje'

Varg, (G ) > Lz
2(7tL) N . Wykazano ponadto, obliczajac wprost Klasyczng informacje Fishera,
ze optymalny pomiar mozna wybrac taki sam jak w punkcie 1 powyzej.

3. Optymalna strategia estymacji gradientu przy silnym szumie defazujacym (lub braku
wiedzy na temat wartosci bazowego pola magnetycznego). Strategie opisane powyzej nie
dzitajg w przypadku, kiedy do stanu wejsciowego zastosowany jest kanat (13). W takie sytuacji
konieczne jest uzycie stanéw posiadajagcych nosnik na tak zwanych decoherence free
subspaces, ktore w rozwazanej tu sytuacji odpowiadaja podprzestrzeniom odpornym na
dzialanie skorelowanego szumu defazujacego. Innymi slowy, nalezy uzywac¢ standéw, ktoére

spetniaja [ p,Jz] =0. W pracy przeanalizowano stany spelniajace ten warunek

1 (wykorzystujac przy tym wypuktos¢ kwantowej informacji Fishera (12)) wykazano, ze
optymalny stan, ktory go spehia jest postaci'®

13 Uzylem tutaj przyblizonego wyrazenia, ktore jest prawdziwe w granicy duzych N .
14 Dla prostoty zatozytem, ze liczba czastek N jest parzysta.
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1
|0DFN/2> :$(|1>®N/2 |O>®N/2 +|0>®N/2 |1>®N/2) . (16)

Wykazano ponadto nastepujaca nierdwnos¢ na precyzje estymacji gradientu za pomocg stanow
odpornych na dzialanie skorelowanego szumu defazujacego

1

Vary.s (G)= (17)

N/2

7[5

i=0

Co ciekawe, w przypadku jednorodnego rozmieszczenia czastek na odcinku [x,,x, + L]

doktadno$¢, z jaka mozna wyznaczy¢ gradient pola, skaluje si¢ podobnie jak w przypadku,
16

(yiL)' N*
Podobnie jak w poprzednich dwéch scenariuszach, pomiarem kwantowym, ktéry wysyca
powyzsze ograniczenie okazuje sie by¢ pomiar rzutowy w bazie wtasnej J.

kiedy na ukfad nie dziata Zaden zewngtrzny szum'’, tj. zachodzi Var,,, (G)Z

Otrzymano réwniez inne, nie przedstawione tutaj wyniki, do ktérych naleza optymalne
rozmieszczenie czastek, obliczenia informacji Fishera dla innych rodzin stanéw oraz uog6lnienia
powyzszych rozwazan dla dowolnego profilu pola magnetycznego. Zainteresowany czytelnik
moze je znalez¢ w pracy [I].

15 Tak jak przy omawianiu poprzedniego wyniku, podatem ograniczenie dolne, ktére jest prawdziwe dla duzych

N.
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C. 4 Obliczenia kwantowe w ukladach czastek nierozroznialnych

Nastepne dwie omawiane prace [III, IV] dotycza teorii obliczen kwantowych. Ich wspdlnym
mianownikiem jest to, ze dotyczg modeli obliczen opartych o czastki nierozréznialne (bozony
i fermiony). Ze wzgledu na to, ze artykuty [III] 1 [IV] dotycza roznych aspektow obliczen
kwantowych (odpowiednio teorii kontroli i uniwersalnos$ci, oraz klasycznej symulowalnosci
w obecnosci strat optycznych), omowienie kazdej pracy zostalo poprzedzone krotkim wstepem
nakre$lajacym kontekst i motywacj¢ prezentowanych wynikow.

C 4.1 Uniwersalne rozszerzenia ograniczonych klas bramek kwantowych (praca
[1I1])

Cel i motywacja

Jednym z waznych pytan w kwantowej teorii obliczen [14] jest zidentyfikowanie zasobow, ktore
pozwalaja na wykonywanie uniwersalnych obliczen kwantowych, tj. manipulacji ukladem
kwantowym w dowolny sposob dopuszczalny przez mechanike kwantowa. Od strony
matematycznej oznacza to mozliwos¢ zaimplementowania dowolnej transformacji unitarnej U na
interesujacej nas przestrzeni Hilberta H. Zazwyczaj w praktyce nie mamy bezposredniego
dostepu do wszystkich operacji na danym uktadzie kwantowym, ale mozemy w relatywnie tatwy
sposob implementowaé tylko bramki nalezace do pewnej podklasy'® S = U(H). Zwykle S nie
zawiera wszystkich dopuszczalnych bramek kwantowych, jednakze dla odpowiednio

wybranych zbioréw S (tak zwanych zbioréw uniwersalnych) mozliwe jest przyblizanie
z dowolna dokladnos$cia kazdej innej bramki przez odpowiednio dobrana sekwencje

elementéw z S. Formalnie, zbior S nazywany jest zbiorem uniwersalnym jesli dla kazdej bramki
V eU(H), dla kazdego £>0 istnieje liczba naturalna M , oraz sekwencja bramek {Ul.}?i1
(U, €85), takie, ze

”V_UMUM—I'”UZUl”Sg > (18)

gdzie || oznacza norme operatorowa'’. W dalszych rozwazaniach bedziemy uzywali symbolu

<S > aby oznaczy¢ zbiér bramek generowanych przez S, tj. operacji unitarnych, ktére mozna

16 Ze wzgledu na to, ze przy transformacji unitarnej stany kwantowe podlegajg przeksztatceniu o U,OUT ,
globalna faza operatora U nie ma znaczenia. Dlatego tez bez straty og6lno$ci mozna zatozy¢, ze operatory
unitarne proporcjonalne do identycznoéci, tj. postaci exp(i@)1, nalezado S .

17 Rozwazamy tutaj skonczenie wymiarowe przestrzenie Hilberta, dlatego tez wybor konkretnej normy na
przestrzeni operatoréw nie gra tutaj roli.
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przyblizy¢ z dowolng doktadnoscia przez ciagi elementéw z S. Zauwazmy, ze jesli nie mamy do
czynienia ze zbiorem uniwersalnym, to (S) jest podzbiorem wilasciwym U(H).

Czesto zdarza si¢, ze bramki latwe do zaimplementowania w praktyce nie s3 bramkami
uniwersalnymi. Podamy tutaj dwa kanoniczne przyktady tego faktu:

1. Zbior S skiada sie z bramek lokalnych unitarnych [15] dziatajacych w uktadzie N kubitow
(H= ((C2 )®N ) tj. bramki postaci V, ®V, ®---®V,,, gdzie bramki V; sa dowolnymi bramkami

jednokubitowymi;
2. Zbior S sklada sie z bramek Clifforda'® [16], ktére sa wazne dla kwantowej korekeji bledu
oraz certyfikacji (benchmarkingu) uktadow kwantowych.

Co istotne, powyzsze zbiory stanowig podgrupy wiasciwe grupy transformacji unitarnych na N
kubitowej przestrzeni Hilberta. Ponadto, proces polegajacy na zaaplikowaniu do wyj$ciowego
stanu standardowego |0)®|0)®---®|0) dowolnej sekwencji bramek lokalnych unitarnych badz

Clifforda oraz wykonaniu pomiaru w bazie obliczeniowej, jest efektywnie symulowalny na
komputerze klasycznym [16], a zatem nie moze by¢ uzyty, aby przeprowadzi¢ skuteczne
obliczenia kwantowe.

PowyiZsze rozwazania motywuja nastepujace pytanie. W jaki sposob mozna rozszerzyé
ograniczony zbior bramek kwantowych do uniwersalnosci, to jest dodaé do S takie elementy,
aby powiekszony zbiér S' byl uniwersalny, tj. (S')=U (H)? W przypadku dwoch zestawow
bramek podanych powyzej, rozwigzania tego problemu naleza do kanonu teorii obliczen
kwantowych. Mianowicie:

1. Dodanie dowolnej placzacej bramki dwu kubitowej (ktorg mozna zaimplementowac¢ miedzy
dowolnymi parami kubitéw) do bramek lokalnych unitarnych skutkuje rozszerzeniem tego
zbioru do uniwersalnosci [15].

2. Dodanie dowolnej bramki do zbioru bramek Clifforda promuje ten zbior bramek do
uniwersalnosci [17].

Wydaje si¢ zatem naturalnym, aby zapyta¢ o analogiczne rezultaty dla innych ograniczonych
rodzin bramek kwantowych.

Glowna idea pracy: zastosowanie teorii reprezentacji w problemie uniwersalnych rozszerzen

W pracy [III] postawiliSmy sobie za zadanie rozwigzanie problemu rozszerzenia do
uniwersalno$ci dla nastepujacych zestawow bramek kwantowych dzialajacych na
przestrzeni czastek nierozroznialnych (bozonéw i fermiondow).

18 N-kubitowe Bramki Clifforda mozna najpros$ciej zdefiniowac jako bramki, ktore przy sprzezeniu iloczynu
tensorowego bramek Pauliego dajg (z doktadnoscig do globalnej fazy) iloczyn bramek Pauliego.
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a. Pasywna boznowa optyka liniowa [18]: zbior S sktada sie z bramek opisujacych tak zwang
, gdzie V eU(C").

pasywna bozonowg optyke liniowa, to jest bramek postaci W =y " N

Operator W ograniczony jest do przestrzeni N bozonéw w m modach, ktéra mozna
interpretowac jako podprzestrzen bozonowej m-modowej przestrzeni Focka. ROwnowaznie

mozna jg rozumie¢ jako podprzestrzen catkowicie symetryczng H, = Sym" (C’") uktadu N

rozroznialnych czastek, z ktérych kazda posiada m wymiarowa jednoczastkowa przestrzen
Hilberta'’.

b. Pasywna fermionowa optyka liniowa [19] : zbiér S sktada sie z bramek opisuja tak zwana

pasywna fermionowa optyke liniowa, tj. bramek postaci W =V*" ‘H , gdzie V eU(C").
f

W tym przypadku operator W jest ograniczony do przestrzeni N fermionéw w m modach,
ktora, w analogii do sytuacji przedstawionej powyzej, mozna interpretowac jako podprzestrzen
fermionowej] m-modowej przestrzeni Focka, tj. podprzestrzeh antysymetryczng

H, =AY ((C’") uktadu N rozroznialnych czastek, z ktorych kazda posiada m wymiarowa

jednoczastkowa przestrzen Hilberta.
c. Aktywna fermionowa optyka liniowa [20]: zbior S sktada sie z bramek dziatajacych na m-
modowej fermionowej przestrzeni Focka®® H, , , ktore s generowane przez bramki postaci

2m
exp(id,,.), gdzie H ,,, = iz h,m,m, , gdzie hy, jest antysymetryczna rzeczywista macierza
k=1

2m
rozmiaru 2m><2m, a operatory {mj}j:l nazywane sg operatoraml Majorany 1 definiowane Sgq

nastgpujaco: m,,  =a,+a', m,, =i(a,—al) (j=1,....,m).
Liniowe transformacje optyczne dla czgstek nierozroznialnych pojawiaja si¢ w wielu kontekstach.
Pasywna bozonowa optyka liniowa (ai) opisuje swobodng ewolucje N nieoddziatujacych
bozonoéw. Pojawia si¢ ona w naturalny sposob w optyce kwantowej, kiedy kwantowy stan $wiatta
propaguje si¢ przez sie¢ optyczng ztozong z dzielnikow wigzki (ang. beamsplitters) oraz
przesuwnikow fazowych (ang, phase shifters) [21]. Ponadto, pasywna bozonowa optyka liniowa
ma znaczenie dla schematu obliczen kwantowych KLM z fotonami [22], jak réwniez paradygmatu
probkowania bozonow (ang. boson sampling) majacego na celu wykazanie tak zwanej supremac;ji
kwantowej [18] — patrz opis pracy [[V] zaprezentowany w nastepnej sekcji. Fermionowa optyka
liniowa (klasy bramek (b) oraz (c)) znajduje zastosowanie w chemii kwantowej oraz w fizyce
wielociatowej. Ponadto, zwigzane z nig modele obliczen kwantowych, podobnie jak w przypadku
bramek lokalnych unitarnych i Clifforda, prowadza do klasycznie symulowalnych procesow
kwantowych [19, 23].

19 Zwigzek migdzy opisem ukladu bozonéw za pomoca metod pierwszej i drugiej kwantyzacji mozna zalez¢
w podrecznikach kwantowej teorii wielu ciat [71] (patrz rowniez sekcja 2 pracy [[V]).
=@, A ((Cm ) . Méwiac precyzyjnie,

20 Fermionowa m-modowa przestrzen Focka jest zdefiniowana jako Hj, .

w pracy [IlI] rozwazamy tylko parzysta podprzestrzen przestrzeni Focka ze wzgledu na to, ze aktywna fermionowa
optyka liniowa zachowuje parzystos¢ liczby fermionow w uktadzie.
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Grupy przedstawione powyzej sa zwartymi podgrupami Liego grupy unitarnej U(H), gdzie
H  jest odpowiednia przestrzenia Hilberta. Ponadto, grupy te sa zwigzane
z nieprzywiedlnymi reprezentacjami tak zwanych prostych algebr Liego na H. Ta
obserwacja pozwolila na uzyskanie gldwnych wynikow pracy. W szczegolnosci zostala
wykorzystana Kklasyfikacja Dynkina [24] dotyczaca maksymalnych podalgebr Liego
prostych algebr Liego.

Najwazniejsze wyniki

W pracy [III] zbadano dwie wersje problemu rozszerzania ograniczonej klasy bramek K do
uniwersalnos$ci. W pierwszym przypadku do grupy transformacji liniowo optycznych dodawano
bramki postaci exp(—itX), gdzie t€R a X jest Hamiltonianem, ktory nie nalezy do algebry
Liego®! grupy k. W drugim przypadku rozwazano, jakie bramki s generowane za pomocg
ustalonej bramki V' i grupy K. Oba scenariusze przedstawione powyzej ilustruje Rysunek 6.

Rysunek 6. Schematyczna prezentacja problemow badanych w [111]. (i) Zaczynajgc od rodziny
bramek K (bialy kolor) i jednoparametrowej rodziny transformacji unitarnych postaci exp(—itX)
(czarna petla), jakg klase bramek (cyjan) mozna wygenerowac w petnej grupie przeksztatcen
unitarnych U(H) (kolor pomaranczowy)? (ii) Zaczynajqgc od rodziny bramek K (bialy kolor)
i pojedynczej bramki V (czarna kropka), jakq klase bramek (cyjan) mozna uzyskacé w petnej grupie
przeksztatcen unitarnych U(H) (kolor pomaranczowy)?

Gléownym wynikiem pracy bylo podanie, dla kazdej z rodzin ograniczonych bramek
kwantowych (a-c), systematycznych klasyfikacji (zaleznych od liczby czastek i ilosci modow)
Hamiltonianéow oraz bramek rozszerzajacych odpowiednie klasy optyki liniowej do
uniwersalno$ci. Formalne sformutowanie wynikéw mozna znalez¢ w twierdzeniach 1-6 w pracy

21 Algebra Liego zwartej grupy K reprezentowanej unitarnie na ‘H sktada sie z operatoréw
antyhermitowkich. Dodanie dodatkowego hamiltonianu, za pomocg ktérego mozna ewoluowa¢ uktad

kwantowy odpowiada dodaniu generatora X na poziomie algebry Liego grupy, ktéra jest generowana przez
K itransformacje exp(—itX).
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[IIT] (dla kazdej z trzech rodzin optyki liniowej (a-c) mamy dwa przypadki odpowiadajace
rozszerzeniom przez dodatkowy Hamiltonian X , oraz przez bramkg¢ V). Wszystkie te
twierdzenia majg podobna strukture, ktora jest okres§lona wytacznie przez relacje komutacyjne
migdzy obiektem (bramka badz Hamiltonianem), ktory dodajemy, a pewnym pomocniczym
obiektem zdefiniowanym przez poczatkowy zestaw bramek.

W tym opracowaniu skupi¢ si¢ na przypadku rozwazanym w Twierdzeniu 1, to jest rozszerzaniu
przez dodatkowa bramke J° bozonowej optyki liniowej (oznaczona ponizej przez LO,) dla m
modow i N czastek. W przypadku m=2 kluczows rol¢ bedzie odgrywat operator L, ktory
dziala na dwoch kopiach bozonowej przestrzeni Hilberta H, ® H, i jest zdefiniowany jako

projektor na trywialng reprezentacje SU(2) W tej przestrzeni®,
W tej sytuacji mamy nastepujace trzy przypadki:

i Jeslim>2,to (V,LO,)=U(H,).
ii. Jeslim=2, N#6,oraz [V ®V,L,]=0,to

(V.£0,)=G,={U U (H,)

[veu,L,]=0} . (19)

iii. Gdy m=2,oraz [V ®V,L,]#0,to (V,LO,})=U(H,).

Na uwage zastuguje konkretna posta¢ G,, tj. wlasciwej podgrupy U(H,), ktéra pojawia sig
w przypadku ii). Okazuje si¢, ze w zalezno$ci od parzystosci liczby czastek N , podgrupa G, jest
(z doktadnoscia do globalnej fazy) rowna?® grupie specjalnej ortogonalnej (dla parzystych N ) lub
unitarnej symplektycznej (dla nieparzystych N ). Co istotne, grupa unitarna symplektyczna dziata

tranzytywnie na zbiorze stanow czystych. Fakt ten nie zachodzi natomiast dla grupy ortogonalne;.
Szczegobly tego zjawiska, wraz z odpowiednimi fizycznymi przyktadami sg opisane w [III].

W pozostalych przypadkach struktura wynikow jest podobna. Dla generycznych kombinacji
liczby modow i liczby czgstek, dowolna dodatkowa bramka V' (Hamiltonian X ) rozszerza K do
uniwersalno$ci — tak jak w przypadku i) powyzej. Natomiast dla pewnych relacji, ktore sa
spetnione miedzy liczbg modow i liczba czastek (chodzi tu konkretnie o parzystos¢ m, oraz to,

22 Okazuje sig, ze bozonows optyke liniowa dla m=2 i NN czastek mozna zidentyfikowa¢ (z doktadnoscia do
globalnej fazy) z nieprzywiedlna reprezentacja SU(2) o spinie j= N /2. Fakt, ze w przestrzeni H, @ H,
znajduje si¢ trywialna reprezentacja SU(2) wynika ze znanych regul dodawania momentu pedu w mechanice

kwantowej. W sformutowaniu Twierdzenia 1 z pracy [III] znajduje konkretna postac ILb zapisana w bazie stanow

Dickego na H, .

24



czy m=2N), mozliwe sa sytuacje takie jak w puntach b) i c¢) powyzej (dla odpowiednio
zdefiniowanego operatora L, ktory petni analogiczng role jak operator L, ).

Rezultaty otrzymane w pracy [III] maja réwniez znaczenie dla wynikow wczesSniej
omawianego artykulu dotyczacego zastosowania losowych stanéw w metrologii (sekcja C.
3.1). Konkretnie, powyzej sformutowany wynik moze zosta¢ wykorzystany, aby pokaza¢, ze dla

generycznych czasow ¢ bramka exp(—itmn,) promuje bozonowa optyke liniowa do

uniwersalnosci dla m =2 modow i dowolnej liczby czastek N . Istotnie, znalezienie odpowiedzi
na pytanie, dla jakich : bramka exp(—itnn,) promuje bozonowa optyke liniowa do
uniwersalnosci, bylo oryginalna motywacja dla wynikow skladajacych si¢ na prace [11I].
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C. 4.2 Wplyw strat optycznych na klasyczng symulowalnos¢ eksperymentow typu
probkowanie bozonow (praca [IV])

Cel i motywacja

Oczekuje si¢, ze komputery kwantowe beda przewyzszaly komputery klasyczne w mozliwosciach
rozwigzywania roéznego typu probleméw obliczeniowych. Niestety, obecne ograniczenia
eksperymentalne powoduja, ze skalowalne i odporne na bledy (ang. fault-tolerant) komputery
kwantowe, najprawdopodobniej nie zostang zbudowane w ciggu najblizszych kilku lat. Nie jest
rowniez jasne, ktora architektura fizyczna bedzie ostatecznie uzyta do zrealizowania komputera
kwantowego.

Ze wzgledu na t¢ sytuacje, w ostatnich latach zaproponowano etap posredni w rozwoju
komputerow kwantowych - paradygmat kwantowej supremacji [18, 25] (ang. quantum
supremacy). Sktada si¢ na niego kilka ograniczonych modeli obliczen kwantowych, ktére nie
musza by¢ uniwersalne, ale dla ktorych przypuszcza sig, ze dla pewnych szczegdlnych zadan
przewyzszaja one mozliwosci komputeréw klasycznych. Co wazne, zadania te typowo nie sa
zwiazane z zadnym praktycznym problemem. Polegaja one zwykle na probkowaniu
wynikow pewnego kwantowego eksperymentu, dla ktorego istnieja silne argumenty z teorii
zloznoS$ci obliczeniowej, pozwalajace przypuszczaé, ze analogiczny problem jest bardzo
trudny dla komputera klasycznego?*.

Jedng z pierwszych propozycji kwantowej supremacji byl schemat probkowania bozonow
(ang. boson sampling) [18]. W schemacie tym, na wejSciu interferometru opisujgcego pasywna

bozonowa optyke liniowa reprezentowang przez macierz U € U((C’") (patrz poprzednia sekcja)
mamy N fotonowy stan Focka,

N m—N
—

lwy)=|11...,1,0,0...,0 ) , (20)

ktory opisuje N nierozréznialnych fotonéw w kolejnych m modach optycznych?® (ze wzgledow
technicznych, typowo zaklada si¢, ze m > n). Po przej$ciu przez interferometr stan na wyjsciu
jest mierzony za pomoca detektorow liczby fotonow w kolejnych modach. W wyniku wykonania
jednego eksperymentu dostajemy cigg liczb fotondw n=(n,,...,n,) zarejestrowanych przez

kolejne detektory. Przy zatozeniu, ze nie wystapity zadne btedy w implementacji doswiadczenia,

24 Ponizej przedstawiono schematyczng strukture takiej argumentacji dla problemu prébkowania bozondéw.
25 Uzytem tutaj formalizmu liczby obsadzeni w bozonowej przestrzeni Focka. W terminach pierwszej

kwantyzacji stan ten mozemy zapisa¢ jako |y/0> = ﬁq 1>|2> . | N> +-- -), gdzie kolejne cztony w sumie

oznaczaja wszystkie mozliwe N! kombinacje jednoczastkowych stanéw |1>,

2>,---,|N> w N czastkach.

26



rozktad m podlega rozktadowi p’(n), o ktérym wiadomo, ze dla typowych?® U e U (C’") jest

bardzo trudy do odtworzenia przez klasyczny komputer. Konkretniej, w pracy [18] wykazano, ze
o ile przyjmie si¢ pewne nieudowodnione, ale dobrze ugruntowane hipotezy z teorii obliczen?’, to
dla typowych macierzy U nie istnieje klasyczny probabilistyczny algorytm, ktory (dla zadanego

U ) probkowalby liczby fotonéw n z rozkladu p;°(n), spetniajacego®®
v ({p ). {p )} <& @1

w czasie®” T = poly(N ,lj
&

Zainteresowanie schematem probkowania bozonow zostalo wywotane przez szybki postep w
konstrukcji tak zwanych zintegrowanych sieci fotonicznych [21], ktore umozliwiajg wykonywanie
ztozonych operacji liniowo-optycznych. W ostatnich latach mialy miejsce liczne interakcje miedzy
spoteczno$ciami eksperymentalnymi i teoretycznymi, ktérych celem byta ocena najwazniejszych
przeszkdd na drodze praktycznej implementacji schematu prébkowania bozonow.
W szczegblnosci, przeanalizowano jego odpornos$¢ ze wzgledu na czesciowa rozroznialnosé
fotonéw, niedoskonatosci wytwarzania fotonéw oraz w obecnosci strat fotonow [26, 27]. Po
stronie eksperymentalnej przedstawiono do tej pory kilka niewielkich implementacji, z
maksymalnie pigcioma fotonami przy uzyciu niemal deterministycznych zrodet kropek
kwantowych [28]. Co istotne, opracowane ostatnio efektywne klasyczne algorytmy [29] pozwalaja
na symulacj¢ eksperymentéw probkowania bozonéw dla 50 fotonéw na wspolczesnie istniejacych
superkomputerach.

Praca Classical simulation of photonic linear optics with lost particles wpisuje si¢ w ten
aktualny nurt badan. Zbadano w niej w systematyczny sposéb, przy jakich stratach
optycznych urzadzenia realizujace boson sampling moga prowadzi¢ do proceséw latwo
symulowalnych na klasycznym komputerze.

26 W sensie miary Haarana U (Cm )

27 Mowa tutaj o nieredukowlnosci tzw. ,,Wielomianowej hierarchii” (ang. polynomial hierarchy) oraz o pewnej
technicznej hipotezie dotyczacej trudnosci przyblizonego liczenia permanentéw losowych macierzy Gaussowskich.

28 Wyrazenie 1 V({ p(n)},{q(n)}) :%Z| p(n)—q(n)| oznacza tutaj przeskalowang odlegtoé¢ L1 miedzy

rozktadami prawdopodobienstwa { p(n)} i {q(n)} (jest ona czasem nazywana rowniez Total Variation distance).

29 Przy udowadnianiu tego wyniku zaktada sie ponadto, ze m 3> N7, przy utrzymaniu m = poly(N) . Przypuszcza

sie jednak, ze skalowanie m = N 2 wystarczy, aby udowodni¢ trudnos¢ dla probkowania z rozktadu zblizonego do

pgs (n) przez klasyczny komputer.
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Idea pracy: przyblizanie zaszumionych stanéw bozonowych przez stany separowalne

W pracy [IV] przeanalizowano wplyw strat na klasyczng symulowalnos$¢ eksperymentow typu
boson sampling. Rozwazono trzy modele strat, ktore charakteryzowaty si¢ wzrastajacym stopniem
skomplikowania (bezposrednio przektadajacym si¢ na realizm danego modelu).

1. Model stalych strat. W tym modelu przed zaimplementowaniem pasywnej transformacji
liniowej zwiazanej z U , stan wejSciowy v, traci dokladnie £ czastek, co jest modelowane

przez dziatanie kanatu kwantowego
P iry_, (p) 5 (22)

gdzie p jest dowolnym bozonowym stanem N-czastkowym. Uwaga: Ten sam model strat byt
badany w pracy [1] (patrz Sekcja C. 3.1).

2. Model o stalym prawdopodobienstwie strat. Liczba czastek, ktéra jest tracona przed
zaimplementowaniem pasywnej transformacji liniowej° zwigzanej z U , jest zmienng losowa
o rozktadzie dwumianowym takim, ze prawdopodobienstwo utraty pojedynczej czastki jest
réwne 77. Oznacza to, ze stan wejSciowy y/, ulega transformacji

p i(l—n)k 7" (]ZJ try ., (p) - (23)

Co istotne, powyzsza transformacj¢ mozna zrozumie¢ poprzez zastosowanie plytki
$wiatlodzielacej (o przepuszczalnosci \/; ), ktora dziata jednakowo na wszystkie mody przez

nig przechodzace. Przy tej interpretacji kanat zadany wzorem (23) opisuje $wiatlo, ktore
przeszto przez taka plytke Swiattodzielaca, przy czym ignorowane sa mody S$wiatla,
odpowiadajace ,,odbitemu” $wiathu — patrz Rysunek 7).

, n,
m A #
U :
U

Rysunek 7. Kanatl kwantowy zadany wzorem (23) moze by¢ zinterpretowany w terminach
dziatania plytki swiatlodzielgcej o odpowiednio dobranej przepuszczalnosci.

3. Sieé optyczna, ktérej elementy optyczne wprowadzajg straty. Typowo, aby zrealizowaé
dang transformacje optyczng sklada si¢ ze soba plytki swiattodzielace i przesuwniki fazowe
utozone w sie¢ optyczng [21]. W tym modelu strat zakladamy, Zze z implementacja kazdej
dwumodowej transformacji wigza si¢ straty optyczne w modach, ktoérych ona dotyczy (patrz

30 Zaréwno model 1, jak i model 2 strat optycznych komutuja z dziataniem pasywnej optyki liniowej. Z tego
powodu nie ma znaczenia, na ktérym etapie eksperymentu zachodzg tak modelowane straty (w pracy [IV]
znajduje sie bardziej szczegdtowa dyskusja tego faktu).
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Rysunek 8). Co wazne, poniewaz w modelu tym straty zachodzg lokalnie, nie komutujg one
w 0goblnosci z innymi elementami sieci optycznej. Nie mozna zatem w prosty sposéb, tak
jak w powyzszych dwoch modelach, ,,przekomutowaé” strat optycznych do etapu
przygotowania stanu badz wykonywania pomiaru liczby czastek na wyjsciu sieci
interferometrycznej.

Rysunek 8 Przyktadowa sie¢ optyczna. Niebieskie elementy oznaczajq idealne elementy
optyczne (dowolne transformacje pasywnej optyki liniowej na modach, ktore stykajq sie z danym
elementem). Pomaranczowe elementy oznaczajq straty optyczne zwigzane z implementacjq
danej dwumodowej transformacji optycznej. Dla uproszczenia przyjeto, Ze przy
implementowaniu kazdej elementarnej transformacji, obydwa oddziatujgce ze sobg mody
Swiatta podlegajq tym samym stratom.

Dla wszystkich trzech modeli strat nasza strategia, aby otrzyma¢ klasyczna symulacje byla
podobna. W kazdym z powyzszych przypadkdw mamy na wejsciu stan wejsciowy v, , ktory
podlega dziataniu pewnego liniowo-optycznego kanatu A (zawierajacego straty optyczne). Nasz
pomyst polegal na tym, aby przyblizy¢ stan wyj$ciowy p = A(yxo) poprzez inny stan o, ktory

bedzie miat nastepujace wlasnosci:

e o jest kombinacja wypukla bozonowych stanéw czastkowo-separowalnych (tj. postaci
®!
#)(¢);
e odlegloé¢ §ladowa’! miedzy p a o jest od gory ograniczona przez malg liczbe A tj.
d, (p,o)<A (patrz Rysunek 9).

31 Odlegtos¢ $sladowa miedzy dwoma stanami G 1 p mozna zinterpretowa¢ jako maksymalng odlegto$¢ w
mierze Total Variation distance miedzy prawdopodobienstwami, ktére mozna otrzymac¢ wykonujac rézne
pomiary kwantowe na tych stanach [16].
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Rysunek 9. llustracja przyblizania stanu p = A (l//o) przez stany czqstkowo-separowalne

(w odlegtosci sladowej).

Idea klasycznej symulacji jest nastgpujaca. Okazuje si¢, ze rozklad prawdopodobienstwa p_(n)

pochodzacy z pomiaréow liczby czastek w réznych modach na stanie o jest latwy do
zasymulowania klasycznie (szczegdélowe rozumowanie znajduje si¢ w [IV]). Wobec tego,
poniewaz odlegtos¢ sladowa miedzy p a o jest mniejsza od A, mamy rowniez

TV({ p,(m)}.1 pp(n)})SA , (24)

gdzie p,(m) jest prawdziwym rozkladem prawdopodobiefistwa na wyjSciu ukfadu

interferometrycznego, ktory podlega stratom optycznym. Innymi stowy, przyblizone
symulowanie** (z doktadnoscig A) prébkowania z rozktadu p ,(n) mozna uzyska¢ poprzez

probkowanie p_(m), co moze zosta¢ skutecznie wykonane na klasycznym komputerze. Wigkszo$¢
wynikow technicznych pracy [IV] byla poswigcona znajdowaniu efektywnych przyblizen o
”zaszumionych” stanéw p dla roznych modeli strat.

Najwazniejsze wyniki
Ponizej podsumowatem najwazniejsze wyniki uzyskane w [IV].

1. Klasyczna symulowalno$¢ dla modelu stalych strat. Wykazano, Ze o ile liczba czastek, ktore

nie zostaly stracone /= N —k skaluje si¢ wolniej niz JN , to mozliwa jest klasyczna
: . . &
symulacja rozkladu prawdopodobienstwa  p (n) z dokladnoscia A zﬁ Formalne

sformutowanie tego wyniku znajduje si¢ w Twierdzeniu 1 z [IV].

32 Warto podkresli¢, ze A pojawiajaca sie w réwnaniu (24) nie moze byé dowolnie mata. Tak wiec klasyczna
symulacja, ktorg tutaj dostajemy, nie jest tak silna jak ta, o ktérej mowa w réwnaniu (21). Jest jednak
wystarczajgca dla wielu praktycznych zastosowan i moze by¢ uzyta np. do testowania skomplikowanych sieci
optycznych podlegajacych stratom.
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2. Klasyczna symulowalno$¢ dla modelu o stalych srednich stratach. Wykazano, ze o ile
$rednia liczba czgstek, ktore nie zostaly stracone <l> =nN skaluje si¢ wolniej niz JN , to

mozliwa jest klasyczna symulacja rozktadu prawdopodobienstwa p, (m) z dokfadnoscia
l 2

atl
2

3. Redukcja zloZonej sieci optycznej do modelu jednorodnych strat. Rozwazmy najbardziej
og6lny przypadek, w ktérym fotony moga przechodzi¢ przez sie¢ optyczng z elementami, ktére
mogg powodowac straty (Rysunek 10). Prawdopodobienstwo, ze dany foton zostanie stracony
zalezy od jego $ciezki propagacji poprzez interferometr. Niech s oznacza najmniejsza liczbe
niedoskonatych elementow optycznych, ktore foton musi przeby¢ w czasie takiej propagacji.
Pokazano, Ze taka sytuacja moze zosta¢ rOwnowaznie opisana przez s warstw jednorodnych
strat optycznych, po ktérych stosowana jest pewna liniowo-optyczna transformacja (ktorg
mozna efektywnie opisac¢) — patrz Rysunek 10. Prowadzi to do wydajnego algorytmu stratnych
liniowo-optycznych sieci o glebokosci s =Clog(N), dla odpowiednio dobranej stalej C.

. Formalne sformutowanie tego wyniku znajduje si¢ w lemacie 1 z [IV].

Formalne sformutowanie tego wyniku znajduje si¢ w twierdzeniu 2 z [IV].

Ay Agr
—H— —
. —H— —
—H— —
—H— —

Rysunek 10. Ilustracja trzeciego gltownego wyniku pracy [1V]. Kanat odpowiadajgcy dowolnej
stratnej sieci optycznej moze byc¢ zrealizowany jako aplikacja pewnej ilosci (zaleznej od
geometrii sieci) rund jednorodnych strat, po ktorej zastosowany jest inny liniowo-optyczny kanat
kwantowy.

Podsumowujac, w pracy [IV] przedstawiono kompleksowa analize wplywu strat na klasyczna
symulowalnos$¢ eksperymentdéw typu boson sampling. Co wiecej, wykazano, ze dowolna metoda
klasycznej symulacji, ktora bedzie tego samego typu nie moze prowadzi¢ do wynikéw lepszych,
niz te przedstawione powyzej (patrz formalne sformulowania wynikow, ktére zostalty powyzej
nakres$lone). Przedstawione tutaj rezultaty sa punktem wyjscia dla moich dalszych badan
w dziedzinie obliczen kwantowych (patrz Sekcja C. 6).
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C. 5 Ograniczone pomiary kwantowe

Pomiary kwantowe sg nieodzownym elementem kwantowej informacji 1 teorii obliczen
kwantowych. Wynika to z faktu, ze w niemalze wszystkich interesujacych sytuacjach uktad
kwantowy musi zosta¢ zmierzony, aby zakodowana w nim (poprzez wykonane uprzednio operacje
kwantowych — patrz Rysunek 1) informacja kwantowa mogta zostaé wykorzystana® w praktyce.
Prace [V,VI] prezentowane w tej czesci dotyczag sytuacji kiedy, ze wzgledu na ograniczane
zasoby, nie mozna zaimplementowac¢ dowolnych schematéw pomiarowych dopuszczalnych przez
teorie kwantéw. Zanim przejde do szczegotowego omoéwienia tych artykutdw, przedstawie krotkie
wprowadzenie do teorii pomiaréw uogo6lnionych w mechanice kwantowe;.

Uogolnione pomiary kwantowe i twierdzenie Naimarka

W teorii kwantdw najogolniejsze pomiary opisywane sa przez tak zwane dodatnie miary
o wartosciach operatorowych (ang. positive operator-valued measures) — w skrocie POVMy>*
[30]. Bedziemy si¢ tutaj zajmowali pomiarami na skonczenie wymiarowych przestrzeniach

Hilberta (H = C?). Ponadto, bedziemy rozwazali pomiary kwantowe majace skonczong liczbe
wynikow n. W takich sytuacjach uogdlnione pomiary mozna matematycznie scharakteryzowaé

jako n-elementowe wektory operatorow na C*

M=(M.,M,,...M,) , (25)

gdzie operatory {M l.} , zwane efektami M, spetniaja M, >0 1 ZM . =1. Jesli uktad kwantowy

i=1
znajduje si¢ w stanie o, a wykonany na nim zostanie pomiar M, to zgodnie z regutag Borna
otrzymuje si¢ wynik i z prawdopodobiefistwem p, =tr(pM,) (zadaje ona fizyczng interpretacje

efektow pomiaru M).

Najbardziej znang klasg pomiaréw kwantowych sa pomiary rzutowe (ang. projective
measurements), tj. pomiary P, ktérych efekty s projektorami na C? (innymi stowy, dla kazdego
wyniku i odpowiadajacy mu efekt spelnia P’ = P). Od strony operacyjnej pomiary rzutowe s
zwigzane z pomiarami obserwabli kwantowych. Mianowicie projektory odpowiadajace réoznym

wartosciom wlasnym danej obserwabli sg efektami zwigzanego z nig POVMu. Co istotne, dla
kazdego wymiaru d istniejg pomiary kwantowe, ktore nie moga by¢ zrealizowane jako pomiary

rzutowe na C?. Ponadto, takie pomiary moga byé uzyteczne dla pewnych zdan w kwantowej

33 W przypadku wczesniej omawianych wynikow bedacych czgscia osiagnigcia naukowego z taka sytuacja mamy do
czynienia w pracach [I], [II] oraz [IV].

34 W dalszej czeéci prezentacji bede uzywat angielskiego skrotu POVM, ze wzgledu na to, ze jest on powszechnie
uzywany w $wiatowej literaturze dotyczacej przedstawianych tu zagadnien.
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informacji takich jak rozroznianie stanéw kwantowych [31], generacja losowosci [32], czy
wieloparametrowa metrologia [33].

Jak jednak fizyczne zrealizowaé takie uogoélnione pomiary kwantowe? Jedna z mozliwych
odpowiedzi na to pytanie daje twierdzenie Naimarka [30], ktore stwierdza, ze kazdy POVM na

C? mozna zrealizowaé jako pomiar rzutowy na ukladzie rozszerzonym o dodatkowe stopnie
swobody. Konkretnie, dowolny pomiar M o m efektach rzedu jeden®> mozna zrealizowaé za

pomocg pomiaru rzutowego>® na C/ ® C"'¢ wedhug przepisu
tr(pM,) =tr(p®|0)(0[ B) (26)

gdzie p jest dowolnym stanem na C?, |O> <O| jest ustalonym stanem czystym na dodatkowym

uktadzie (ancilli), a P sa efektami odpowiednio dobranego pomiaru rzutowego dzialajacego na

calym uktadzie (patrz Rysunek 11).

[0)(0] —

p — —>z'<:,‘>p_> .y

M P

Rysunek 11. Graficzne przedstawienie standardowej konstrukcji Naimarka zadanej wzorem (26).

Klasyczne operacje na pomiarach kwantowych: randomizacja i klasyczne przetwarzanie
wynikow

Pomiary kwantowe mozna przeksztatca¢ miedzy sobg za pomoca metod czysto klasycznych, tj.
nie uzywajacych stanéw kwantowych, ale dziatajacych wylacznie na poziomie wynikow
pomiardw). Ponizej omowitem krotko strategie zwigzane z randomizacja [34] (ang.
randomisation), oraz klasycznym przetwarzaniem wynikéw pomiarow [35] (ang. post-
processing), ktore sg szczegdlnie wazne w pracach [V, VI].

35 Dowolny pomiar na skonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta mozna zrealizowa¢ poprzez wykonanie pomiaru,
ktérego efekty sa rzedu 1, po ktérym nastgpuje czysto klasyczna obrobka (ang. post-processing) otrzymanych
wynikow. Formalna definicja post-processingu pomiaréw kwantowych zostanie podana w nastgpnej czgsci,
omawiajacej manipulowanie pomiarami kwantowymi za pomocg czysto klasycznych metod.

36 Zaktadam tutaj dla uproszczenia, ze liczba wynikéw m jest podzielna przz d.
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Rysunek 12. llustracja protokotu randomizacji dwoch pomiarow kwantowych o m =2 wynikach.

Randomizacja dwoch m-wynikowych pomiaréw M, N na C? polega na zaimplementowaniu
strategii, w ktorej z prawdopodobienstwem qe[(),l] zrealizowany jest pomiar M, a

prawdopodobienstwem (1-q) pomiar N (patrz Rysunek 12Rysunek 12). W wyniku tej procedury
dostaje si¢ pomiar gM + (1—¢q)N, ktorego i-ty efekt zadany jest wzorem

[gM+(1-¢)N]. = gM, +(1-g)N, . (27)

Kolejng operacja, jakg mozna wykonywac klasycznie na pomiarach kwantowych jest klasyczne
przetwarzanie wynikow pomiaréw. Wyobrazmy sobie, ze wykonujemy pomiar kwantowy M
na stanie p , dostajemy wynik j, a nastgpnie, zwracamy wynik i z prawdopodobiefistwem ¢,
(taka procedure mozna wykonaé¢ za pomocg czysto klasycznych metod). Niech teraz Q = {qi‘j}
bedzie macierzg stochastyczng zwigzang z procedurg opisang powyzej. Zwigzany z nig pomiar
kwantowy Q (M) ma efekty

(M), =D, M, - (28)
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C. 5.1 Pomiary kwantowe symulowalne przez pomiary rzutowe i klasyczne zasoby
(praca [V])

Cel i motywacja

Glownym celem pracy Simulating positive-operator-valued measures with projective
measurements jest opisanie, jakie uogolnione pomiary kwantowe na skonczenie wymiarowej
przestrzeni Hilberta mozna zrealizowa¢ majac do dyspozycji pomiary rzutowe (na tej samej
przestrzeni Hilberta), randomizacj¢ oraz klasyczny post-processing.

Gtowng motywacjg dla badania powyzszego zagadnienia jest wspomniane wczesniej twierdzenie
Naimarka, ktore podaje przepis jak zrealizowa¢ dowolny pomiar kwantowy poprzez pomiary
rzutowe na powiekszonej przestrzeni. Konstrukcja wynikajaca z tego twierdzenia ma jednak dwie
wady:

1.  Wymaga ona kontroli nad dodatkowymi stopniami swobody, konieczne jest bowiem
dotaczenie do rozwazanego uktadu kwantowego dodatkowych czastek oraz implementacja
skomplikowanych operacji unitarnych na rozszerzonym uktadzie;

ii.  Wymiar dodatkowego uktadu, ktory nalezy dotaczy¢ do oryginalnego systemu, skaluje si¢
proporcjonalnie z iloscig wynikow pomiaru kwantowego.

Jednocze$nie, w typowych sytuacjach®’, pomiary rzutowe na ustalonej przestrzeni Hilberta oraz
klasyczne strategie oparte na randomizacji i post-processingu (patrz wstep do Sekcji C. 5) sg duzo
tatwiejsze do praktycznego zrealizowania niz konstrukcja Naimarka. Dlatego wlasnie wazne jest
zrozumienie jak szeroka klas¢ pomiaréw kwantowych mozna zrealizowac w ten wtasnie sposob.

Kolejnym impulsem do badan nad tym problemem jest nielokalnos¢ w sensie Bella [36].
Konkretnie, od czaséw pionierskiej pracy Wernera z 1989 roku [37] wiadomo, Ze istniejg stany
splatane ktore posiadaja tak zwany model lokalny® dla pomiaréw rzutowych. Badanie, jakie
uogolnione pomiary mozna zasymulowaé przez pomiary rzutowe moze umozliwi¢ otrzymanie
nowych modeli lokalnych dla stanéw splatanych, ktére beda dziataly réwniez dla ogdlnych
POVMow.

37 Wykluczam tu sytuacje, z ktorymi mamy do czynienia w optyce kwantowej, kiedy to pewne pomiary
uogoélnione (takie jak na przyktad pomiary homodynowe) sg duzo tatwiej dostepne niz pomiary rzutowe.

38 Stan kwantowy pna C?®C posiada model lokalny dla lokalnych pomiarow M, N (dzialajacych
odpowiednio na pierwszej i drugiej czastce) jesli tr(pM, O N ;) = Idlp(l)q(i | M, A)q(j| N, A), dla pewnej
gestosci prawdopodobiefistwa p(A). Szczegétowa dyskusje nielokalnosci w sensie Bella Czytelnik moze znalez¢

w pracy [36].
35



Gléwna idea pracy: opis POVMow symulowalnych rzutowo w jezyku analizy wypuklej

Mysla przewodnig pracy byto wykorzystanie technik analizy wypuklej do badania zbioru
pomiarow symulowalnych przez pomiary rzutowe, randomizacj¢ oraz klasyczne przetwarznie
otrzymanych wynikow (patrz Rysunek 13). Pozwolilo to sformutowaé operacyjnie dobrze
zdefiniowany problem w terminach dobrze poje¢ matematycznych takich jak zbiory wypukle,
otoczki wypukte, punkty ekstremalne, przestrzenie afiniczne zwigzane z danym zbiorem
wypuklym etc..

Rysunek 13. Schematyczne przedstawienie symulacji uogolnionych pomiarow z wykorzystaniem
pomiarow rzutowych na danej przestrzeni Hilberta. Protokotl symulacji sktada sie z trzech czesci: (i)
randomizacji, w ktorej okreslone zostaje (probabilistycznie) ktory z pomiarow rzutowych zostanie
zaimplementowany, (ii) implementacji danego pomiaru rzutowego, oraz (iii) klasycznego post-
przetworzenia otrzymanych wynikow.  Rysunek przedstawia symulacje pewnego pomiaru
kubitowego za pomocq 3 pomiarow rzutowych. W ogolnosci liczba uzytych pomiarow rzutowych
oraz liczba wynikow m moze by¢ dowolna.

Punktem wyjscia w rozwazaniach z pracy [V] bylto to, ze randomizacj¢ pomiaréw (w sensie
opisanym powyzej) mozna rozumie¢ matematycznie jako branie kombinacji wypuklej pomiarow
w zbiorze wszystkich pomiar6w kwantowych o ustalonej liczbie wynikow. Wazna role
w otrzymaniu wynikow pracy byla obserwacja, ze zbior pomiarow symulowalnych rzutowo
(dla danego wymiaru d i liczby wynikéw m) jest otoczka wypukla pomiaréw rzutowych.
Ponadto, w naszej analizie bardzo przydatna byta analizy struktury wypuklej zbioru pomiaréw
kwantowych na skonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta przedstawiona w pracy [34].

Najwazniejsze wyniki

W pracy [V] po raz pierwszy w systematyczny sposob zdefiniowano klase¢ pomiarow
uogollnionych, ktére mozna zasymulowa¢ za pomoca pomiaréw rzutowych na danej
skonczenie-wymiarowej przestrzeni Hilberta. Otrzymano szereg ogdélnych wynikow
opisujacych te klase pomiaréow dla dowolnego wymiaru d. Ponadto, uzyskano rezultaty dajace
szczegotowa wiedze o pomiarach symulowalnych rzutowo dla kubitoéw i kutritow.

1. Uogolnienie twierdzenia Naimarka. Otrzymano silng generalizacj¢ klasycznego twierdzenia
Naimarka dotyczacego pomiarow kwantowych (twierdzenie 1 z pracy [V]). W szczegdlnosci

39 Jesli bedzie rozwazalo si¢ wszystkie pomiary rzutowe nie tylko te, ktorych niezerowe efekty sg rzedu 1.
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wykazano, Ze dowolny uogélniony pomiar na C’ mozna uzyskaé poprzez wykonanie
odpowiedniego rzutowo-symulowanego pomiaru na przestrzeni C* ® C*. Co wazne, wymiar
dodatkowego uktadu nie zalezy od liczby wynikow symulowanego POVMu (w
przeciwienstwie do klasycznej konstrukcji Naimarka [30] - patrz dyskusja powyzej). Ponadto
wykazano, ze w ogolnosci wymiar dodatkowego uktadu nie moze by¢ zmniejszony
(wykorzystano tutaj znany wynik, Zze ekstremalne pomiary na C’ majg co najwyzej d’
wynikow).

. Efektywna charakteryzacja pomiaréw rzutowo symulowalnych dla 4 =2,3. Opisano
zbiory pomiaréw symulowanych rzutowo dla kubitéw (d =2 ) 1 qutritow (d =3 ) w terminach
programowania pétokreslonego [38] (ang. semidefinite programming). Wynik ten pozwala na
efektywng (w sensie numerycznej efektywnosci i1 stabilnosci) charakteryzacje zbioru
pomiaréw symulowanych przez pomiary rzutowe. Wykazano ponadto, ze nie jest mozliwe
zastosowanie podobnych metod dowodu dla przestrzeni Hilberta o wymiarze wigkszym niz 3.
Wyniki, o ktérych mowa przedstawione sg w lematach 3 1 4 w pracy [V].

Odporno$¢ na szum depolaryzujacy dla dowolnego wymiaru przestrzeni Hilberta.
Zbadano, odporno$¢ pomiardw kwantowych na symulowalno$¢ przez pomiary rzutowe
w obecnosci szumu depolaryzujacego. Szum depolaryzujacy @, dziata na pomiary kwantowe

poprzez transformacje¢ ich efektow wedtug reguty

o, (MJthﬁ(l—t)%H , (29)

gdzie parametr t nazywany jest czgsto widzialno$cia (ang. visibility). Interesujacym pytaniem
jest to, jak mata moze by¢ krytyczna widzialno$¢ ¢,(d), ponizej ktorej kazdy zaszumiony

pomiar @, (M) w wymiarze d mozna zasymulowa¢ przez pomiary rzutowe w wymiarze d.
. . . 1
W pracy [V] (Ilemat 2) udato si¢ wykaza¢ ograniczenie dolne ¢,(d) > 7 Oznacza to, ze kazdy

odpowiednio zaszumiony pomiar bedzie symulowalny za pomocg pomiarow rzutowych.

. Model lokalny dla uogélnionych pomiaréw na stanie Wernera. Wykazano, za pomocg
kombinacji technik numerycznych i analitycznych, ze ¢,(2) = % . Wykorzystano ten wynik
(szczeg6ly konstrukcji znajduja si¢ na stronie czwartej pracy [V]), aby zwigkszy¢ zakres
widzialnosci p, dla ktorej dwu kubitowy stan Wernera p, (p) = py_+(1- p)%]l ®1I posiada

model lokalny dla wszystkich pomiaréw uogolnionych. Konkretnie, wykazano, ze dla p
mniejszych od p, = 0.4519 stan p,, (p) posiada model lokalny. Jest to polepszenie wzgledem

konstrukcji Barreta [39], ktora dawata warto$¢ widzialnosci p =0.416.
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Powyzsze wyniki zasugerowaty otwarte problemy badawcze wymienione ponize;j.

a) Operacyjna charakteryzacja tego, czy dany pomiar uogdélniony mozna zasymulowac przez
pomiary rzutowe;

b) Jak duza moze by¢ maksymalna przewaga pomiarow uogélnionych nad rzutowymi dla
dobrze zdefiniowanych operacyjnie problemow?

¢) W pracy [V] nie udalo si¢ uzyska¢ kompletnej odpowiedzi na to, jak #,(d) zachowuje si¢

wraz ze wzrostem wymiaru. Nie wiadomo na przyktad, czy ¢,(d) maleje do zera wraz ze

wzrostem d. Gdyby tak nie byto, mialoby to powazne konsekwencje, migdzy innymi dla
modeli lokalnych dla uog6lnionych pomiarow [39].

Zagadnienia te zostaly podjete przeze mnie w kolejnych pracach oraz s3 przedmiotem
prowadzonych przez mnie obecnie badan. W szczeg6lnos$ci problem a) byt gtowna motywacja
dla pracy [VI]. Z kolei problemy b) i ¢) byty jedng z inspiracji dla pracy [f] (patrz Sekcja D).

C. 5.2 Rozroznianie stanow kwantowych jako uniwersalne narzedzie operacyjnego
certyfikowania wlasnosci pomiarow kwantowych (praca [VI])

Cel i motywacja

W wielu sytuacjach, ze wzgledu na ograniczenia natury praktycznej lub fundamentalnej*’, nie jest
mozliwe wykonywanie najbardziej ogdélnych pomiaréw dopuszczalnych przez mechanike
kwantowa, a zatem klasa dostgpnych pomiaréw jest, w pewnym zakresie, ograniczona w praktyce.
Jesli jednak zalozy¢, ze dokonywanie randomizacji (patrz wstep do Sekcji C. 5) jest dopuszczalne,
to zbiér dostepnych pomiaréw F jest zbiorem wypuktym*!. Celem pracy Operational relevance
of resource theories of quantum measurements bylo znalezienie operacyjnej charakteryzacji
tego, czy dany pomiar kwantowy nalezy (badZ nie) do ograniczonej klasy pomiarow F .
Przez operacyjna charakteryzacj¢ rozumiem tutaj znalezienie pewnego dobrze zdefiniowanego
problemu (teorio-informacyjnego, statystycznego czy algorytmicznego), dla ktorego pomiar nie
nalezacy do F oferowalby przewage nad wszystkimi pomiarami z F .

Praca [VI] umieszczona jest mocno w konteks$cie rozwijajacego si¢ intensywnie w ostatnich latach
paradygmatu kwantowych teorii zasobow [40] (ang. quantum resource theories). Ten schemat
pojeciowy jest poteznym matematycznym narz¢dziem do systematycznego analizowania pod-
teorii mechaniki kwantowej, w ktérych nie sa dostgpne wszystkie stany kwantowe, operacje, czy

0 Na przyktad, kiedy rozwazymy oddzielonych od siebie obserwatoroéw, ktorzy moga wykonywacé operacje wylacznie

lokalnie i komunikowa¢ si¢ ze sobg klasycznie. W tej sytuacji klasa operacji ogranicza si¢ do tak zwanych operacji
LOCC [42].

41 Aby unikna¢ tutaj komplikacji natury technicznej zakladam, ze catkowita liczba wynikow jest skoficzona i wynosi
m (moze by¢ to jednak liczba dowolnie duza w poréwnaniu z wymiarem rozwazanej przestrzeni Hilberta).
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tez pomiary. W ostatnich latach ,,teorie zasobéw” byty z sukcesem wykorzystywane do opisu
poje¢ zwigzanych ze splataniem kwantowym, koherencjami w uktadach kwantowych czy
kwantowg termodynamika (w pracy przegladowej [40] znajduje si¢ wyczerpujaca lista
wspodiczesnych referencji do prac po§wigconych tym dziedzinom).

W dotychczasowych pracach dotyczacych teorii zasobow glowny nacisk byl potozony na stany
kwantowe. Prezentowany artykul [ VI] przedstawia natomiast zarys teorii zasobéw dla POVMow,
skonstruowanej w oparciu o wypukte podzbiory pomiar6w na skonczenie wymiarowych
przestrzeniach Hilberta. Ponadto, gtéwne wyniki pracy (twierdzenia 1 oraz 2) wigza kazda taka
teori¢ (zwigzang z pewnym wypukltym podzbiorem F') z dobrze zdefiniowanym operacyjnym
zadaniem, jakim jest rozrdznianie (dyskryminacja) odpowiednio dobranych zespotow
statystycznych stanéw kwantowych*?.

Glowna idea pracy

Podstawowym pomystem lezagcym u podstaw artykutu jest wykorzystanie schematu dyskryminacji
stanéw kwantowych [31] jako zadania, ktére bedzie odr6znia¢ pomiary nie nalezace do zbioru
ograniczonych pomiaré6w JF . Problem rozrézniania stanéw kwantowych mozna zdefiniowac
nastepujaco. Rozwazmy maszyne, ktéra generuje stany kwantowe z rozktadu statystycznego

E={p.p} ,, . w kazdej rundzie eksperymentu generowany jest stan p, z
prawdopodobienstwem p,. JeSli teraz za pomocg m-wynikowego pomiaru kwantowego M
bedziemy starali si¢ rozrozni¢, ktory ze stanow p, zostal wygenerowany, dostaniemy

prawdopodobienstwo poprawnego rozrdznienia rowne

P (EM) =Y pir(pM,) | (30)

i=1

Zwykle dla ustalonego zespotu statystycznego optymalizuje si¢ pomiar, aby uzyska¢ maksymalne
prawdopodobienstwo sukcesu. W pracy [VI] przyjeli§my odmienne podejscie polegajace na tym,
aby poréwnac jak dobrze, wzgledem pomiaréw nalezacych do F , ustalony pomiar M rozrdznia
stany z r6znych zespotow statystycznych £ . Ta strategia pozwolila nam uzyska¢ ogolne wyniki
dla dowolnych domknietych i wypuklych rodzin ograniczonych pomiaréw F.
W szczegblnosci, gtowne wyniki pracy majg zastosowanie do nast¢pujacych klas ograniczonych
pomiardw.

e Pomiary niekoherentne, tj. pomiary, ktorych efekty sa diagonalne w pewnej ustalonej bazie
na C?. Pomiary te s3 zwigzane z tak zwanymi stanami niekoherentnym (diagonalnymi

42 Uwaga: W artykule [VI] uzywano technicznych okreslen uzywanych w kwantowych teoriach zasobow: zbior
ograniczonych pomiardw byt okreslany jako free measurements, podczas gdy pomiar nie nalezacy do tej klasy byt
okreslany jako resourceful measurement. W niniejszym opracowaniu nie bgdziemy stosowac tej terminologii.
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w ustalonej bazie), ktére majg znaczenie m.in. w ostatnio intensywnie rozwijanej teorii
kwantowej koherencji [41].

e Pomiary separowalne, ktorych efekty sa operatorami separowalnymi w wieloczastkowe;j
przestrzeni Hilberta. Zawierajg one wazng fizycznie klas¢ pomiaréw LOCC [42].

e Pomiary symulowalne przez pomiary rzutowe (patrz opis pracy [V]).

Najwazniejsze wyniki

Ponizej przedstawitem gtowne wyniki pracy [VI].

1.

Rozréznianie stanéw kwantowych jako uniwersalne narzedzie certyfikujace
whietrywialno$¢” pomiarow kwantowych; (tj. wkasnos¢ M ¢ F ). W analogii do koncepcji
swiadkéw splatania zbadano, za pomocg jakich liniowych kryteriow mozna certyfikowac, ze
M ¢ F (dla domknietego i wypuklego podzbioru F zbioru m-wynikowych pomiaréw na C’
). Wykorzystujac twierdzenie Minkowskiego o ptaszczyznie podpierajacej [43] wykazano, ze
przy ustalonym zbiorze ograniczonych pomiarow F , dla kazdego POVMu M spetniajacego
M ¢ F istnieje zespot statystyczny &, taki, ze dla kazdego pomiaru N € F mamy

psucc (EM’M) > psucc (gM’N) . (31)

Powyzszy wynik opisany jest w twierdzeniu 1 z pracy [VI].

Ilosciowe sformulowanie przewagi w rozréznianiu stanéw w terminach geometrycznych.
Roéwnanie (31) mowi nam, ze zawsze mozliwa jest certyfikacja wlasnosci M ¢ F poprzez
wybor odpowiedniego zespotu statystycznego &,;. Jak wielka moze by¢ jednak przewaga jaka

oferuje pomiar M w rozroéznianiu réznych zespotow statystycznych? OdpowiedZ na to
pytanie, co ciekawe, wigze si¢ z geometryczng miarg zwigzang z przynaleznoscig do zbioru
F zwana robustness, ktora zdefiniowana jest nastgpujaco

= LM+LM'ef} , (32)

R.(M)=min<s
= (M) { 1+ 1+

gdzie M' jest dowolnym m-wynikowym pomiarem na C*. Przedmiotem Twierdzenia 2 z [VI]
Jest ilosciowe powiazanie R,(M) z maksymalng relatywna przewagg jakq pomiar M oferuje

w rozrdznianiu réznych zespotdw statystycznych stanow na C*:

psucc (85 M)

R, (M) =max —
]:( ) ‘ maXNef psucc (8’ N)

(33)
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Powyzszy wynik jest uogolnieniem niedawnej pracy [44], ktora miata zastosowanie jedynie
do przypadku, kiedy zbiér F sktadat si¢ z pomiaréw, ktorych efekty byty proporcjonalne do
operatorow identycznosciowych na danej przestrzeni Hilberta.

3. Maksymalne wartosci R,.(M) dla réznych fizycznie interesujacych zbiorow F . Ze
wzgledu na operacyjne znaczenie geometrycznej miary R,.(M) interesujacym jest pytanie,
jaka moze by¢ jej najwicksza warto$¢ dla réznych interesujacych fizycznie zbiorow F .
W pracy przeanalizowano pod tym katem dwie klasy zbioréw F :

a. Pomiary niekoherentne. W stwierdzeniu (proposition) 3 w pracy [VI] wykazano, ze
w wymiarze d najwigksza warto§¢ R, (M) wynosi d —1 1jest osiagana przez pomiary
w bazie Fouriera (wzgledem wyjsciowej bazy definiujacej pomiary niekoherentne na
C).

b. Pomiary separowalne. Rozwazono dwa przypadki — dwuczastkowej (H = C? @ C*)
oraz N kubitowej (H = (Cz )®N) przestrzeni Hilberta. W stwierdzeniu 4 z pracy [VI]

wykazano, ze najwigksza warto$¢ R, (M) w przypadku dwuczastkowym zachowuje

si¢ asymptotycznie jak d, podczas gdy w przypadku wielokubitowym mamy do
czynienia ze skalowaniem wyktadniczym z liczbg kubitow.

Pomimo tego, ze ogdlne wyniki z Twierdzen 1 oraz 2 stosuja si¢ do scenariusza, w ktérym zbidr
ograniczonych pomiaréw F sktada si¢ z pomiaréw symulowanych przez pomiary rzutowe (patrz
opis pracy [V]), nie udato si¢ odpowiedzie¢ na pytania jak duza (w funkcji wymiaru d) moze by¢
maksymalna relatywna przewaga, jakg uogolnione pomiary oferujg nad pomiarami rzutowymi w
problemie rozrdzniania stanéw kwantowych. Jest to przedmiotem intensywnie prowadzonych
przeze mnie obecnie badan.
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C. 6 Plany badawcze

Przedstawione osiagnigcie badawcze jest impulsem do moich przysztych prac naukowych. Planuje
si¢ w nich skupi¢ na badaniu praktycznej uzytecznos$ci oraz na ograniczeniach komputerow
kwantowych w niedalekiej przysztosci (ang. near-term quantum computing) [45]. Takie maszyny
s3 1 beda z koniecznosci niedoskonate (gtdéwnie ze wzgledu na to, ze nie bedzie uzywac si¢ w nich
kwantowych kodow korekcji bledu [46]). Z tej perspektywy zaprezentowane tutaj wyniki
dotyczace roznych aspektow kwantowej informacji przy ograniczonych zasobach (ze
szczeg6lnym uwzglednianiem pomiaréw kwantowych [V-VI], uniwersalnosci [III], 1 klasyczne;j
symulowalnosci [IV]), sa doskonatym punktem wyjscia do dalszego badania prototypow
komputeréw kwantowych. W przysziosci planuj¢ zajaé si¢ nastgpujacymi aspektami obliczen
kwantowych*:

e Rozwijanie metod certyfikacji pomiarow kwantowych w uktadach wielokubitowych
1 opracowanie schematdéw korekcji btedéw pomiarowych w tych uktadach;

e Opracowanie efektywnych kompilatorow bramek ipomiaréw kwantowych
dostosowanych do architektury komputerow kwantowych dostgpnych w  bliskiej
przysztosci;

e Systematyczne zbadanie, czy efektywnie implementowalne pomiary kwantowe (na
przyktad pomiary rzutowe nie wykorzystujace ancilli) moga zostaé wykorzystane do
rozwigzywania konkretnych problemow algorytmicznych, takich jak problem ,,ukryte;
podgrupy” (ang. hidden subgroup problem) czy izomorfizmu grafow [47];

e Teoretyczne podstawy obliczen kwantowych: twierdzenia typu Solovay’a - Kitaeva [14]
dla nieskonczenie wymiarowych uktadow (naturalnych dla optyki kwantowej), zwigzek
przyblizonych t-designow (patrz sekcja C. 3.1) z dyskretnymi przyblizeniami
(tzw. & nets) przestrzeni stanow 1 kanatow unitarnych;

e Opracowanie nowych schematéw na osiggnigcie kwantowej przewagi obliczeniowej (ang.
quantum computational supremacy) [18, 25] opartych o fermionowa optyke liniowa.

3 Niedawno otrzymalem finansowanie na nakreslone tu badania, w ramach programu Team-Net prowadzonego
Fundacje na rzecz Nauki Polskiej https://www.fnp.org.pl/team-net-wyniki-konkursu/ .
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D. Osiagnie¢cia po uzyskaniu stopnia naukowego doktora nie wchodzace w
sklad jednotematycznego cyklu publikacji

Poza pracami wchodzacymi w sktad osiggniecia naukowego, po uzyskaniu doktoratu bytem
zaangazowany w szereg projektow badawczych, ktorych rezultatem byly nastepujace artykutly
naukowe

a) M. Oszmaniec, A. Grudka, M. Horodecki, A. Wojcik, Creating superpositions of unknown
quantum states, Phys. Rev. Lett. 116, 110403 (2016)

b) W. Kilobus, M. Oszmaniec, R. Augusiak, A. Grudka, Communication strength of boxes
violating monogamy relations, Foundations of Physics, 1-15 (2016)

c) D. Saha, M. Oszmaniec, L. Czekaj, M. Horodecki, R. Horodecki, Operational foundations
of complementarity and uncertainty relations”, arXiv:1809.03475 (obecnie w recenzji w
czasopi$mie Quantum)

d) A. Sawicki, T. Macigzek, K. Karnas, K. Kowalczyk-Murynka, M. Kus$, M. Oszmaniec,
Multipartite quantum correlations: symplectic and algebraic geometry approach, Reports
on Mathematical Physics 82 (1), 81-111 (2018)

e) Z. Puchala, L. Pawela, A. Krawiec, R. Kukulski, and M. Oszmaniec, Multiple-shot and
unambiguous discrimination of von Neumann measurements, arXiv:1810.05122vl
(obecnie w recenzji w czasopi$mie IEEE Transactions on Information Theory)

f) M. Oszmaniec, F. B. Maciejewski, Z. Puchata, All quantum measurements can be
simulated using projective measurements and postselection, arXiv:1807.08449 (obecnie w
recenzji w czasopi$mie Physical Review A)

Prace [a-c] dotyczyly formalnych i operacyjnych podstaw teorii kwantow. Praca [d] jest praca
przegladowa opisujaca zastosowania technik geometrycznych 1 algebraicznych w teorii splatania
kwantowego, natomiast prace [e] oraz [f] dotyczg pomiaréw kwantowych i mozna je traktowaé
jako komplementarne do prac przedstawionych w Sekcji C. 5 (w szczegolnosci praca [f] jest Scisle
zwigzana z artykutami [V] oraz [VI]). Ponizej przedstawiony jest krotki opis najwazniejszych idei
1 wynikow zawartych w powyzszych artykutach.

D. 1 Superpozycje nieznanych stanow kwantowych (praca [a])

W projekcie zbadano ograniczenia, jakie mechanika kwantowa naktada na mozliwos¢ tworzenia
superpozycji nieznanych stanow kwantowych. Problem ten ma podstawowe znaczenie dla
podstaw mechaniki kwantowej, ze wzgledu na to, ze superpozycje stanow kwantowych naleza do
aspektéw mechaniki kwantowej, ktore odrozniaja ja od mechaniki klasycznej. Z drugiej strony,
superpozycje stanow kwantowych sg uzyteczne w wielu dziedzinach kwantowej informac;ji, takich
jak kryptografia kwantowa, kwantowa metrologia [1] (patrz tez np. opis prac [I, II]), czy teoria
obliczen kwantowych [14]. Do tej pory nie bylo wiadomo, czy mechanika kwantowa pozwalana
na dodawanie do siebie nieznanych czystych stanéw kwantowych. Wyniki projektu zostaty
opublikowane w pracy [a], przyjetej do czasopisma Physical Review Letters. Ponizej opisano
gtowne wyniki pracy.
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Twierdzenie typu ,no-go”. Gléwnym wynikiem pracy bylo wykazanie bardzo silnego
twierdzenia typu ,,no-go” (analogia do twierdzenia Zurka o nieklonowaniu [48] i innych twierdzef
tego typu), ktore uniemozliwia tworzenie superpozycji nieznanych czystych stanow kwantowych
przy pomocy najogoélniejszych operacji dopuszczalnych w mechanice kwantowej (zastosowania
dowolnych kanatéw kwantowych oraz postselekcji). Formalne sformutowanie tego wyniku
wymagato precyzyjnego zdefiniowania pojecia superpozycji ,,nieznanych stanow kwantowych”.
Okazuje si¢ bowiem, ze z pojeciem tym wigzg si¢ pewne subtelno$ci natury matematyczne;j.
Mianowicie, branie superpozycji stanow kwantowych nie jest operacja dobrze okreslong na
stanach kwantowych. Zat6zmy, ze mamy dwa stany kwantowe ¢ oraz y (reprezentowane

jednoznacznie przez operatory rzutowe |@)(p| oraz |w)(y| na odpowiedniej przestrzeni

Hilberta). Zwré¢my uwagg, ze standardowa reprezentacja stanow czystych, jako jednostkowych
wektoréw w przestrzeni Hilberta nie jest jednoznaczna i jest ustalona z doktadnos$cia do fizycznie
niedostepnej fazy globalnej. Powoduje to, ze, dla zadanych standw kwantowych ¢ oraz y ich

superpozycja

aly)+b|p) (34)

nie jest dobrze okreslona. Dzieje si¢ tak poniewaz wektory [y/),

¢> sa kazde z osobna okres§lone

z doktadnoscig do fazy, a wiec ich faza wzgledna nie jest dobrze okreslong wielkoscig fizyczng
(nie mozna jej uzyska¢ z jakichkolwiek pomiaréw stanow ¢ oraz y, nawet posiadajac ich
kompletny opis klasyczny). Okazuje si¢, ze pomimo niejednoznacznos$ci pojawiajacych sie w
powyzszym wzorze, niemozliwe jest skonstruowanie kwantowej maszyny, ktora tworzylaby
(nawet probabilistycznie) ktores z dopuszczalnych superpozycji rownoczesnie dla dowolnych
par stanéw ¢ oraz . Formalne sformutowanie poprzedniego stwierdzenia jest trescig

Twierdzenia 1 z pracy [a].

Konstruktywny protokél na tworzenie superpozycji. Poza negatywnym wynikiem,
zabraniajacym tworzenia kwantowych superpozycji nieznanych stanéw kwantowych, pokazano
réwniez wynik konstruktywny. Wykazano mianowicie, ze tworzenie superpozycji jest mozliwe,
o ile tylko dysponuje si¢ minimalng informacjg na temat stanow, ktorych superpozycje chce si¢
wytworzy¢. Mowigc bardziej precyzyjnie, wystarczy znaé¢ przekrycie (iloczyn skalarny Hilberta-
Schmidta) stanow na wejsciu z pewnym referencyjnym, znanym stanem czystym ¥

);

(reprezentowanym jednoznacznie przez projektor | x){x

tr(yy)=c, , tr(xp)=c, . (35)

W pracy [a] zaproponowano konstruktywna metode, ktora przy tej wiedzy na temat stanow
kwantowych, tworzy ich superpozycje¢ reprezentowana (z dokladnoscia do normalizacji)
przez wektor

(36)
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z najwyzszym mozliwym prawdopodobienstwem (liczby zespolone a,b kodowane sg w

nieznanym stanie kubitu, ktory jest dostarczany na wejsSciu protokotu). Schemat metody
zaproponowany jest na Rysunek 14 Szczegélowa analiza pokazujaca, dlaczego w wyniku
dzialania metody rzeczywiscie generowany jest stan |(§> oraz dowdd jej optymalnosci

przedstawione sg w pracy [a].

a|0) + b|1) j P, .

[4) —— )

|</5>—S Py —B

Rysunek 14. llustracja protokotu realizujqcego dodawanie nieznanych stanéw kwantowych.
Nieznane stany v, sq umieszczone w drugim i trzecim rejestrze wejsciowym. Nastepnie
aplikowana jest bramka ,,conditional swap”, ktéra permutuje te dwa rejestry w zaleznosci od
stanu pierwszego uktadu (kubitu), ktéry koduje wspétczynniki superpozycji. Nastepnie
wykonane zostajq pomiary na uktadzie pierwszym i trzecim (w bazach zaleznych od stanu y

oraz zadanych przekry¢ c,,c, stanéw wejsciowych ze stanem y ). Jesli wynik pomiaru jest
odpowiedni, to na wyjsciu drugiego rejestru dostajemy stan bedqcy superpozycjq stanéw
wejsciowych (z wagami zadanymi przez wejsciowy kubit).

Co wazne, powyzsze wyniki sg niezalezne od wymiaru przestrzeni Hilberta oraz jej konkretnej
fizycznej realizacji. Oznacza to, ze sa one prawdziwe dla kubitow, kuditow jak rowniez dla
zmiennych ciggtych (typowa sytuacja w optyce kwantowej). Mozna przewidywac, ze opracowana
metoda na dodawanie standw kwantowych znajdzie zastosowanie w generacji nieklasycznych
stanow $wiatla, jak roGwniez w teorii obliczen kwantowych - staje si¢ teraz mozliwe dodawanie do
siebie w sposob koherentny funkcji falowych odpowiadajacych wynikom obliczen kwantowych.

W przeciagu niespelna roku od publikacji artykulu, protokél na dodawanie stanow
kwantowych zaproponowany w pracy zostal zrealizowany doswiadczalnie przez dwie
niezalezne grupy badawcze: w ukladzie spinow kontrolowanych przez nuklearny rezonans
magnetyczny (NMR) - w grupie z IQC (Waterloo, Kanada) kierowanej przez Raymonda
Lafflamme’a [49] oraz w ukladzie fotonicznym - w grupie z uniwersytetu Heifei (Chiny)
[50].
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D. 2 Lamania relacji monogamii dla teorii niesygnalizujacych (praca [b])

Wprowadzenie (korelacje niesygnalizujace). Korelacje otrzymywane w eksperymentach typu
eksperymentu Bella [36] spetniajg zwykle zasade niesygnalizowania (ang. no-signalling). Jako
przyktad rozwazmy przypadek trzech obserwatorow. Badanym obiektem jest wtedy zestaw
warunkowych prawdopodobienstw {p(x,y,e|AB,E)}, ktore opisuja wyniki do$wiadczen
(oznaczonych matymi literami x,y,e) wykonywanych przez oddzielonych przestrzennie
obserwatorow wybierajacych ustawienia urzadzen pomiarowych oznaczone duzymi literami A, B,
E. Zestaw prawdopodobienstw { p(x, y,e\A,B,E)} spetnia zasad¢ no-signalling jesli lokalne

statystyki obserwowane przez kazdego obserwatora nie zaleza od ustawien do$§wiadczalnych
innych obserwatorow: p(x|A)=zz p(x,v,e| A,B,E), niezaleznie od wyboru obserwabli B
vz

oraz E (podobnie w przypadku lokalnych statystyk dla pozostaltych dwoch obserwatorow).

Idea pracy. W kazdej teorii spetniajacej zasade ,,braku sygnalizowania”, korelacje generowane
migdzy obserwatorami oddzielonymi od siebie przestrzennie podlegaja pewnym ograniczeniom
znanym jako relacje monogamii. Przyktadem takiej relacji jest trzyczastkowa relacja monogamii
zwigzana ze stynng nieréwnos$cig Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH) [36]:

[ L | 421(BE) IS4 (37)

gdzie 1, =(A4,B,))+(AB,)+(A4B)—(4,B) (wyrazeniec CHSH), natomiast (XY) oznacza

warto$¢ oczekiwang iloczynu (dychotomicznych) obserwabli X i1Y. W niedawnej pracy
dotyczacej problemu utraty informacji o czarnej dziurze zasugerowano [51], ze tego typu relacje
monogamii moga zosta¢ naruszone. To natomiast oznacza, ze korelacje pojawiajace si¢ w takim
scenariuszu muszg narusza¢ zasade braku sygnalizacji, a zatem mogg by¢ wykorzystywane do
wysytania klasycznych informacji migdzy stronami. Gléwna idea pracy Communication
strength of boxes violating monogamy relations polegala na ilosciowym okresleniu informacji
(mierzonej przez pojemnos¢ odpowiednich klasycznych kanalow), ktora moze by¢
przekazywana pomie¢dzy obserwatorami, ktorzy lamia zasady monogamii takie jak w
rownaniu (37).

Gltowne wyniki pracy [b] byty nastepujace:

e Prosty dowod relacji monogamii majacych posta¢ (37) w oparciu o algebraiczne wiasnosci
obserwabli w niej wystepujacych oraz o wspotmierzalno$¢ pomiarow dla ustalonych
wyborow ustawien pomiarowych trzech obserwatorow;

e Uogolnienie powyzszego dowodu do przypadku relacji monogamii opartych o tak zwane
chained bell inequalities (wieloczastkowe uogolnienie nierownosci CHSH, w ktorych
kazdy obserwator ma do dyspozycji dwie dychotomiczne obserwable);

e Udowodniono ograniczenia dolne na pojemnos$¢ kanatéw komunikacyjnych zwigzanych
z tamaniem relacji monogamii (w ogoélnym przypadku N czastkowym). W przypadku
relacji monogamii opartej o nierdwnos¢ CHSH (réwnanie (37)) okreslono $cisle
najwigkszg pojemno$¢ kanatu komunikacyjnego gwarantowang przez lamanie tej relacji
monogamii.
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D. 3 Operacyjne podejscie do komplementarnosci i zasad nieoznaczonosci (praca

leD

Wprowadzenie. Zasada nieoznaczono$ci Heisenberga jest jedng z fundamentalnych cech teorii
kwantow, ktora odrdznia jg od fizyki klasycznej [52]. Stwierdza ona, ze w teorii kwantowe;j istniejg
obserwable (na przyktad ped i polozenie) wykazujace taczng niepewno$¢, to znaczy dla zadnego
stanu nie mozna im jednoznacznie przypisa¢ jednoczesnie okreslonych wartosci. Celem pracy
Operational foundations for complementarity and uncertainty relations bylo sformulowanie
i przeanalizowanie relacji nieoznaczonosci na gruncie czysto operacyjnym, bez odwolywania
si¢ do formalizmu teorii kwantow. Jest to zadanie stosunkowo trudne, poniewaz standardowa
relacja nieoznaczonosci U(X,Y) > C(X,Y) wydaje si¢ zaleze¢ od formalizmu kwantowego. O ile

jeszcze taczng niepewnos$¢ dwoch obserwabli /(X ,Y) mozna zdefiniowac operacyjnie poprzez
odwolanie si¢ do statystyk eksperymentalnych, to prawa strona C(X,Y), typowo nazywana
,komplementarnos$cig” rozwazanych obserwabli, jest zwykle zalezna od formalizmu kwantowego.

Idea pracy. W pracy [c] zaproponowano rozwigzanie powyzszego problemu poprzez
wprowadzenie operacyjnej definicji komplementarno$ci, opartej o pojecie niewspotmierzalnosci
w danej teorii. Ponadto zapostulowano, Ze faczna niepewno$¢ jest kosztem jaki, w fizycznie
realizowalnych teoriach ptaci si¢ za komplementarno$¢ obserwabli, tj. za mozliwos$¢ uzyskania
wiegkszej ilosci informacji o uktadzie ze wzgledu na samg mozliwo$¢ wykonania pomiaréw dwoch
obserwabli pomimo, Ze nie mozna ich zmierzy¢ réwnoczesnie.

Oto glowne rezultaty otrzymane w pracy:

e Wprowadzono  aksjomatyczng  charakteryzacj¢  poje¢  lacznej  niepewnosci
1 komplementarno$ci w dowolnych teoriach operacyjnych [53] wykraczajacych poza
formalizm kwantowy;

e Zaproponowano szereg miar komplementarno$ci opartych o (i) wydajnos¢ tak zwanych
random access codes, (i1) wlasciwosci geometryczne zbioru obserwowanych statystyk oraz
(ii1) tzw. wariacj¢ informacji. Przeanalizowano, czy te miary moga zosta¢ uzyte, aby
sformutowac relacje nieoznaczonosci;

e Udowodniono, ze zasada niesygnalizowania 1 relacja nieoznaczono$ci zwigzana
z komplementarnoscia typu (ii) prowadzi do ograniczenia Tsirelsona na warto$¢ wyrazenia
CHSH (zaréwno wyrazenie CHSH, jak i pojecie zasady niesygnalizowania, zostaly
zdefiniowane w Sekcji D.2);

e Wykazano, ze zaproponowana niedawno zasada Information Content [54] moze by¢
interpretowana jako zasada nieoznaczono$ci w sensie nakreslonym powyze;j.
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D. 4 Geometryczne i algebraiczne podejscie do korelacji kwantowych (praca [d])

Artykul Multipartite quantum correlations: symplectic and algebraic geometry approach jest
praca przegladowa poswiecona zastosowaniu technik geometrii symplektycznej i geometrii
algebraicznej do opisu korelacji w wieloczastkowych ukladach kwantowych (gléwnie w teorii
splatania kwantowego). Do niedawna dominujgcymi metodami w badaniu splatania byly techniki
oparte o algebre liniowa i analiz¢. Jednakze w ciggu ostatnich dziesieciu lat, ze wzgledu na
techniczng trudno$¢ probleméw pojawiajacych si¢ w teorii splatania, coraz wigksze
zainteresowanie zyskaly narz¢dzia oparte o teori¢ grup, struktury przestrzeni fazowej na zbiorze
stanow kwantowych (geometri¢ symplektyczng) oraz algebraiczne wtasnosci naturalnych symetrii
na przestrzeni stanow kwantowych (poprzez wykorzystanie geometrii algebraicznej).

Artykut [d] koncentrowat si¢ na nastepujacych kwestiach, waznych dla opisu wieloczastkowych
korelacji kwantowych**:

1. Wykorzystanie formalizmu geometrycznego i symplektycznego do opisu uktadow
kwantowych na skonczenie wymiarowych przestrzeniach Hilberta;
2. Problem lokalnej unitarnej réwnowaznos$ci

a. Rozwigzanie problemu lokalnej rownowaznosci za pomoca uzycia wielomiandw
niezmienniczych wzgledem odpowiednich grup symetrii;

b. Opisanie, kiedy obraz tak zwanego odwzorowania momentu (kodujacego kolekcje
jednoczastkowych zredukowanych macierzy gestosci) decyduje o lokalnej
unitarnej rownowaznosci dla stanéw czystych oraz opisanie zwigzku takiej
sytuacji z istnieniem tak zwanych standw wyjatkowych, tj. stanow, ktére mozna
przyblizy¢ przez tensory o nizszym rzedzie;

3. Problem rownowaznosci ze wzgledu na dziatanie SLOCC (stochastic local operations and
classical communication)

a. Czesciowe rozwigzanie problemu za pomoca wielomiandéw niezmienniczych*’;

b. Zastosowanie poteznego narzedzia z geometrii algebraicznej, tak zwanej
geometrycznej teorii niezmiennikOw (ang. geometric invariant theory), do
sklasyfikowania stanow kwantowych ze wzgledu na dziatanie SLOCC;

4. Zastosowanie geometrii symplektycznej do znalezienia ,najbardziej klasycznych” orbit
dziatania grupy lokalnej unitarnej oraz zwigzanych z nig podgrup grupy ogoélnych
przeksztalcen unitarnych.

4 Tematy te dotykaja bezposrednio wynikow [62, 63, 64, 65, 66] uzyskanych przeze mnie przed uzyskaniem stopnia
doktora, ale nie wchodzacych w sktad rozprawy doktorskiej — patrz Sekcja E. 2.

45 W tym przypadku odpowiednia grupa symetrii nie jest zwarta. Powoduje to, ze problemu SLOCC réwnowaznosci
nie mozna calkowicie rozwigzac¢ za pomoca wielomianéw niezmienniczych.
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D. 5 Rozroznianie pomiaréow kwantowych (praca [e])

Wprowadzenie. W pracy Multiple-shot and unambiguous discrimination of von Neumann
measurements przeanalizowano kompleksowo problem rozrézniania pomiaréw rzutowych (von
Neumanna) w skonczenie wymiarowych przestrzeniach Hilberta. Konkretnie, w analogii do
rozrdzniania stanow kwantowych rozwazono problem rozrdznienia dwédch pomiaréw rzutowych,
ktérych efekty sa rzedu 1 (patrz na przyktad Sekcja C. 5). Stany kwantowe mozna rozréznia¢ od
siebie za pomocg wykonywania na nich odpowiednich pomiaréw kwantowych [31] (patrz na
przyktad Sekcja C. 5.2). Analogicznie, pomiary kwantowe mozna od siebie odr6znia¢, analizujac
statystyki pomiarowe, ktore otrzymuje si¢ mierzac odpowiednio przygotowane stany kwantowe
[55]. W pracy [e] skupiono si¢ na dwoch ogolnych scenariuszach:

1. Rozroznianiu pomiarow rzutowych majac dostep do wielu kopii pomiarow kwantowych,
ktore chcemy rozroznic.
2. Bezbledne (unambiguous) rozréznianie pomiarow rzutowych.

W przypadku pierwszego scenariusza skupiamy si¢ na dyskryminacji pomiar6w za pomoca
splatania (pomiary rzutowe moga by¢ wykonywane na cz¢séci duzego uktadu kwantowego, ktorego
stan moze by¢ splatany). Z kolei drugi z rozwazanych scenariuszy jest analogiczny do tak zwanego
bezblednego rozrozniania stanéw kwantowych [31]. ” Bezbtednos$¢” oznacza tutaj, ze wynikiem
implementacji protokotu rozrézniajacego dwa pomiary kwantowe musi by¢ zawsze jednoznaczna
odpowiedz lub ,,wstrzymanie si¢” od identyfikacji pomiaru.

Najwazniejsze wyniki. Ponizej przedstawiono podsumowanie najwazniejszych wynikow
zawartych w [e]:

e Udowodniono, ze w scenariuszu 1, dla dowolnej pary r6znych pomiar6w von Neumanna
P,P', mozliwe jest ich doskonate (tj. z prawdopodobienstwem sukcesu rownym 1)
rozroznienie przy uzyciu tylko skonczonej liczby implementacji pomiarow P, P'. Wynik
ten jest uogdlnieniem klasycznego rezultatu dotyczacego rozrozniania kanatéw unitarnych
[56];

e Pokazano, ze typowe pary pomiaréw rzutowych wylosowanych z miary Haara mozna
doskonale rozrézni¢ uzywajac jedynie dwoch implementac;ji;

e Wykazano, ze w scenariuszu 1 réwnolegta implementacja pomiardéw, ktore chcemy
rozrozni¢, daje optymalng strategi¢, a zatem wszelkie mozliwe metody oparte na
strategiach adaptywnych nie daja zadnej przewagi nad schematem rownolegtym,;

e W przypadku bezblgdnego rozrdzniania podano ogdlne wyrazenia na optymalne
prawdopodobienstwo rozréznienia dwoch pomiaréw von Neumanna (z wykorzystaniem
splatania, oraz w sytuacji, kiedy zasob ten nie jest dostepny)
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D. 6 Uogolnione pomiary kwantowe moga by¢ zasymulowane przez pomiary rzutowe
i postselekcje (praca [f])

Wprowadzenie. Praca All quantum measurements can be simulated using projective
measurements and postselection zawiera rozszerzenie wynikow uzyskanych w artykule*® [V].
Zbadano w niej jakie pomiary kwantowe na d wymiarowej przestrzeni Hilberta mozna
zrealizowad, jesSli ma si¢ do dyspozycji pomiary rzutowe i postselekcje. W szczegolnosci,
schemat symulacji uogolnionych pomiarow kwantowych z [V] rozszerzono o dodatkowy
krok, jakim jest postselekcja, to jest zignorowanie jednego z wynikow zaimplementowanego
pomiaru kwantowego (parz Rysunek 15).

(1)

(i) (i), (iv)

Rysunek 15. Schemat symulacji rozpatrywany w pracy [f| sktada si¢ z czterech czesci: (i)
randomizacji, w ktorej okreslone zostaje (probabilistycznie) ktory z pomiarow rzutowych
zostanie zaimplementowany, (ii) implementacji danego pomiaru rzutowego, (iii) klasycznego
post-przetworzenia otrzymanych wynikow, oraz (iv) zignorowania pewnych wynikow pomiaru.

Wazng cechg naszej metody symulacji pomiaréw jest to, ze w kazdym eksperymencie albo
wygenerowana jest probka z pewnego rozkladu prawdopodobienstwa (zwigzanego z
symulowanym pomiarem), albo nie zwracana jest zadna uzyteczna informaca (ta druga mozliwos¢
zachodzi z pewnym ustalonym prawdopodobienstwem). Oznacza to, ze schemat symulacji dziata
na poziomie pojedynczych eksperymentéw i nie jest wymagane odtwarzanie statystyk
pomiarowych (tak jak na przyklad w tomografii kwantowej).

46 Ze wzgledu na duzy zwigzek wynikéw [f] z artykutami [V,VI], uzytem tutaj oznaczen, ktdre zostaty
wprowadzone w Sekgji C. 5.
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Najwazniejsze wyniki. W pracy [f] uzyskano systematyczng charakteryzacje tego, z jak duzym
prawdopodobienstwem mozna zasymulowa¢ pomiary kwantowe za pomocg pomiarow rzutowych
1 postselekcji. Ponadto, powigzano ten problem z maksymalng wzgledng przewaga, jaka
uogolnione pomiary mogg mie¢ nad pomiarami rzutowymi w problemie bezbtednego rozrézniania
stanow kwantowych [31] (ang. unambiguous state discrimination). Ponizej wymienitem
najwazniejsze rezultaty pracy:

1.

Optymalny protokol symulacji pomiarow uogolnionych za pomoca pomiarow rzutowych
i postselekcji. Wykazano, ze dowolny m-wynikowy pomiar M na C? moze byé
zasymulowany przez pomiary rzutowe na C? i postselekcje z prawdopodobienstwem sukcesu

1 . . . .
q. =— . Od strony matematycznej oznacza to, ze m+1 wynikowy pomiar

M=(q.M,,q¢.M,,....q.M,.(1-4.)T) (38)

* m?2

jest symulowalny za pomocg pomiaréw rzutowych na C?. Co wiecej wykazano, ze
w wymiarze d istniejg pomiary, dla ktorych nie jest mozliwe uzyskanie prawdopodobienstwa

sukcesu g, wyzszego niz 7 Wyniki te zostaty opisane w twierdzeniach 1 1 2 w pracy [f].

Zwiazek z bezblednym rozréznianiem stanow kwantowych. Z poprzedniego wyniku mozna
wykaza¢ (lemat 1 w [f]) ograniczenie gorne na stosunek prawdopodobienstw sukcesu przy
bezblednym (ang. unambiguous) rozrdznianiu standw kwantowych za pomoca pomiarow
uogoblnionych i rzutowych:

POVM
LD oy, 39)
Puce (&)

succ

gdzie d jest wymiarem przestrzeni Hilberta, &= { pl.,l//l.}f=1 jest dowolnym zespotem

statystycznym sktadajacym sie z liniowo niezaleznych stanow czystych, a p 2"/"* (&)
oznaczaja najwyzsze prawdopodobienstwa bezbtednego rozrdzniania stanow z £ . Pokazano

ponadto, ze ograniczenie goérne (39) jest asymptotycznie wysycane dla symetrycznych
. 1
1 typowych rowno-prawdopodobnych ( p, =E) zespolow statystycznych z C? (przyktady

2 oraz 3 z [f]).

Eksperymentalna demonstracja. Zademonstrowano do$wiadczalnie, wykorzystujac
dostepne w chmurze prototypy komputerow kwantowych IBM [57], protokét symulujacy
uogolnione pomiary na kubicie poprzez pomiary rzutowe oraz postselekcje. Zaobserwowano
poprawe w jakos$ci takiej implementacji w poréwnaniu z tradycyjnym podej$ciem opartym
o twierdzenie Naimarka. Poprawa wynikata prawdopodobnie z koniecznosci realizacji dwu
kubitowych bramek (w prawdziwym urzadzeniu sa one niedoskonale), ktéra pojawia sie
w tradycyjnym schemacie opartym o twierdzenie Naimarka.
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E. Osiagniecia przed uzyskaniem stopnia naukowego doktora

E. 1 Prace wchodzace w sklad rozprawy doktorskiej

Jednym z najwazniejszych problemow w teorii informacji kwantowej jest opisanie zbioru stanow
splatanych (badz rownowaznie - separowalnych) ztozonego uktadu kwantowego. Splatanie
kwantowe nie jest jednak jedynym typem korelacji, ktéry pojawia si¢ w mechanice kwantowe;.
Tematem przewodnim mojej rozprawy doktorskiej [58] byt opis ogolniejszych typoéw korelacji,
ktore moga by¢ zdefiniowane w sposob analogiczny do splatania.

Analizowane przeze mnie typy korelacji byly definiowane w nastgpujacy sposob. Sposrod
wszystkich stanow czystych danego ukladu kwantowego wybierany byt pewien podzbior
Mc D (H) zwanych stanami nieskorelowanymi. Konkretna posta¢ stanow czystych

niekorelowanych zalezata od danego problemu fizycznego. Korelacje dla stanow mieszanych byty
definiowane za pomocg konstrukcji opartej o otoczke wypukta. Jesli dany stan mieszany moze
zosta¢ zapisany jako kombinacja wypukla nieskorelowanych stanéw czystych, to stan taki
nazywamy nieskorelowanym. W przeciwnym wypadku okreslamy go jako skorelowany (patrz
Rysunek 16).

M€ (stany nieskorelowane)

Rysunek 16. Ilustracja definicji stanow nieskorelowanych jako stanow, ktore nalezg
do otoczki wypuktej zbioru stanow czystych nieskorelowanych M .

W ciggu prac [59, 60, 61, 23] wchodzacych w sktad mojej rozprawy doktorskiej*’ rozpatrywane
byly przypadki, w ktorych na przestrzeni Hilberta rozwazanego uktadu fizycznego dziala ciggta
grupa symetrii zachowujaca zbidr nieskorelowanych standw czystych. Co wigcej, w wielu
interesujacych fizycznie przypadkach zbior ten byt szczegdlng orbita dziatania tej grupy — tak

47 Poza wynikami zawartymi w tych pracach, sama rozprawa zawierata dodatkowe wyniki, ktérych nie opisuje
tutaj szczegotowo.
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zwang orbitg uogolnionych stanow koherentnych.  Obecno$¢ tej struktury pozwolila
w ujednolicony sposéb traktowaé¢ rozne typy korelacji i umozliwila stosowanie metod
geometrii rozniczkowej oraz teorii reprezentacji grup i algebr Liego do opisu réznych
wlasnosci zbioru stanéw skorelowanych. We wspomnianych pracach zastosowano te ogolne
metody do badania nastepujacych typow korelacji: (i) splatania czastek rozroznialnych, (ii)
splatania czastkowego bozonoéw, (iii) ,,splatania” fermionow, oraz (iv) nie-Gaussowskich
korelacji w ukladach fermionowych.

Ponizej opisatem skrotowo gtowne wyniki kazdej z prac sktadajacych si¢ na moj doktorat.

Analityczny opis stanéw mieszanych nieskorelowanych dla niskowymiarowych
reprezentacji polprostych grup Liego. W pracy [59] scharakteryzowano nieprzywiedlne
reprezentacje polprostych algebr Liego dopuszczajace analityczny opis zbioru stanéw
nieskorelowanych za pomogg tak zwanej konstrukcji Woottersa.

Wielomianowy opis stanow nieskorelowanych w ukladach czastek rozroznialnych,
bozonowych i fermionowych. W pracy [60] zaproponowano ujednolicony opis algebraiczny
stanow czystych nieskorelowanych dla czastek rozroznialnych, bozondéw i fermiondéw. Opis ten
oparty byt o pewien wielomian na przestrzeni stanow kwantowych i dziatat réwniez w przypadku,
kiedy rozwazane przestrzenie Hilberta byly nieskonczenie wymiarowe. Charakteryzacja ta zostata
potem wykorzystana do wyprowadzenia wielomianowych kryteriow na korelacje kwantowe
w stanach mieszanych (dla czgstek rozroznialnych, bozonowych i fermionowych).

Typowe wlasnosci korelacji kwantowych na zbiorze macierzy gestosci o ustalonym widmie.
W pracy [61] zbadano, jaka czgs¢ standow o ustalonym widmie jest stanami skorelowanymi.
Rozwazono 4 scenariusze: (i) splatanie czastek rozrdéznialnych, (ii) splatanie czastkowe bozondw,
(ii1) ,,splatanie” fermionow, oraz (iv) nie-Gaussowskie korelacje w uktadach fermionowych. Aby
uzyska¢ wyniki zaprezentowane w pracy wyprowadzono nowe kryteria wielomianowe
(rozszerzenie kryteridw z pracy [60]) na wykrywanie tych typow korelacji w stanach mieszanych
oraz zastosowano teori¢ koncentracji miary [6].

Klasyczna symulowalno$¢ zaszumionych obliczen opratych o fermionowa optyke liniowg.
W artykule [23] rozwigzano otwarty problem z pracy [20] dotyczacy opisu 4 modowych stanow
fermionowych, ktéore mozna opisa¢ jako kombinacje wypukiag tzw. standw fermionowych
Gaussowskich. Aby rozwigza¢ ten problem wykorzystano wyniki z pracy [59]. Otrzymane wyniki
rozszerzyly zakres parametrow, dla ktorych zaszumione stany, ktére promowatyby fermionowa
optyke liniowa do obliczeniowej uniwersalnosci, prowadza do klasycznie symulowalnego modelu
obliczen.

Artykuty [59, 60, 61, 23] nie sa zwigzane z wynikami skladajacymi si¢ na osiagnigcie
habilitacyjne. Warte podkreslenia jest jednak to, ze w trakcie pracy nad doktoratem nauczylem si¢
1 rozwinglem narzedzia matematyczne, ktore wykorzystywatem w pozniejszych pracach
(majacych inng motywacje fizyczng): analize wypukla, teori¢ reprezentacji potprostych grup
1 algebr Liego, uogolnione stany koherentne, oraz teori¢ koncentracji miary.
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E. 2 Prace nie wchodzace w sklad rozprawy doktorskiej

Poza zaangazowaniem w projekty wchodzace w skiad mojej rozprawy doktorskiej zajmowalem
sie takze zastosowaniem teorii grup oraz metod geometrycznych w teorii splatania kwantowego.
W cyklu artykutow [62, 63, 64, 65, 66], ktory przygotowatem we wspotpracy z naukowcami z CFT
PAN oraz Instytutu Studiéw Fotonicznych (ICFO) w Barcelonie, uzywatem tych technik do
badania geometrii korelacji kwantowych, problemu lokalnej unitarnej (LU) rownowaznosci, oraz
réwnowaznosci ze wzgledu na transformacje SLOCC*® (stochastic local operations and classical
communication). Ponizej wymienitem kréotko najwazniejsze wyniki tych prac.

o Uzycie tak zwanej geometrycznej teorii niezmiennikow (Geometric Invariant Theory -
GIT) do problemu Kklasyfikacji spltania stanéw czystych ze wzgledu na operacje
SLOCC. Wykorzystanie formalizmu GIT w pracach [62, 63] pozwolito uzyska¢ lepsza
(bardziej doktadng), niz istniejace wezesniej klasyfikacje stanow czystych wzglgdem dziatania
SLOCC.

o Wykorzystanie technik geometrii symplektycznej do problemu LU réwnowaznosci
stanéw wieloczastkowych. Konkretnie, w pracy [64] opisano ile, w zaleznosci od wartosci
jednoczastkowych macierzy gestosci, potrzeba niezaleznych ~LU-niezmienniczych
wielomianéw, aby rozstrzygnaé problem LU réwnowaznos$ci dwdch standéw czystych uktadu
N kubitow.

e Geometria symplektyczna kwantowych korelacji na stanach mieszanych dla
dwuczastkowego ukladu kwantowego. W pracy [65] rozszerzono na przypadek stanéw
mieszanych metodologie, ktéra zostata wprowadzona w [67] do opisu splatania stanow
czystych. Giownym wynikiem [65] bylo wykazanie, ze warunek symplektycznosci orbity
odpowiednio dobranej grupy przez dany stan mieszany charakteryzuje interesujgce fizycznie
klasy stanow: tak zwane stany CC oraz stany CQ.

e Wielomiany niezmiennicze dla problemu LU réwnowazno$ci stanéw symetrycznych.
W pracy [66] wykorzystano teori¢ wielomianow LU niezmienniczych, aby zbada¢ problem
rownowaznosci stanéw bozonowych ze wzgledu na symetryczne transformacje LU. Giownym
wynikiem pracy bylo zaproponowanie prostego i eksperymentalnie dostgpnego wielomianu
niezmienniczego, ktory umozliwi certyfikacj¢ szerokich klas splatania kwantowego
w uktadach bozonowych.

48 Formalne definicje réwnowaznosci wzgledem dziatania LU i SLOCC zainteresowany czytelnik moze znalez¢
na przyktad w pracy przegladowe;j [d].
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