KAROLINA KROPIELNICKA
AUTOREFERAT

POSIADANE DYPLOMY

e Dyplom doktora nauk matematycznych, Uniwersytet Gdanski, grudzien 2007
tytul rozprawy: Uwikiane metody réznicowe dla parabolicznych réwnan rézniczkowo funkcyjnych,
(z wyrdznieniem; promotor — Prof. Dr Hab. Z. Kamont)

e Dyplom magistra matematyki, Uniwersytet Gdanski, listopad 2001
tytul rozprawy: Logika temporalna struktur cze$ciowo uporzgdkowanych

DOTYCHCZASOWE ZATRUDNIENIE

e Od pazdziernika 2016
Adiunkt
Intstytut Matematyczny,
Polskiej Akademii Nauk,

e Od pazdziernika 2014
Adiunkt
Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki,
Instytut Matematyki, Uniwersytet Gdanski,

e Pazdziernik 2012 — wrzesien 2014
Urlop wychowawczy

o Wrzesien 2010 — Pazdziernik 2012
Staz podoktorski (opiekun Prof. Arieh Iserles)
Department of Applied Mathematics and Theoretical Physics
Centre for Mathematical Sciences, University of Cambridge, UK

e Marzec 2008 — sierpien 2010
Adiunkt
Wydziat Matematyki, Fizyki i Informatyki,
nstytut Matematyki, Uniwersytet Gdanski,

e Pazdziernik 2004 — grudzien 2007
Doktorantka
Srodowiskowe studia doktoranckie w zakresie matematyki i w zakresie informatyki prowadzone
przez Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego przy udziale
Wydzialu Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gdanskiego oraz Wydzialu Matem-
atyki i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika

e Pazdziernik 2003 — Luty 2008
Asystentka
Wydzial Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej, Politechnika Gdanska

e July 2000 — May 2002
Programistka
Laboratorium Matematyczno-Informatyczne LabNet S.A., Gdansk



R0OZPOZNAWALNOSC W SRODOWISKU NAUKOWYM

W ostatnim roku moja praca zostala doceniona nastepujacymi wyrdznieniami:

2017-2020:

2017-2020:

Czerwiec 2017:

Czerwiec 2017:

Lipiec 2017:

Sierpien 2017:

Wrzesien 2017:

Wrzesien 2017:

Styczen 2018:

Lipiec 2018:

Lipiec—grudzien 2019:

Grant NCN (HARMONTIA),

projekt nr. 2016/22/M/ST1/00257, kierownik,

Nowoczesne metodologie numeryczne w mechanice kwantowe;j.

Grant NCN (SONATA),

projekt nr. 2016/23/D/ST1/02061, kierownik,

Metody czgstek w biologii matematyczne;.

Zaproszenie do wygloszenia wyktadéw w szkole letniej i warsztatach

Focus Activity on Mathematicaland Computational Methods in Quantum

and Kinetic Problems w Computational Science Research Center, Pekin.
Zaproszenie do wygloszenia wykladow w Jiatong University, Xi’an, Chiny.
Zaproszenie do wygloszenia referatu w mini sympozjum na konferencji
Foundations of Computational Mathematics FoCM 2017, Barcelona, Hiszpania,
Zaproszenie do wygloszenia wykladow na konferencji Advances in mathematical
modelling and numerical simulation of superfluids, Rouen, Francja.
Zaproszenie do wygloszenia wyktadéw na konferencji From computation

to information: recent advances in numerical analysis, Cambridge, UK.
Zaproszenie do wygloszenia wykladéw w mini sympozjum w konferencji
Scientific Computation and Differential Equations, SciCADE 2017, Bath, UK.
Zaproszenie do wygloszenia wyktadéw na konferencji

Transport phenomena in mathematical biology, Warszawa

Zaproszenie do wygloszenia wyktadéw na konferencji

Algebraic and geometric aspects of numerical methods for differential equations,
Mittag-LefHer Institute, Sztokholm, Szwecja

Zaproszenie do udzialu w szeSciomiesiecznym programie Geometry, compatibility and

structure preservation in computational differential equations,
Isaac Newton Institute, Cambridge, UK.

Udzial we wszystkich spotkaniach (z wyjatkiem mini sympozjéw w konferencjach FoCM i SciCADE)
finansowane byly (lub beda) przez strony zapraszajace.

WSKAZANIE OSIAGNIECIA WYNIKAJACEGO Z ART. 16 UST. 2 USTAWY Z DNIA 14 MARCA
2003 R. O STOPNIACH NAUKOWYCH I TYTULE NAUKOWYM ORAZ O STOPNIACH I TYTULE
W ZAKRESIE SZTUKI (Dz. U. 2016 R. Poz. 882 zE zM W Dz. U. 7z 2016 rR. POz. 1311.)

Rozprawa habilitacyjna zatytutowana

Zaawansowane metodologie obliczeniowe dla ewolucyjnych réwnan rézniczkowych

sktada sie z cyklu szesciu prac:

(1) Karolina Kropielnicka, Implicit difference methods for parabolic FDE on cylindrical domains.
Dynamic Systems and Applications 19, (2010) no. 3-4, 557575,

(2) Marissa Condon, Alfredo Deanio, Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Efficient computation of
delay differential equations with highly oscillatory terms. ESAIM. Mathematical Modelling and
Numerical Analysis 46, (2012) no. 6, 1407-1420,

(3) Philipp Bader, Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, Effective approzimation for
the semiclassical Schrédinger equation. Foundations of Computational Mathematics 14 (2014)

no. 4, 689-720,



(4) Piotr Gwiazda, Karolina Kropielnicka, Anna Marciniak-Czochra, The escalator boxcar train
method for a system of age-structured equations. Networks and Heterogeneous Media 11 (2016),
no. 1, 123-143.

(5) Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, Magnus-Lanczos methods with simplified
commutators for the Schrédinger equation with a time-dependant potential, SIAM Journal of
Numerical Analysis, (2018), DOT 10.1137/17M1149833.

(6) Philipp Bader, Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, Efficient methods for linear
Schriodinger equation in the semiclassical regime with time-dependent potential. Proceedings of
the Royal Society A. 472 (2016), no. 2193,

ZARYS TEMATYKI BADAWCZEJ

Znaczenie rownan rézniczkowych, jako wiodacego narzedzia matematycznego do opisywania zjawisk
codziennego zycia nie wymaga ttumaczenia. Réwnania rézniczkowe sa dominujacym instrumentem w
formutowaniu modeli matematycznych w nauce i inzynierii.

Po sformutowaniu i przeanalizowaniu zagadnienia rézniczkowego zazwyczaj konieczne jest znalezie-
nie jego rozwiazania. Jako ze niewiele réwnan rézniczkowych mozna rozwiaza¢ analitycznie, aproksy-
macja numeryczna jest jedynym rozwiazaniem. Koncentracja na metodach obliczeniowych nie oznacza
jednak, ze w jakikolwiek sposéb porzucamy matematyke. Po dyskretyzacji, réwnania rézniczkowe
sa nadal obiektami matematycznymi (prawdopodobnie nawet bardziej skomplikowanymi obiektami
matematycznymi!) i musza byé¢ analizowane z pelnym arsenatem narzedzi matematycznych.

Metody obliczeniowe rownan rézniczkowych sa jedna z najwiekszych i najszybciej rozwijajacych sie
dziedzin matematyki numerycznej, o kluczowym znaczeniu dla zastosowan. Réznorodno$é¢, znaczenie i
dynamika rozwoju réwnan rézniczkowych wymusza szybkie tempo i szeroki zakres rozwoju odpowied-
nich narzedzi numerycznych.

Istnieja dwie niepozadane tendencje w matematyce obliczeniowej: (1) stosowanie bardzo wyrafi-
nowanych metod do prostych, nierealistycznych probleméw, (2) stosowanie zbyt prymitywnych metod
do realnych zagadnien w zastosowaniach. Pierwszy nurt prowadzi do niekonczacych sie publikacji z
by¢ moze pieknymi matematycznymi teoriami, ale ma niewiele zwiazku z zastosowaniami. Drugi nurt
poswieca piekno i skutecznosé matematyki dla bezmyslnych i kosztownych obliczen. W swojej pracy
staram sie omijac¢ te tendencje i skupiaé sie na specyficznych, wysoce nietrywialnych problemach tak,
aby znalezé optymalne metody dedykowane dla konkretnego zagadnienia. Takie, ktére wprowadzaja
nowe spojrzenie na problem i ktére mozna zaadoptowaé do innych réwnan. Aby to zrobié, trzeba
siegna¢ po nietrywialne narzedzia matematyczne, takie jak algebra Liego, metody spektralnej kolokacji,
metody optymalizacji, metody kompozycji i dekompozycji pola wektorowego, przestrzenie nieujemnych
miar Radona, odlegtos¢ Fortet-Mourier, odlegtosé¢ w sensie Kullbacka-Liebera i wiele innych.

Cykl prezentowanych prac ilustruje rozwdj moich zainteresowan naukowych po uzyskaniu stop-
nia doktora. W kazdej z prac koncentruje si¢ na réwnaniu rézniczkowym typu ewolucyjnego, ktore
(z jakich§ powodéw) sprawia istotne klopoty obliczeniowe. Sa to na przyklad: argument funkcyjny
w réwnaniu ewoluujacym w cylindrycznym obszarze, ekstremalnie wysokie oscylacje rozwiazania lub
trudne (nielokalne i nieliniowe) warunki brzegowe ukladu sprzezonych (nieliniowo i nielokalnie) réwnan
rézniczkowych czastkowych. W kazdym z probleméw skupiam si¢ na optymalnej strategii umozliwia-
jacej szybkie i doktadne obliczenia. Prace te doprowadzity do opracowania metod, ktére moga by¢é
modyfikowane i stosowane w podobnych zagadnieniach. Teraz, po opracowaniu prezentowanych w tej
rozprawie technik jestem w stanie wykorzysta¢ je w dalszych badaniach dotyczacych jeszcze trud-
niejszych zagadnien.

Zanim przejde do doktadnego opisu moich wynikéw, przedstawie po krétce ich zakres i tematyke.

(1) Argument funkcyjny i nieregularny brzeg

W pierwszym artykule rozwazam uwiktane schematy réznicowe dla parabolicznych réwnan rézniczkowo-
funkcyjnych ewoluujacych w obszarach cylindrycznych. W zwiazku z tym wprowadzam tu odpowiednie



operatory réznicowe aproksymujace druga pochodna (mieszana) funkcji na nieregularnych siatkach.
Ponadto proponuje (pewnego rodzaju) uwiklany schemat réznicowy. Schematy takie zwykle kojarza
sie ze stosowaniem kosztownych metod iteracyjnych. Dzigki zastosowaniu uwiktania tylko do newral-
gicznych operatoréw wystepujacych w rownaniu otrzymujemy uktad réwnan liniowych, ktére mozna
latwo obliczy¢ (w przeciwienstwie do ukladéw réwnan nieliniowych, gdzie trzeba stosowaé metody
iteracyjne). Warto podkresli¢, ze argumenty funkcjonalne pojawiajace sie w analizowanym problemie
moga by¢é op6Znieniem (w czasie), adwekcja (w przestrzeni), catka (w czasie i / lub przestrzeni) lub
kombinacja tych wszystkich. Prawde méwiac, zdobywszy doswiadczenie w najnowszych trendach nu-
merycznych moja obiektywna opinia na temat tych metod jest mniej entuzjastyczna: niestety, w wielu
przypadkach metody réznic skonczonych sg nieskuteczne. Jednak uzycie niestandardowych operatoréw
réznicowych na siatkach nieregularnych jest nietrywialne w tym kontekécie i dziala réwniez z bardzo
og6lnymi argumentami funkcjonalnymi (spelniajacymi jedynie warunek typu Perrona). Sa to powody
dla ktoérych uwazam, ze analiza tego problemu i dowdd jego zbieznosci sg interesujace, pomystowe i za-
awansowane matematycznie. Uzyskawszy doswiadczenie w metodach dekompozycji pola wektorowego
(prace (3), (5) i (6)), pracuje obecnie nad ich zastosowaniem do réwnan parabolicznych rézniczkowo-
funkcyjnych na zbiorach cylindrycznych. W przeciwienstwie do metod dekompozycji ktére do tej pory
stosowalam, bede musiala uciec sie do propagacji czasu w przestrzeni zespolone;j.

(2) Opdznienie w czasie i wysokie oscylacje

W czasie stazu podoktorskiego zaczetam pracowaé nad silnie oscylujacym rownaniem rézniczkowym z
argumentem funkcyjnym (w tym przypadku opéznieniem), praca (2). Zagadnienia o wysoko oscyluja-
cych rozwigzaniach sg wszechobecne w zastosowaniach, a ich dyskretyzacja jest niezwykle trudna. W
ciagu ostatnich dwudziestu lat staly si¢ one gtéwnym obszarem badan numerycznych. W szczegdlnosci
dotyczylo réwnan rézniczkowych zwyczajnych z wymuszonymi oscylacjami. Opracowano wiele metod
bazujacych na narzedziach analizy asymptotycznej, jednakze nie analizowano réwnan z opdznieniem.
Roéwnania takie maja zastosowania szczegdlnie w elektrotechnice (transmisja sygnaléw o wysokiej czes-
totliwosci na masztach telefonii komoérkowej). Metody réznic skoniczonych stosowane w (1) okazaly sie
tu bezuzyteczne z uwagi na wysokie oscylacje rozwiazan. Pomyst przedstawiony w pracy (2) polega
na zastosowaniu pewnego wzorca rozwigzania (tzw ansatz ) — zmodyfikowanego rozwiniecia Fouriera,
oraz wyznaczeniu jego wspotczynnikow. Nasze zadanie polegalo na znalezieniu odpowiedniego wzorca
rozwigzania i na udowodnieniu, ze jego sktadowe nie sa zagadnieniami oscylujacymi - a wiec tatwo
poddajacym sie obliczeniom. Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze im wyzsze wymuszone oscylacje zagad-
nienia wyjsciowego, tym szybciej zbiezna metoda! Wynika to z dobrze przemyslanej konstrukeji wzorca
rozwiazania.

(3) Obliczenia w mechanice kwantowej i wysokie oscylacje

Réwnanie Schrodingera w ujeciu semiklasycznym — réwnanie rézniczkowe czastkowe cechujace sie
ekstremalnie wysokimi oscylacjami rozwiazania, ktore zachowuja szereg wlasnosci jakosciowych (np
zachowanie energii czy ewolucji pakietéw falowych). Oczekujemy, ze wlasnosci jakosciowe zachowywane
beda réwniez przez rozwiazania przyblizone. Metody numeryczne zachowujace takie wilasnie cechy
jakosciowe wpadaja w nurt tzw calkowania geometrycznego (geometric integration).

Praca nad artykulem (3) zajela wiele lat i przeszla rézne ewolucje, aby w konicu zaproponowaé
zupelnie nowe rozwigzanie dla réwnan w ujeciu semiklasycznym — Asymptotyczna Dekompozycja
Zassenhausa. Zaproponowanie innowacyjnego i efektywnego podejscia nie bylo tatwe, poniewaz istnieje
wiele strategii obliczeniowych dla réwnania Schrodingera, jako ze gra ono gléwng role w mechanice
kwantowej i chemii teoretycznej. Jak sie okazuje, asymptotyczna dekompozycja Zassenhausa zostala
powszechnie zaakceptowana jako najnowoczes$niejsza metoda w tej dziedzinie. Trwaja prace innych
naukowcow aplikujacych zaproponowane przez nas rozwiniecie do innych réwnan w mechanice kwan-
towej i chemii teoretyczne;j.

W niepublikowanym raporcie technicznym (Iserles & Kropielnicka 2011) zasugerowaliSmy wyko-
rzystanie spektralnej metody kolokacji (jako bardzo efektywnej dyskretyzacji) w przestrzeni i wprowadzil-
iSmy wspomniana metode dekompozycji (symetryczna, asymptotyczna dekompozycja Zassenhausa).
Podejscie to zostalo pdzniej poprawione we wspdlpracy z Philippem Baderem (obecnie na Uniwersyte-



cie w Castellén, w Hiszpanii) oraz z Pranavem Singhem (obecnie w Oksfordzie, w Wielkiej Brytanii),
pracujac w przestrzeni nieskonczonie wymiarowych operatorow. Praca ta zostala opublikowana w
wiodacym w analizie numerycznej czasopismie, Foundations of Computational Mathematics. To pode-
jécie otworzyto catkowicie nowsg teorie, ktora jest dynamicznie rozwijana nie tylko przez nasz zespot,
ale réwniez przez innych naukowcéw. Ta wlasdnie praca bedzie szczegdlnie doktadnie opisana w dalszej
czesci autoreferatu.

(4) Nielokalne i nieliniowe warunki brzegowe

Roéwnolegle do metod dekompozycji dla rownan wysoko oscylujacych zaczetam pracowaé w obszarze
modeli dla populacji ze struktura, gdzie w celu podniesienia rzedu zbieznosci schematéw wprowadze-
nie metod dekompozycji jest nieuniknione. Doktadniej, wraz z Piotrem Gwiazda (Polska Akademia
Nauk) i Anng Marciniak-Czochra (Uniwersytet w Heidelbergu) zainteresowaliSmy sie sprzezonym ukta-
dem réwnan transportu o nieliniowych i nielokalnych warunkach brzegowych. Oczywidcie mozna tu
zastosowa¢ metode charakterystyk, jednak ze wzgledu na potrzeby biologii obliczeniowej lepiej jest
odwolywaé sie do innych metod, ktore dla praktykéw sa intuicyjne i kompatybilne z obserwacjami i
pomiarami rzeczywistoséci. Sa to tak zwane metody Escalator Boxcar Train (EBT), ktére dzialaja w
podobny sposéb do metody czastek powszechnie wykorzystywanej w fizyce. Klasyczne metody EBT sg
rzedu pierwszego, maja jednak potencjatl do zwiekszenia doktadnosci dzieki zastosowaniu odpowiednich
metod dekompozycji. W pracy (4) wyprowadziliémy metode Escalator Boxcar Train dla modeli pop-
ulacji dwu-ptciowych. Zbieznoéé¢ tej metody zostalta ostatnio udowodniona z jeszcze jednym wspdtau-
torem, José Carrillo (Imperial College London, Wielka Brytania), w (8). Obecnie we wspélpracy z
José Carrillo, Piotrem Gwiazda i Agnieszka Swierczewska-Gwiazda (Uniwersytet Warszawski) pracu-
jemy nad podniesieniem rzedu zbieznosci metody dzieki metodom dekompozycji. Praca (4) jest bardzo
ciekawa ze wzgledu na postawienie problemu w przestrzeni nieujemnych miar Radona i ze wzgledu
na prowadzenie nietrywialnych obliczen w sensie odleglosci Fortet-Mourier. Ponadto praca (4) jest
pierwszym etapem duzego projektu, w ktérym miedzy innymi wprowadzamy metody dekompozycji
pola wektorwego, ktére wykorzystywane sa w (3), (5) i (6) . Obecnie prowadze projekt, ”Metody
Czgstek w Biologii Matematycznej”, ktory jest finansowany przez Grant Narodowego Centrum Nauki
(SONATA) i oparty na idei podnoszenia dokladnosci metod zaproponowanych w pracy (4) poprzez
dwa czynniki: (a) postawienie problemu w przestrzeniach Soboleva, (b) wprowadzanie metod dekom-
pozycji pola wektorowego.

(5) Duze oscylacje i potencjal czaso-zalezny

Wyniki zawarte w pracy (3) opracowane zostaly dla réwnan w ujeciu semi-klasycznym i dedykowane
sg dla przypadkow, gdzie potencjal nie zalezy od czasu. W ciggu ostatnich dwudziestu lat, miedzy
innymi ze wzgledu na znaczenie teorii sterowania w fizyce kwantowej, obserwujemy zainteresowanie
rownaniem Schrodingera z potencjalem czaso-zaleznym, czesto mocno oscylujacym zaréwno w czasie
jak 1 w przestrzeni. Artykul (5) dotyczy tego wlasnie problemu. W przeciwienstwie do pracy (3)
réwnanie jest tutaj sformutowane w jednostkach atomowych, a nie w ujeciu semi-klasycznym. Z tego
powodu w (5) nie odwolujemy sie do dekompozycji Zassenhausa, ale zmagamy sie z inna trudnoscia
- potencjalem czaso-zaleznym. Pokazujemy, ze rozwiniecie Magnusa w polaczeniu z metoda Krylowa-
Lanczosa jest wystarczajaca, o ile wprowadzimy bezkomutatorowg wersje rozwiniecia Magnusa. Mozliwe
jest to dzieki pewnym kombinacjom w algebrze Liego, ktére sprowadzajg wielokrotnie zagniezdzone
komutatory duzych rozmiaréw (w sensie spektralnym) do niezagniezdzonych anty-komutatoréw matych
rozmiaréw spektralnych. Dodatkowa zaleta pracowania z niezagniezdzonymi anty-komutatorami jest
to, ze sa one anty-Hermitowskie, co w konsekwencji prowadzi do unitarnoéci rozwiazan, a tym samym
do stabilnosci (i potem do zbieznosci) metody.

(6) Duze oscylacje i potencjal czaso-zalezny w rezimie semiklasycznym

Artykut (6) rowniez dotyczy réwnania Schrodingera. Podobnie jak w (3) jestesmy zainteresowani uje-
ciem semi-klasycznym i podobnie jak w (5) rozwazamy potencjal czaso-zalezny. Rozwiniecie Magnusa,
ktére jest suma wielokrotnie zagniezdzonych catek z wielokrotnie zagniezdzonych komutatorow, jest
koniecznoscia. Bezposrednie uzycie metod Krylowa-Lanczosa, bytoby niezwykle kosztowne, szczegdl-



nie, ze operujemy w ujeciu semi-klasycznym. W pracy (6) radzimy sobie z tym problemem w sposéb
nastepujacy: stosujemy rozwiniecie Magnusa, ktérego komponenty zapisujemy w bazie Munthe-Kaas-
Owren. W ten sposdb istotnie zmniejszamy promien spektralny skladnikéw rozwinigcia. Funkcje ek-
sponencjalng tak przygotowanego szeregu poddajemy asymptotycznej metodzie dekompozycji Zassen-
hausa, ktéra okazuje sie by¢ bardzo wydajnym narzedziem dla réwnania Schrédingera w ujeciu semi-
klasycznym z potencjatem czaso-zaleznym.

Prace (3), (5) i (6) uwazam za moje gléwne osiagniecia poniewaz zawieraja wrecz przelomowe
wyniki w metodach obliczeniowych. Opracowane tu metodologie sa innowacyjne, maja duzy po-
tencjal wydajnosciowy, jakosciowy i (po odpowiednich zmianach) moga by¢ adoptowane do innych
réwnan rézniczkowych. Trzy wymienione artykuly tworza baze mojego grantu NCN (HARMONIA),
”Nowoczesne metodologie numeryczne w mechanice kwantowej”. Dzigki wypracowanym technikom
jestem uczestnikiem Grantu Austriackiego Funduszu Badawczego Large time-dependent systems of or-
dinary differential equations of Schrodinger type 7, gdzie kierownikiem jest Othmar Koch. Co wigcej,
z powodu mojego wktadu w te tematyke badawcza, zostalem niedawno zaproszona do wzigcia udziatu
w sze$ciomiesiecznym programie Isaac Newton Institute (UK) na temat Geometry, compatibility and
structure preservation in computational differential equations w 2019 roku.

Wspomniane wyzej artykuly wraz z nowosciami wprowadzonymi w pracach (1), (2) i (4) stanowia
solidny warsztat zaawansowanych narzedzi numerycznych, ktére umozliwiaja dalsze prace nad wysoce
wydajnymi metodami numerycznymi dla réwnan rézniczkowych stosowanych przez fizykéw, chemikéw
i biologdw.

PREZENTACJA WYNIKOW UZYSKANYCH W PRZEDSTAWIANYM CYKLU PRAC
(1) Argument funkcyjny i nieregularny brzeg
Niech @ C R™ bedzie ograniczonym i wypuklym obszarem o brzegu 9@ i domknieciu Q. Oznaczamy
E=10,a] x Q, Ey = [—ap,0] x Q, OE =1[0,a] x 0Q
gdzie a > 0, ap € Ry = [0,400). Niech ¥ = E x C(Ey U E,R) i zalézmy, ze
fe¥—=Mnl,  f=[filij=1n 9: 2 =R g=1(91,.-,9n),
G:¥ =R, p:EyUOhE — R,
sa funkcjami danymi. W pracy (1) rozwazamy réwnanie paraboliczne réwnanie rézniczkowo funkcyjne
n n
Oz(t,x) = Z fij(t, 2, 2)Opa; 2(t, ) + Zgi(t, x,2)03,2(t, ) + G(t, z, 2), (1)
ij=1 i=1
z zadanym warunkiem poczatkowym
2(t,x) = p(t,x) for (t,z) € Ey UyE. (2)

W klasycznych twierdzeniach o zbieznosci jawnego schematu réznicowego dla (1)—(2) zaklada sie, ze
(Z. Kamont 1996)

n

1 1
i=1"" ij=1"
i#j
gdzie hg oraz h' = (hq,...,h,) sa krokami siatki wzgledem zmiennych ¢ i (z1,...,x,), odpowiednio.
Ten warunek jest trudny do praktycznej realizacji szczegdlnie wtedy, gdy kroki siatki wzgledem zmi-
ennych przestrzennych sa mate. Istotnie, zauwazmy, ze jesli funkcje f;;, 7,7 = 1,...,n sa ograniczone
w Y oraz h; = hj, i,j =1,...,n, to nieréwnos¢ (3) przyjmuje postaé
1 hg - Const.
2 T
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ktora, z kolei, jest odpowiednikiem warunku Courant—Friedrichs-Lewy (CFL).

W pracy (1) wprowadzam ilorazy réznicowe aproksymujace pochodne przestrzenne na nieregu-
larnych siatkach oraz proponuje schemat, ktéry umozliwia pominiecie zalozenia (3). W pracy prezen-
tuje pelna analize proponowanego schematu réznicowego: istnienie rozwigzania, dobre postawienie
problemu oraz jego zbieznosc¢.

Prace nad (1) inspirowane byly wynikami aktywnego matematyka C.V. Pao, znanego z duzego
wktadu w dziedzine ewolucji uktadéw réwnan parabolicznych z op6Znieniem, (Pao 1998, Pao 1999,
Pao 2002). W artykulach tych C.V. Pao rozwaza uklady podobne do (1) z brzegowym warunkiem
typu Robina, ktéry dotyczy nie tylko funkeji z, jak jest to w (2), ale rowniez jej pochodnej w kierunku
zewnetrznego wektora normalnego. Réwnania rozwazane przez C.V. Pao nie zawieraja jednak pochod-
nych mieszanych, funkcje f i g zaleza tylko od zmiennych ¢ i x, a funkcja G zalezy tylko od ¢, x i od
opéZnienia nieznanej funkeji z. Dyskretyzujac uklad uwiklanymi (w czasie) operatorami réznicowymi,
Pao otrzymuje sprzezony uklad nieliniowych réwnan algebraicznych. Otrzymane uklady analizowane
sg p6zniej metodami dolnych i gérnych rozwiazan odpowiednich ciagéw iteracyjnych. Pao podat trzy
takie uktady iteracyjne i pokazal, ze zbiegaja one monotonicznie do jedynego rozwigzania uwiklanego
uktadu réwnan rézniczkowych.

Celem pracy (1) jest uogdlni¢ i poprawié¢ ten wynik. W zwiazku z tym

1. rozwazam ogdblniejsze réwnanie rézniczkowe, ktére posiada pochodne mieszane. W zwiazku z
tym wprowadzam (wedlug éwezesnej wiedzy: po raz pierwszy w literaturze) operatory réznicowe
aproksymujace pochodne mieszane na nieregularnych siatkach. To jest gtéwny wklad pracy (1),
ktory moze byé zaadoptowany do metod numerycznych dla rownan okreslonych w obszarach o
nieregularnych brzegach.

2. wszystkie wspdlezynniki (f, g and G) zaleza od argumentu funkcyjnego. Jak wyjasniam w pracy,
argument funkcyjny jest znacznie ogdlniejszy niz opdinienie w czasie. Argument funkcyjny moze
by¢ opéznieniem (w czasie), odchyleniem (w przestrzeni), catka (w czasie i przestrzeni) lub
jakakolwiek funkcjg zalezna od niewiadomej funkcji z.

3. stosuje uwiktang metode réznicows, ktéra prowadzi do liniowego uktadu réwnan. Ten, z kolei,
mozna tatwo obliczy¢ metodami bezposrednimi bez odwolywania sie do metod iteracyjnych.
Aby uciec od sprzezonego uktadu nieliniowych réwnan algebraicznych wystarczy zauwazyé, ze
uwiklanie stosujemy tylko do aproksymacji pochodnych. Dzieki temu zabiegowi otrzymujemy
liniowy, odwracalny uktad réwnan.

4. Zalozenia o quasi-monotonicznodci sa niezbedne w (Pao 1998) i (Pao 2002) dla konstrukeji mono-
tonicznego ciagu iteracyjnego zbieznego do schematu réznicowego. W proponowanych schemat-
ach uwiktanych takie zalozenia nie sa potrzebne.

5. Rozwazam bardzo ogdlng klase quasi-liniowych rownan rézniczkowo - funkcyjnych.

6. W moich badaniach warunek Lipschitza zastepuje nieliniowym oszacowaniem typu Perrona, co
jest mniej restrykcyjnym zalozeniem.

7. Dla przejrzystosci pracy rozwazam réwnanie skalarne, ale wyniki moga by¢ tatwo przeniesione
na uktad réwnan.

8. Prezentuje przyklady numeryczne potwierdzajace wyniki teoretyczne i pordéwnujace metody
jawne i uwiktane.



(2) Opédznienie w czasie i wysokie oscylacje

Praca (2) poswigcona jest ukladowi liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych z opdznieniem
(DDEs) typu

y(t) = Ay(t)+By(t—1)+ i anm(t)e™t, ¢

—00

y(t) = s(t), te(=1,0]

WV
o

(4)

gdzie w > 1. Przyjmujemy, ze y,a,, € RV,a A i B sg rzeczywistymi macierzami N x N. Wzorzec
rozwigzania (tzw ansatz ) dla réwnania

oo
y'(t) =£(t,y) + D an(®)e™, t>0,  y(0) =yo€R", (5)
—00
jest taki, ze funkcja y, dla w > 1, posiada rozwiniecie

Y~ Poo(®) + 30 5 3 bl ©)
r=1

m=—0oQ

gdzie funkcje py. , sa niezalezne od w. Obliczywszy zatem funkcje p,. s (ktore nie sa mocno oscylujace!)
mozemy przyblizy¢ rozwiazanie (5) bez kosztownych obliczen dla réwnan silnie oscylujacych. Niestety
taki ansatz nie jest odpowieni réwnania z opdznieniem (4). W pracy (2) proponujemy nastepujace
rozwiniecie funkcji y

y(O) ~ B + Y Sa(tw),
r=1

gdzie

qr(t, w) _ Z b:ﬁﬁ(t)eiw(mt—ﬁ)’
(L,m)€eZ,

a Z, jest odpowiednim zbiorem indekséw. Okazuje sie, ze b7/, podobnie jak p, sa niezalezne od w. Za-
tem majac wsp6lezynniki rozwiniecia (ktére nie sg funkcjami wysoko oscylujacymi) znamy rozwiazanie
y(t).

Wyznaczenie odpowiedniego zbioru indekséw Z, wymaga jednak umiejetnych obliczen kombina-
torycznych. Jesli tylko zbiory indekséw sa znane, mozemy wyliczyé¢ wspétezynniki b7 rekurencyjnie
lub rozwiazujac nieoscylujace réwnania. Zatem, przyjmujac M = {m € Z : a,, # 0}, pierwsze
wspOlezynniki (zerowe) wyznaczamy z nastepujacego uktadu réwnan

p'(t) = Ap(t)+ Bp(t—1)+ap(t), t=>0, p(t) =s(t), te(-1,1],
bt = 20 e o),

bi¥(t) = AbL(#)+ BbiO(t—1), t>0, blH) =0, te(-1,0),
by(0) = = > b;"(0).
J#0
Kolejne wspétczynniki wyprowadzane sa w podobny sposéb, ale kolejne zbiory indekséw Z,. staja sie
bardziej skomplikowane.

Aby zilustrowaé idee aproksymacji funkcji y, rozwazmy skalarne réwnanie rézniczkowe z opdznie-
niem y/(t) = iy(t) — y(t — 1) +tsinwt, t € [0, 20] z warunkiem poczatkowym y(t) = e, t € (=1,0]. W
Fig. 1 pokazujemy rozmiar (w skali logarytmicznej) kolejnych wspdlczynnikéw q,(t,w) dlar =1,...,6
(czyli 6 kolejnych komponentéw rozwiniecia y), gdzie mamy do czynienia z bardzo silnymi oscylacjami
w = 10* — postep w dokladnosci kolejnych przyblizen naszego rozwiniecia jest zaskakujacy! Prakty-
cznie niemozliwe jest uzyskac¢ takg precyzje obliczen przy zadanych oscylacjach jakimikolwiek innymi
metodami w rozsadnym czasie obliczeniowym.
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Figure 1: Rozmiar logarytmiczny log;, |q,(t,w)| kolejnych wspélezynnikéw r = 1,...,6 przy w = 10%.

(3) Obliczenia w mechanice kwantowej i wysokie oscylacje

Réwnania rézniczkowe czastkowe w mechanice kwantowej sa trudne ze wzgledu na kilka powodow:

1. Ich rozwiazania dokltadne z reguty bardzo oscyluja, przez co naiwne dyskretyzacje zagadnien sa
kosztowne obliczeniowo.

2. Réwnania sa konserwatywne (a dokladniej operator operator rozwiazania jest unitarny) oraz
dyspersywne: te wlasnosci powinny by¢ zachowane przez dyskretyzacje zagadnienia.

3. Roéwnania te z regély posiadaja dluga liste wlasnosci geometrycznych i ewolucyjnych, np sym-
plektycznosé czy zachowanie energii, ktére powinny by¢ zachowane rowniez przez proces dyskre-
tyzacji.

Réwnanie Schrodingera w ujeciu semiklasycznym opisuje ruch czastek w polu elektrycznym (w
sensie kwantowym). Od lat jest obiektem zainteresowan matematykow ze wzgledu na szeroka klase
zastosowan w chemii, fizyce czy mechanice kwantowej (Griffiths 2004). Rozwiazania tego réwnania
cechuje wiele zjawisk (w szczegdlnosci ogromne oscylacje), ktore utrudniaja obliczenia numeryczne.

Pelna gama trudnoéci réwnania Schrédingera oraz caly szereg metod obliczeniowych opisany jest
szczegbdltowo w przegladowej pracy (Jin, Markowich & Sparber 2011) opublikowanej w Acta Numerica,
ktorej gtéwnym autorem jest Peter Markowich (University of Cambridge, UK) — niewatpliwie wiodacy
ekspert w tej dziedzinie.

W pracy (3) proponujemy zupelnie nowa metode numeryczna dla liniowego réwnania Schrodingera
w ujeciu semiklasycznym, ktére dla przejrzystosci prezentujemy w przypadku jednowymiarowym (x €
R)

2
a“gf’t) — 2 ggj; D b e Wulat), zel-11, t>0, (1)
z warunkiem poczatkowym u(x,0) = ug(zx), oraz okresowym warunkiem brzegowym.

Roéwnanie (7) postawione jest w przestrzeni Hilberta ngr[—l, 1]. Warto podkresli¢, ze kwadrat
modutu jego rozwiazania odpowiada gestosci prawdopodobienstwa znalezienia czastki w miejscu x w
czasie t. Warunek poczatkowy ug jest wiec znormalizowany i latwo sprawdzié, ze norma L? rozwiazania
jest niezmienna,

1
01 = [ Jute Dz = . 0)
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Funkcja falowa ewoluuje wiec w sposéb unitarny, a wiec réwniez jej aproksymacja numeryczna powinna
ewoluowaé w ten sam sposéb.

W ostatnich latach rozwinal sie nurt numerycznego calkowania geometrycznego (czyli metody
obliczeniowe zachowujace wlasnosci geometryczne dokladnych rozwiazan réwnan rézniczkowych), ktéry
jest obiektem cigglych zainteresowan i badan wiodacych analitykéw numerycznych, miedzy innymi:
Antonella Zanna Muthe-Kaas (University of Bergen, Norway), Ernst Hairer (University of Geneva,
Switzerland), Jesus-Maria Sanz-Serna (Universidad Carlos III, Spain), Christian Lubich (Tiibingen
University, Germany), Robert McLachlan (Massey University, New Zealand), Sergio Blanes (Univer-
sitat Politécnica de Valencia, Spain).

Wprowadzona przez nas metoda obliczeniowa zachowuje norme rozwiazania, ktéra jest konieczna
— ze wzgledu na znaczenie w zastosowaniach oraz ze wzgledu na zachowanie stabilnosci metody.

Maty parametr semiklasyczny 0 < € < 1 jest podstaawowym zrédtem klopotéw obliczeniowych.
Jak pokazano w (Jin et al. 2011), rozwiazania Schrodingera oscyluja (w czasie i w przestrzeni) co
najmniej z czestotliwosciag O(e71).

7 uwagi na wysokie oscylacje i koniecznos$¢ ekstremalnie maltych krokéw siatki, metody réznic
skoniczonych sa poza rozwazaniami. NajczeSciej stosowanym podejSciem jest semidyskretyzacja w
przestrzeni metodami spektralnymi polaczona z metodami dekompozycji (w czasie). O ile trudno
poprawié¢ dokladno$é metod spektralnych, o tyle istnieje potrzeba pracy metodami dekompozycji, ex-
ponential splittings (Faou 2012, Jin et al. 2011, Lubich 2008, McLachlan & Quispel 2002), ktére sa
“waskim gardlem” dla opisywanych metod, poniewaz czesto sa kosztowne obliczeniowo i o malym
rzedzie zbieznosci.

Jak wspomnieliS$my, konstrukcja metody obliczeniowej zazwyczaj rozpoczyna sie od semidyskre-
tyzacji, ktora sprowadza problem wyjsciowy do ukladu rownan rézniczkowych zwyczajnych:

u' =i(ek + e 'D)u, t>0, (8)

gdzie wektor u(t) € CV reprezentuje aproksymacje rozwiazania w czasie t, operator drugiej pochod-
nej reprezentowany jest przez macierz K, natomiast D odpowiada za mnozenie rozwigzania przez
potencjtam V. Wszystko to dzieje sie w przestrzeni skonczenie wymiarowej.

Znamy rozwiazanie dokladnie réwnania (8)

u(t) = exp (it(le + 5_1D)) u(0).

Problem lezy jednak w numerycznej aproksymacji powyzszej funkcji, ktéra jest eksponentem sumy
macierzy o skrajnie réznych wielkoéciach (K i e~!'D). Za wzgledu na duzy rozmiar macierzy D,
jej eksponent jest kosztowny do obliczenia. OczywiScie mozna przyjaé¢ bardzo maty krok czasowy aby
zmniejszy¢ rozmiar klopotliwej czesci wykladnika, w((n41)At) & 21K+ D)y (nAt), n € Z.. To nie
jest jednak dobry pomyst, poniewaz nie tylko znacznie wydtuzamy obliczenia, ale praktycznie tracimy
informacje o i tak matym sktadniku e/XC, co prowadzi do bezuzyteczncyh obliczen. W celu prowadzenia
precyzyjnych obliczen mozna oczywiscie pozostaé przy relatywnie duzym kroku czasowym At, ale
to z kolei, prowadzi do bardzo kosztownych metod (n.p. Metoda podprzestrzeni Krylowa duzego
rozmiaru). Alternatywa dla tych rozwiazan jest zazwyczaj dekompozycja Stranga, (Strang splitting)

eit(sIC—i-a*lD) _ e%itleeitslee%itle +0 (tS) ) (9)
To podejscie jest jak najbardziej zasadne:

(a) macierze o réznych skalach (¢ and e7!) sa odseparowane i kazdy wykladnik jest aproksymowany
osobno, przy uzyciu innego kroku czasowego,

(b) dyskretyzujac réwnanie (7) metodami spektralnymi, K przyjmuje postaé¢ diagonalna, a D staje
sie macierzg cykliczna, zatem e3itek jest macierza diagonalna, a eite™'D

szybka transformata Fouriera z kosztem O (N log N) operacji.

moze by¢ aproksymowana
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Niestety, dekompozycja Stranga aproksymuje réwnanie w czasie z drugim rzedem zbieznosci, co jest
stabym wynikiem, szczegdlnie w poréwnaniu ze spektralng dokladnoscia aproksymacji wzgledem zmi-
ennej przestrzennej. Oczywiscie mozna podnieéé¢ precyzje dekompozycji Stranga za pomocg znanego
uogolnienia

plonteK eiﬁltaflp ploateK | JionteK eiﬁrtaflp plorteK | JiasteK eiﬁlteflp plotelC
Palindromiczno$é¢ tej dekompozycji skutkuje symetria catej metody wzgledem czasu. To bardzo porza-
dane zjawisko, poniewaz metody symetryczne gwarantuja zawsze parzysty rzad zbieznosci. Wspélezyn-
niki «; i §; sa przewaznie wybrane tak, aby zapewnié¢ jak najwyzszy rzad zbieznosci, albo jak najm-
niejsza stata bledu, albo obydwie te zalety jednoczesnie, (Blanes, Casas & Murua 2006, McLachlan &
Quispel 2002).

Uogdlnienie metody Stranga w sposéb oczywisty zachowuje porzadane wlasnosci (a) i (b) dekom-
pozycji (9), niestety niewspdélmiernie duza liczba eksponentéw jest konieczna dla otrzymania odpowie-
niego rzedu zbieznosci. Najprostszym sposobem uogoélnienia dekompozycji Stranga jest metoda Yoshidy
(McLachlan & Quispel 2002, Yoshida 1990), ktéra wymaga 2 x 3P~! + 1 eksponentéw, aby uzyskaé
rzad 2p.

W pracy (3) zaproponowaliémy nowe podejscie numeryczne dla réwnania (7), w ktérym rozwazane
zagadnienie ewoluuje w pewnej grupie Liego. Istotng réznica w stosunku do omawianych metod jest
to, ze najpierw przeprowadzamy metody dekompozycji (pracujac na operatorach nieskonczenie wymi-
arowych), a dopiero pod koniec wprowadzamy semidyskretyzacje (w naszych pracach proponujemy
odejscie od transformaty Fouriera i zastosowanie spektralnej metody kolokacji). Odpowiedni wybér
algebry Liego umozliwia nam wyprowadzenie zupelnie nowego podziatu pdl wektorowych — asympto-
tycznej dekompozycji Zassenhausa

wlsl

2] Lyylol 1yl Lyylsl yyls+1] 1 iwll 1wl
elh(aaz-‘rs V)ZQQW e2W . 2W eW e2 --'e2W 62W +O(€28+2), (10)

e
gdzie
W = wl(n,e,02,v) =0 (<),
W = whhe 2, v)=0(%72), k=15
wlk+1] — W[k:-l-l](h’é_ 92 V=0 (525) _

) x?

Asymptotyczna dekompozycja Zassenhausa zaproponowana w (Bader, Iserles, Kropielnicka & Singh
2014) ma przewage na innymi standardowymi dekompozycjami z wielu powod6w:

(1) Blad metody wyrazamy nie sensie dlugosci kroku czasowego At, ale w sensie parametru semik-
lasycznego €. Istnieja trzy male (i jednoczesnie krytyczne dla obliczen) parametry: e, At and 1/N (gdzie
N jest liczba weztéw semidyskretyzacji). Ustalamy relacje pomiedzy semiklasycznym parametrem e a
wyborem krokéw dyskretyzacji At i N, przez co mozemy wyrazi¢ btad metody wylacznie w sensie ¢.
Dzieki takiemu rozwiazaniu mamy mozliwos¢ wyprowadzenie asymptotycznej dekompozycji (kolejne
eksponenty maleja co do wielkosci spektralnej), oraz mamy pewno$¢, ze stala bledu nie zalezy ani od
At, ani od N.

(2) Poniewaz dzialamy na operatorach nieskonczenie wymiarowych (a nie na ich dyskretnych wer-
sjach, czyli macierzach), komutatory wystepujace we wzorze Baker—Campbell-Hausdorff zamienione
sa na liniowe kombinacje pochodnych 0%, k = 0,1,..., n.p. [02,V] = Vye + 2V,0,.

(3) Wymagamy duzo mniej eksponent, aby otrzymaé¢ zadana dokladno$é metody, niz w znanych
do tej pory metodach dekompozycji. Ponadto, kolejne eksponenty maja coraz mniejszy rozmiar spek-
tralny (stad nazwa asymptotyczna dekompozycja) .

(4) Wszystkie eksponenty dekompozycji mozna tatwo aproksymowaé¢ numerycznie. Pierwsze dwie
(W[O}, W[l]) sg albo diagonalne, albo cykliczne, wiec liczy sie je bezposrednio lub za pomoca szybkiej
transformaty Fouriera. Pozostate eksponenty sa tak malego rozmiaru spektralnego, ze liczy sie je
niskim kosztem (w naszych przyktadach trzech lub czterech) iteracji Lanczosa korzystajac z metody
podprzestrzeni Krylowa.
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(5) Calkowity koszt dyskretyzacji rosnie kwadratowo wzgledem oczekiwanego rzedu zbieznosci a
nie wyktadniczo, jak jest to w przypadku dekompozycji Yoshidy.

(4) Nielokalne i nieliniowe warunki brzegowe

W pracy (4) koncentrujemy sie ukladach sprzezonych réwnan rézniczkowych z nielokalnymi i nieli-
nowymi warunkami brzegowymi. Dokladniej, sa to réwnania hiperboliczne typu McKendrick—von Foer-
stera (McKendrick 1926), czesto wystepujace w zastosowaniach biologii i opisujace ewolucje populacji.

Opu(t, x) + 0y (b(t, z)u(t, z)) + c(t, z)u(t,z) = 0, (11)

u(t, xp) = Ooﬁ(t,x)u(t,x)dx.

Ty

u(0,z) = up(x).

W ostatniej dekadzie najchetniej wykorzystywana przez biologéw metoda obliczeniowa jest Escalator
Bozcar Train (EBT), oparta na metodzie czastek. Schemat EBT jest intuicyjny, prosty i kompatybilny
z pomiarami, jakie pobieraja praktycy. Idee EBT dla réwnania skalarnego mozna opisa¢ w czterech
krokach

(i) Ustalamy punkty wezlowe siatki przestrzennej w czasie t = 0 tworzac tym samym kohorty.

(ii) Warunek poczatkowy réwnania transportu, ug(z) = u(0, ), prezentujemy jako liniowa kombi-
nacj¢ delt Diraca: to(z) := >_f mg(0)0,, (0), gdzie my(0) reprezentuje catke funkcji ug(x) w kohorcie
zawierajacej punkt xx(0). Punkt z4(0) jest lokalizacja czastki o masie my(0) w k-tej kohorcie.

(iii) Lokalizacje zx(t), kohorty oraz masy my(t) ewoluuja w czasie zgodnie z czlonem transportu w
réwnania. W konsekwencji w czasie ¢ rozwiazanie rownania aproksymowane jest jako kombinacja lin-
iowa delt Diraca: u(t, ) := >, my(t)ds, (1)-

(iv) W przeciwienstwie do zagadnien fizyki, gdzie rownania sa czesto konserwatywne, tutaj model
wyposazony jest w nielokalny czton odnowy. W zwiazku z tym wprowadzamy siatke na zmienna cza-
sowa, a jej wezly nazywamy punktami internalizacji. W punktach internalizacji nowe osobniki wchta-
niane sa do systemu, co czesto owocuje dodaniem poczatkowej kohorty (wykres 3). (To jest bardzo
newralgiczny moment algorytmu, ktéry odpowiada za strate rzedu jego zbieznosci. Aby temu zapobiec,
nie ma innego wyjscia, jak odwotaé¢ sie do metod dekompozycji.)

Model EBT jest tak naprawde uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych opisujacych ewolucje
lokalizacji zx(t) i mas my(t) wzdluz kohort. Réwnania te mozna aproksymowaé¢ dowolna metoda (np
Eulera czy Runge-Kutta), a jesli tylko to mozliwe — wyliczy¢ analitycznie.

W pracy (4) wyprowadzamy metode typu EBT dla ukladu réwnan. Koncentrujemy wiec nasza uwage
na modelu opisujacym ewolucje populacji dwu-plciowej. Model taki (model Fredrickson—-Hoppensteadt)
po raz pierwszy zaproponowany byl w (Fredrickson 1971), a potem analizowany w (Hoppensteadt
1975). Model ten sktada si¢ z trzech réwnan ewolucji poulacji, zprzezonych nielokalnymi i nieliniowymi
warunkami brzegowymi. Funkcje u™(t,z) i uf(t,z) opisuja rozklad mezczyzn i kobiet, a u®(t,z,vy)
opisuje rozktad populacji par w czasie t. Zmienne strukturalne x i y oznaczaja wiek mezczyzn i kobiet,
odpowiednio:

o™ (t,x) + Opu™(t, x) + " (t, x)u™ (t,x) = 0,
u™(t,0) = , B (t, x, y)u(t, xz,y)dzdy,
0.0) = W) (12)
ol (t,y) + dyul (t,y) + ¢/ (t,y)u! (t,y) = 0,
ul (t,0) = . BE(t, z, y)us(t, ., y)dzdy,
i

W (0,2) = uj(z),



Opul(t, ,y) + 0xul(t, x,y) + Oyu(t, x,y) + c“(t, z, y)u(t,z,y) = T(t,z,y),
’U/C(t, x? 0) = uc(t7 O? y) = O?
u(0,z,y) = wug(x,y).

Funkcje ¢™, ¢f i ¢© sa wspétezynnikami umieralnoéci mezezyzn i kobiet oraz rozpadu par, odpowied-
nio. Funkcje ™ i 6 sa tempem narodzin mezczyzn i kobiet. Funkcja malzenstw 7 opisuje ile
malzenstw zawieranych jest miedzy mezczyznami w wieku x, kobietami w wieku y w chwili czasu
t. Wszystkie te wspotczynniki zalezg nieliniowo i nielokalnie od catej, dwu-plciowej populacji.

t X

. v N N
t N s X N
- & 3
T x&w & " &@ ><\@w
X e X XQ“@
L <
TN A SRR AR AR—
15, (t2) B+1(t2) By+2(t2) I +3(t2)
tl m m m
5, (t1) B +1(t1) l5+2(t1)
0/ Bas to
I5,(0) 153+1(0) Jri0) gty x I5,(0) I5+1(0) L0 Moy x

Figure 2: Ewolucja poczatkowych kohort dla Figure 3: Kohorty i momenty internalizacji dla
populacji mezczyzn populacji mezczyzn

Gloéwna trudno$é¢ w wyprowadzeniu metody EBT dla uktadu réwnan polegata nie tylko na nielin-
iowosci i nielokalnosci warunkéw brzegowych, ale przede wszystkim na skomplikowanym sposobie
sprzezenia réwnan poprzez funkcje maltzenstw T. W pracy przedstawiliSmy réwniez wynik dotyczacy
rozwigzalnosci zaproponowanego ukladu réwnan, natomiast dowdd jego zbieznosci oraz przykltady
numeryczne zostaly przedstawione w wystanej niedawno pracy (8). Obecnie pracujemy na podniesie-
niem doktadnosci modelu EBT, co robimy wprowadzajac metody dekompozycji oraz podnoszac regu-
larno$¢ zagadnienie z nieujemnych miar Radona z odlegtoscia Fortet-Mourier do pewnych przestrzeni
Sobolewa.

(5) Duze oscylacje i potencjal czaso-zalezny

W pracy (5) rozwazamy liniowe réwnanie Schrodingera (TDSE) opisujece ruch czasteczki poruszajacej
sie w czaso-zmiennym polu elektrycznym,

ou(z,t) _ O%u(w,t)

—i R, t >0, 1
5 =2 iV(z,t)u(z,t), xz€R, t>0 (13)

gdzie u = u(x,t) jest funkcja niewiadoma o warto$ciach w przestrzeni zespolonej, a warunek poczatkowy
jest zadany przez u(x,0) = ug(z). Funkcja V(z,t) o wartosciach rzeczywistych jest czaso-zmiennym
potencjatem elektrycznym. Rownanie rozwazane jest w jednostkach atomowych, czyli przyjmujac, ze
stala Plancka jest przeskalowana do jedynki (h = 1).

Roéwnania te (z czaso-zmiennym potencjalem) sa szczegdlnie wazne w zastosowaniach, poniewaz
pozwalaja badaé zachowanie sie czastek pod wplywem zmieniajacego sie w czasie potencjalu elek-
trycznego.

Poniewaz mozliwosci manipulowania polem elektrycznym (np ksztaltowanie impulséw laserowych)
staje sie coraz bardziej zaawansowana, sterowanie kwantowymi systemami atomowymi i moleku-
larnymi staja sie mozliwe, (Shapiro & Brumer 2003). Teoria sterowania optymalnego ukladami kwan-
towymi jest jednym z wielu wyzwan, ktére wymagaja efektywnych (czyli dokladnych i wydajnych)
metod aproksymacji réwnania (13), ktére nierzadko cechowane sa przez silnie oscylujace potencjaly
elektryczne w duzych przedzialach czasoprzestrzennych.
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Aproksymujac (13) zazwyczaj rozpoczyna sie prace od semidyskretyzacji
() =i(Ks — Dy pult), 30, (14)
gdzie wektor u(t) € CM jest aproksymacja rozwigzania w momentcie ¢, u(0) = ug jest otrzymana
z warunkow poczatkowych, a Ky i Dy (. ;) sa macierzami M X M wymiarowymi reprezentujacymi

dyskretyzacje drugiej pochodnej oraz mnozenie przez potencjal V (-, t), odpowiednio.
Rozwazmy ogdlniejszy przypadek ukladu (14) postaci

u'(t) = A(t)u(t), t>0. (15)

Przyjmujac, ze A(t) = i(K2 — Dy (.)), mozemy rozwiazac ten uklad za pomoca rozwinigcia Magnusa
(Magnus 1954),
u(t) = 2 Du(s), (16)

gdzie O(s,t) € up(C) jest czaso-zmienna macierza rozmiaru M x M, ktérej eksponent ewoluuje od
chwili czasu s do t. Rozwiniecie Magnusa ©O(s,t) uzyskane jest za pomoca nieskonczonego szeregu
5220, Ol (s,1), gdzie kazdy sktadnik ©¥l(s,t) zbudowany jest z k zagniezdzonych calek z k — 1 zag-
niezdzonych komutatoréw (jak ponizej).

W praktyce pracujemy na skonczonych sumach szeregu Magnusa,

= Z Ok (s, ¢
k=1

i propagujemy rozwiazanie w odpowiednio malych krokach czasowych h, u"t! = e®m(tntnthign
aby kontrolowaé¢ btad obciecia. Dla przejrzystosci prezentacji przeanalizujmy tu tylko pierwszy krok
(czasowy),

ul = @My, (17)

rozumiejac, ze O, (h) = ©,,(0, h). Pierwsze wyrazy rozwiniecia 0,,(h) przyjmuja forme
oll(n) = / A(&y)dey,

oll(n) = —5 i [/0 A(&)dgz,A(&)] déy,

o) = o Oh VO&A(ﬁz)dfz, [/D&A(@)d@,A(sl)Hd&

N i/oh [/051 [/062 A(ﬁs)dﬁs,A(ﬁz)] d§2,A(§1)] dg;.

Najprostsze przyblizenie otrzymamy przyjmujac, ze ©1(h) ~ Ol (h),

h h
ul =91yl = exp (/ A(f)df) u’ = exp <ih’C2 - i/ Dv(g)d§> u’
0 0

Operator foh Dy (d§ = D fh V(©)de zazwyczaj aproksymuje sie biorgc wartosé funkeji V' w srodku
0

catkowanego przedzialu, foh V(&)d¢ ~ hV (h/2). Nastepnie stosuje sie dekompozycje Stranga

L. . I
ul = exp(21h162> eXp(_lhDV(h/2)) exp<21th2) u?. (18)

Oczywiste jest, ze aby otrzymac metody wyzszego rzedu musimy uzywacé wiekszej ilosci sktadnikéw
rozwiniecia Magnusa, ktére sa bardzo skomplikowane i kosztowne do obliczen. W omawianej pracy
zajmujemy sie¢ tym wlasnie problemem i proponujemy bezkomutatorowe rozwinigcie Magnusa, ktérego
sktadniki sa takiej struktury i rozmiaréw (w sensie spektralnym), ze iteracje Lanczosa (pochodzace z
metody podprzestrzeni Krylowa) nie sg kosztowne. Wykorzystujac specyficzng strukture (13),
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1. zachowujemy wszystkie zalety rozwiniecia Magnusa i iteracji Lanczosa,

2. pozbywamy sie zagniezdzonych komutatoréw, a zatem wzrostu rozmiaru spektralnego sktad-
nikéw rozwiniecia Magnusa;

3. niezagniezdzone anty-komutatory zachowuja anty-Hermitowskos¢ rozwinigcia, a zatem unitarno$é
rozwigzania i stabilnos¢ metody,

4. zachowujemy calki z rozwiniecia Magnusa do ostatniego momentu w algorytmie, w ten sposéb
mamy wicksze mozliwosci w wyborze ich aproksymacji, co czesto prowadzi do obnizenia kosztu
obliczen.

5. rozwiniecie posiada mniej zagniezdzonych catek. Wyprowadzona przez nas metoda szdstego
rzedu, dla przyktadu, ma tylko dwukrotnie zagniezdzone calki (zamiast czterokrotnego, jak jest
to w standardowym Magnusie). Ta wlasno$¢ nie tylko obniza koszt obliczen, ale réwniez utatwia
analize i asymptotyke aproksymacji.

W kazdej iteracji Lanczosa musimy obliczy¢ ©,v. Jedli ©,,v zbudowane jest z zagniezdzonych
komutatoréw (jak to jest w standardowym rozwinieciu Magnusa), to koszt takich obliczen rosnie
eksponencialnie wzgledem m. Jedli ©,,v nie posiada zagniezdzonych komutatoréw (jak jest to w naszej
metodzie) koszt ros$nie zaledwie liniowo wzgledem m.

Ponadto, majac mozliwosé¢ “przechowania” calek do ostatniego etapu algorytmu, mamy mozliwo$é
pozostania elastycznym wzgledem wyboru odpowiedniej aproksymacji. Czesto okazuje sie, ze catki
te mozna obliczyé¢ analitycznie, a jesli nie, to mozemy wybraé optymalna kwadrature o optymalnym
rzedzie, utrzymujac caltkowity koszt obliczeniowy metody na minimalnym poziomie. Podejécie takie
jest szczegdlnie korzystne, gdy potencjal jest silnie oscylujacy aproksymacja kilkakrotnych catek z jego
pochodnych jest kosztownym procesem.

Gléwny pomyst pracy (5) oparty jest na definicji anty-komutatoréw:

() ::%(foc‘)ﬁJraﬁof), k>0, feCX(IR), (19)

ktore sa symetryczne. Operacje tak zdefiniowanego anty-komutatora na funkcji u, na przyktad, przyj-
muje postaé (f), v = % (fé?’;u + 8§(fu)) Latwo sprawdzi¢, ze dyskretyzacja operatora (f), jest anty-
Hermitowska dla nieparzystych k& i Hermitowska dla parzystych k. To kolejny powdd, dla ktérego
wybér algebry anty-komutatoréw (-), jest optymalny.

Zauwazmy, ze z definicji (19) wynika, ze anty-komutatory sa liniowe, np (2f(0,9) — (0:f)g)y =
2(F(D29)) — (9 f)g)y oraz, ze () = [ 1 (1), = 2

Na ponizszych przykladach widzimy, jak zagniezdzone komutatory moga by¢é wymienione przez
liniowe kombinacje anty-komutatoréw,

[107,1V] = = [{1), (V)] = =2(0:V)y ,
iV, [02,1V]] = = i[(V)o, (L) (V)ol] = 21 ((9:V)?), .
[103, [107,1V]) = = 1[(1)y, (12, (V)oll = 1 (93V) —4i(82V), -

Zgodnie z tym, co wspomniano wczesniej, bezposrednia dyskretyzacja tych operatorow zachowuje
anty-Hermitowsko$¢, co jest niezbedne do zachowania unitarnosci rozwiazania numerycznego (i dla
stabilno$ci metody).

Poza gléwna ideg stosowania anty-komutatoréw wykorzystujemy réwniez odpowiednie sumy czes-
ciowe (segregowane przez wielko$¢ skladnikéw sumy, a nie przez kolejno$é w jakiej dochodza do
rozwiniecia Magnusa), ktére zachowuja symetryczno$é metod, co skutkuje dalszymi uproszczeniami
wyrazen catkowych. Przedstawiamy ogdlny sposéb, w jaki mozna wyprowadzi¢ metode dowolnie wysok-
iego rzedu oraz prezentujemy w szczegdle metode rzedu széstego, ktora przyjmuje nastepujaca forme
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o(h) o(r?) o(n*)

—_—  —
Ou(h) =ihdZ — it 0(h) — 2 @epirn (1)), +1A 0], 4 () + 2 (s (b)) (20)
o (i) o(w)
2 (il o) + Alpaloa (W), + 5 (Alilya(h) + Aol (1),
o (1) o (1)
42 (BB a(h), + 10k a(h) = ©() + 0 (7). (21)
gdzie
e1(h, (&) = h® —4h& + 2C¢,
@a(h, (&) = (h—20)%—2C,
b1(h,C,€) = h?—6h¢ + 6hE +6¢CE + 3¢2 — 1262,
¢2(h,(,€) = h%—6h( 4 6hE — 6CE + 5¢2,
oraz A .
pir) = [ BEhLOV(Q)d. (22)
m= [ [ rncopeventve] aa (23)

a B sg przeskalowanymi wielomianami Bernouliego,
Bj(h,¢) = B (¢/h).

Wykorzystujac liniowo$é anty-komutatoréw, ©4(h) mozemy zapisaé w znacznie prostszej formie,

@4(h) =00+ <01>1 + <92>2 + <93>3 (24)
gdzie
B = —ioo(h) +iA U], () + 3ids (h),
O = ~20uma(h) + tAlpr+ il o) + SA oo+ aly, () (25)

0y = ih+2i02us1(h )
4
s = 3 B s (h).

Zapisujac ©4 w formie (24) jasno widaé, ze rozwiniecie nie posiada zagniezdzonych komutatoréow,
ale zbudowane jest z malej liczby anty-komutatoréw. Co wiecej, liczba koniecznych anty-komutatoréw
rodnie liniowo w stosunku do zadanej dokladnosci (w przeciwienstwie do standardowego rozwiniecia
Magnusa, gdzie nie dos¢, ze zagniezdzone komutatory sg duzo drozsze, to jeszcze ich ilo$¢ roénie
wykladniczo w stosunku do zadanej dokladnosci).

Przypomnijmy, ze anty-komutatory sa pomocne dla unitarnosci, zachowania normy i stabilnosci.
Istotnie, rozwiniecie Magnusa przybiera teraz postaé > oo iF+! (0r), dla pewnych 6, a skladniki
sumy 1”erl (O);. dyskretyzuja sie do form anty-Hermitowskich. Latwo wida¢ wiec, ze cale rozwiniecie
Magnusa jest anty-Hermitowskie, a wiec jego eksponent (rozwiazanie) jest unitarne,

lutll2 = [l exp (Om(h)) u’ll2 = [u]2,
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a wiec norma rozwigzania u jest zachowana. W konsekwencji, unitarno§é¢ gwarantuje stabilnosé naszej
metody niezaleznie od wyboru podzialu czasowego h ani przestrzennego Ax.

(6) Duze oscylacje i potencjal czaso-zalezny w rezimie semiklasycznym

Rozwazmy teraz liniowe réwnanie Schrodingera (TDSE) opisujace ruch czasteczki poruszajacej sie
w czaso-zmiennym polu elektrycznym,

Oou(z,t) . Ou(x,t) .
TR -y +ie  V(z, t)u(x, t), ze[-1,1], t>0, (26)

z warunkiem poczatkowym u(z,0) = ug(x) i z okresowymi warunkami brzegowymi. Jak wyjasnili$my
opisujac wyniki w (5), metody wypracowane w (3) nie moga by¢ zaadoptowane w réwnaniach z
potencjalem czaso-zmiennym. Rozwiazanie zaprezentowane w (5) bazuje na rozpisaniu rozwiniecia
Magnusa w formie anty-komytatoréw oraz na “zachowaniu calek” i aproksymowaniu ich pod koniec
algorytmu. Pracujac w rezimie semiklasycznym zastosowanie tylko tych zabiegéw nie bytoby efektywne.
Dodatkowo nalezy zastosowaé¢ asymptotyczng dekompozycje Zasenhaussa. Takie wlaénie podejécie
zostalo zaproponowane w manuskrypcie (7), ktéry jest obecnie w recenzji w Journal of Computational
Physics. Metoda ta daje spektakularne wyniki jesli potencjal jest silnie oscylujacy. Jesli potencjal nie
oscyluje zbyt szybko, to proponujemy metode opisana w pracy (6), poniewaz jest ona bardzo szybka.
W pracy (6), (podobnie jak w pracach (3) i (5)) nie przechodzimy od razu do semidyskretyzacji,
ale dzialamy w grupach Liego. Podobnie jak w (5) rozwiniecie Magnusa zapisujemy jako sume anty-
komutatoréw (co obniza koszty obliczen, zapewnia unitarno$¢ rozwiazan i stabilno$¢ metody).
Gléwna réznica miedzy metodami opisanymi w pracach (5) i (6) jest to, ze podczas gdy w (5) trzy-
mamy calki “nie zdyskretyzowane”, to w (6) uciekamy si¢ to bazy Munthe-Kaas—Owren. Faktycznie,
okazuje sie, ze wielokrotne catki moga by¢ efektywnie aproksymowane uzywajac doéé prostych jed-
nowymiarowych kwadratur prezentowanych w Munthe-Kaas & Owren (1999). Nasladujac to podejscie,

pobieramy wartosci potencjatu w punktach kwadratury Gaussa—Legendre (t; = h (% — %), ty = %,

t3 =h (% + 1£05>), ktére potem wykorzystujemy , aby uzyskaé “tansze” kwadratury z pochodnych

potencjatu, (Iserles & Norsett 1999). W rezultacie, metoda széstego rzedu sprowadza sie do wzoru

1 1 1 1
O(h) =B —B3 — —|B1, B —— | By, B- ——|B1.|B1, B
(h) 1+ 15 Bs 12[ 15 2]+240[ 2, 3]+360[ 1, [B1, Bs]] )
1

1
RS g B [Bu [Br, Ba]l] + O (h7) )

~ %10 [Ba, [B1, Ba]] +

gdzie dla A(t) = i(K2 — Dy (.4)) spelniajacego (15), Bi, Bz i By maja wartosci:

V15 10

By = hA(t2), By = “22h(A(ts) = A(t1)), Bs = —h(Alts) — 24(t2) + A(h)). (28)

Pochodne potencjatu aproksymujemy w standardowy sposéb

V15 10

Vo=V(t2), Vi = ST(V(t?’) —V(t)), Vo= W(V(tzﬁ) —2V(t2) + V(t1)),

i zuwazamy , ze B1, By i Bz przyjmuja wartosci
By = ihed? —ihe 'V, By =ih?c" Vi, By =ih3c"V%.
Wykorzystujac notacje anty-komutatoréw wyprowadzamy wzér na O, (ktéry ma postaé 3, ¥ ey, (fi)),
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gdzie ¢, € Q oraz fi € C°([—1,1];R), tak, jak bylo to w pracy (5)),

. o I 1
O4 =ihe (1), —ihe ™ (Vi) — ﬁlh% YW, — 6h3 (0:V1),

b (4in%e (92Ve), — i (92Va) + 2k~ (0. V2)(0:V0)),)

360
L o5 1 2 1 5.2 /93 5.2 /45
~ i’ ((0:11) >0 3 (~8h% <axvl>3 +3h%2 (95V1)
=1 (12(821) (0: V) + 4(0:V1)(32V0) ), )
(29)
ktoére moze by¢ dalej uproszczone do
0(8071) 0(530'—1)

1 1

Oy =ihed? — ihe 'V — Eih?’s_lVg — 6h3 (0:V1), (30)

0(65071)

L .5 1 2
+ 5ot (200:12)(0:V0) - 3(0:V1)°)

0(550*1)

_ %;ﬁ ((0:V1)(92V0) +3(0: Vo) (92W1) )
0(55071)

+ %ih"’a CACYE %h%z (02v1), =@+ 0(7).

O ile w przypadku pracy (5) nie pracowaliSmy w rezimie semiklasycznym, o tyle tutaj mamy do
czynienia z wciaz kosztownymi (duzymi w sensie spektralnym) skladnikami sumy rozwiniecia Magnusa.
W zwiazku z tym adaptujemy pomyst opracowany w (3) i wyprowadzamy asymptotyczng dekompozycje

Zassenhausa,
Lyylol 1yl lyyl2l ywBl 1yl Lyl 1yl To—
O1 — o2 €2 e2 V2 e2 €2 + 0O (5 7 1) ) (31)

€
gdzie
Wl —iend? = O (E”’l) ,
wll = —ie ' =0 (6"_1) ,
w2l zéis’lh?’ (2(8:V0)? = Va) — %h?’ (0:V1), + éish?’ <a§vo>2 =0,

WEI = iel(01V0) — osie™ 1 (13(070)2(02V0) + B(0:14)? — 12(0,V2)(0aV0))

+ (201 (02VA) — (0. VR)(@2V)),

1
— —o=ieh? (127(0.V5) (93 Vo) + 130(02Vp)? - 18(a§v2)>2

720
+ %62]15 <a§‘/i>3 — £153h5 <8§Vb>4 =0 (650—1) ‘

BIEZACE 1 PLANOWANE PROJEKTY OPARTE NA OPRACOWANYCH METODOLOGIACH (1)—(6)

Zakres tematyki poruszanej w pracach (1)—(6) dotyczy problematycznych aspektéw metod obliczeniowych
dla réwnan rézniczkowych typu ewolucyjnego. Zaproponowawszy rozwiazania dla krytycznych prob-
leméw obliczeniowych zdobytam doswiadczenie i sposoby, ktére teraz moge taczyé i zmieniaé tak,
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aby budowaé efektywne metody dla szerszej gamy ewolucyjnych rownan rézniczkowych. W ostatnim
roku (2017) przyznano mi dwa granty NCN w ktérych wdrazam metody oparte na pomystach prac
(1)-(6). Grant HARMONTIA skupiony jest na ewolucyjnych réwnaniach rézniczkowych stosowanych
w mechanice kwantowej, a grant SONATA na takich réwnaniach z zastosowaniami w biologii. Od
dhuzszego czasu pracuje nad tematyka, ktorej podwaliny zostaly opisane w prezentowanym cyklu prac

(1)-(6):

e Dowdd zbieznosci metody zaproponowanej w (4) oraz przyklady numeryczne przedstawiajace
obliczenia w sensie odleglosci Fortet-Movier zostaly opisane w (8) i sa obecnie w recenzji w
SINUM. Obecnie, razem z José Carrillo (Imperial College), Piotrem Gwiazda (IMPAN) i Ag-
nieszka Swierczewska-Gwiazda (UW, Warszawa) pracujemy nad podniesieniem rzedu zbieznosci
metody EBT. W zwiazku z tym wdrazamy tu metody dekompozycji pola wektorowego ((3),
(5)1(6))). Oczywiscie metoda Stranga moze by¢ wykorzystana, ale jesli chcemy uzyskaé lepsza
precyzje aproksymacji, to musimy propagowaé czas w przestrzeni zespolone;j.

e Wyniki otrzymane w (5) i (6) prowadza bezposrednio to teorii sterowania optymalnego w me-
chanice kwantowej, co jetst tematem projektu wspélnego z Arieh Iserlesem (University of Cam-
bridge, UK), Sina Ober-Blobaum (University of Oxford, UK), oraz Pranavem Singhiem (Uni-
versity of Oxford, UK). Na tej tematyce planuje sie réwniez skupi¢ w czasie szesciomiesiecznego
semetru w Isaac Newton Institute (Cambridge), Geometry, compatibility and structure preser-
vation in computational differential equations (Jesien 2019), do ktérego zostatam zaproszona.

o We wspolpracy z Yifa Tang z Chinskiej Akademii Nauk pracujemy nad wyprowadzeniem dekom-
pozycji Zassenhausa dla réwnania Kleina—Gordona. Réwniez w tym przypadku zaobserwowal-
ismy redukcje rozmiary (spektralnego) komutatoréw, tak jak to bylo w (3).

e Od prawie roku pracuje nad moim wlasnym projektem, w ktérym wyprowadzam kompaktowe
metody wyzszego rzedu, dla rébwnania Schrodingera, (te metody beda mogly byé tatwo zaadop-
towane dla réwnania Diraca). Wykorzystuje tu formalizmy opracowane w (3) i (5) razem z
wykorzystaniem bazy Grobnera. Ukonczywszy prace nad tym projektem, planuje potaczy¢ sity
z Reinoutem Quispelem (La Trobe University, Melbourne), ktéry jest autorytetem w metodach
dekompozycji tak, aby uogélni¢ méj wynik.

e We wspoélpracy z Weizhu Bao (National University of Singapore, Singapore), Arieh Iserlesem
(University of Cambridge, UK), Pranavem Singhiem (University of Oxford, UK) oraz Jia Yin
(National University of Singapore, Singapore) pracujemy obecnie nad metoda czwartego rzedu
dla réwnania Diraca w polu elektrycznym generowanym przez laser.

e Obecnie w wspolpracy z Othmarem Kochem (University of Vienna, Austria), Winfriedem Auzin-
gerem (Technical University of Vienna, Austria) i Pranavem Singhiem (University of Oxford, UK)
pracujemy nad zastosowaniem metody adaptacji kroku czasowego w metodzie dekompozycji z
pracy (3), aby podnie$é wydajnosé naszej metody.

e We spélpracy z Othmarem Kochem (University of Vienna, Austria), Winfriedem Auzingerem
(Technical University of Vienna, Austria), Pranavem Singhiem (University of Oxford, UK) i
Haraldem Hofstatterem (University of Vienna, Austria) wyprowadziliémy niedawno nowa metode
dekompozycji dla uktadu réwnan ogniw stonecznych.

e Niedawno rozpoczelam wspélprace z Shevem MacNamara (Sydney University of Technology) i
Arieh Iserlesem (University of Cambridge) nad réwnaniami rézniczkowymi w biologii matematy-
cznej, w szczegblnosci analizujemy Master Equation i jego numeryczne (zachowujace strukture)
rozwiazania.

e Wyniki pracy (5) rozszerzamy do przypadku stochastycznego réwnania Schrodingera we wspotpracy
z Tomaszem Szarkiem (University of Gdansk) i Pranavem Singhiem (University of Oxford, UK).
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Prace zwigzane z tematyka rozprawy habilitacyjnej

(7) Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, Solving Schrédinger equation in semiclassical
regime with highly oscillatory time-dependent potentials,
w recenzji w Journal of Computational Physics,

(8) José A. Carrillo, Piotr Gwiazda, Karolina Kropielnicka, Anna Marciniak-Czochra, The Escalator
Bozcar Train method for a system of age-structured equations in the space of measures,
w recenzji w SIAM Journal of Numerical Analysis,

(9) Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, Compact schemes for laser-matter interac-
tion in Schrédinger equation,

w recenzji w Computer Physics Communications,

Prace (7) i (9) poswiecone sa réwnaniu Schrodingera z potencjalem czaso-zmiennym. W (7)
koncentrujemy sie¢ na rezimie semiklasycznym. Wyprowadzamy bezkomutatorowe rozwiniecie Mag-
nusa, ktére zachowuje “nieruszone calki”, i wyprowadzamy dekompozycje Zassenhausa, ktore jest
konieczno$cig w rezimie semiklasycznym. W pracy poréwnujemy te metode z innymi wiodacymi meto-
dami. Nasze podejscie nie tylko jest duzo tansze obliczeniowo, ale réwniez uzyskujemy istotnie mniejsza
stala bledy (co znaczy lepsza aproksymacje).

Praca (9) oparta jest na zupelnie innym pomysle, gdzie wyprowadzamy tak zwana metode kom-

paktowq dla réwnania Schrodingera opisujacego ruch czastek w polu elektrycznym strerowanym przez
laser.
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Figure 4: Performance of various schemes for laser-matter interaction in the semiclassical regime.

Aby zilustrowaé¢ wydajno$é nowo wyprowadzonych metod skupmy sie na konkretnym przyktadzie,
gdzie parametr semiklasyczny ¢ = 1072 (w wielu zastosowaniach parametr ten moze by¢ jeszcze
mniejszy. Wtedy nasze metodologie wypadaja jeszcze lepiej w poréwnaniu do innych znanych schematéw).
Przyjzyjmy sie ewolucji Gaussowskiego pakietu falowego (z zerowym poczatkowym momentem),

uo(x) = (6m) " exp (= (= 20)%)/(20)), w0 = =25, 6 =107,
pod wplywem czaso-zmiennego potencjalu,

Vb(z) = ta* — 222,
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Jak widzimy na wykresie (Figure 4, lewa kolumna), rozwiazanie, up(T'), zostaje “uwiezione w lewej
studni potencjatu az do czasu T = 2.5. Jesli jednak pole elektryczne pobudzimy laserem,

Ve(z,t) = Vp(x) + e(t)z,

mozemy “zmusi¢” rozwiazanie ue(7T') do przesuniecia si¢ do prawej studni potencjatu. Laser rozwazany
w opisywanym przykladzie ma postaé

e(t) = 10 exp(—10(t — 1)) sin((500(t — 1)* + 10)),

o bardzo silnie oscylujacym profilu czasowym, co jest zilustrowane na wykresie (Figure 4, srodkowa
kolumna).

Wydajno$é naszej metody jest przedstawiona na wykresie (Figure 4, prawa kolumna). Pierwsza
z poréwnywanych metod (rzedu szdéstego) jest zoptymalizowana metoda bezkomutatorowa zapro-
ponowana w (Alvermann & Fehske 2011), ktéra niewatpliwie do tej pory stanowila najlepsza opcje
dla analizowanego problemu. W tej metodzie trzeba uzy¢ 10 iteracji Lanczosa, stad jej nazwa 6AF10.
Metoda szdstego rzedu zaproponowana w pracy (6) oznaczona jest przez 6BIKS, i ilustruje duza
poprawe efektywnosci w poréwnaniu do 6AF10 dzieki asymtotycznej naturze dekompozycji Magnusa—
Zassenhausa. Zauwazmy, na przykltad, ze metoda 6AF10 jest bezuzyteczna jesli potrzebujemy doktad-
noéci rzedu 1077,

Metoda szdstego rzedu 6IKS opisana w (7), opisuje istotne ulepszenie w stosunku do metody
z pracy (6). Dzieje sie tak dlatego, ze potencjal jest wysoko oscylujacy a zachowujac —nieruszone
calki”, dyskretyzujemy je bardzo niskim kosztem pod koniec schematu. Pod koniec przedstaiamy
metode opracowana w (9), jest to metoda zaledwie czwartego rzedu, a jest na tyle efektywna, ze
$mialo konkuruje z pozostalymi metodami, ktére sa szdéstego rzedu. Nalezy podkresli¢ jednak, ze
metoda opracowana w (9) jest bardzo wyspecjalizowana dla potencjatu bedacego laserem (ale takie
wlasnie potencjaly sa najczesciej wykorzystywane w teorii sterowania optymalnego!)

W pracy (8) dowiedli$my zbieznosci schematu EBT, ktéry wyprowadzony byt w (4). Zadnie to jest
trudne z powodu postawienia problemu z przestrzeni nieujemnych miar Radona. W (8) zaprezentowal-
iSmy tez przyklady numeryczne, ktore zilustrowaly rozwazania teoretyczne. Miedzy innymi pokazal-
i$my, ze blad metody EBT liczony metryce wahania catkowitego (Total Variation) nie zbiega do zera!
Dopiero obliczenia w sensie odleglosci Forter-Mouriera potwierdzity zbiezno$é metody. Dodatkowym
atutem pracy jest przeprowadzenie obliczen dotyczacych odlegtosci Wasserstaina w przypadku 2D.
Takie obliczenia sa bardzo kosztowne i zastosowaliSmy tu nietrywialng metode iteracji Bergmana
oparta na wprowadzeniu metody relatywnej entropii.

Prace dotyczace metod réznicowych

(10) Z. Kamont, K. Kropielnicka Implicit difference methods for evolution functional differential equa-
tions, Numerical Analysis and Applications, 4, 2011, no. 4, 294-308

(11) Z. Kamont, K. Kropielnicka Comparison of explicit and implicit difference schemes for parabolic
functional differential equations, Annales Polonici Mathematici 103, 2012, 135-160

(12) K. Kropielnicka, L. Sapa Estimate of solutions for differential and difference functional equations
with applications to difference methods, Applied Mathematics and Computation, 217, 2011, no.
13, 6206 - 6218

(13) Z. Kamont, K. Kropielnicka Numerical method of lines for parabolic functional differential equa-
tions, Applicable Analysis, 88, 2009, no. 12, 1631 - 1650

(14) Z. Kamont, K. Kropielnicka Implicit difference functional inequalities corresponding to first-
order partial differential functional equations, Journal of Applied Mathematics and Stochastic
Analysis, 2009, Article ID 245720

(15) Z. Kamont, K. Kropielnicka Implicit difference functional inequalities and applications, Journal
of Mathematical Inequalities, 2, 2008, no. 3, 407-427
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(16) K. Kropielnicka Numerical method of bicharacteristic for quasilinear hyperbolic functional dif-
ferential systems, Commentationes Mathematicae, 45, 2005, no.1, 91-109.

(17) Z. Kamont, K. Kropielnicka Differential difference inequalities related to hyperbolic functional
differential systems and applications, Mathematical Inequalities and Applications, 8, 2005, no.4,
655-674.

Powyzsze prace dotycza problematyki schematéw réznicowych, ale nie sa zwigzane z tematyka mojego
doktoratu. Prace (16) i (17) po$wiecone sa réwnaniom hiperbolicznym. Nieréwnosci i oszacowania
analizowane sa w pracach (12), (14) oraz (15). W pozostalych artykutach skupiam si¢ schematach
réznicowych uwiktanych.

Prace zwigzane z moim doktoratem

(18) K. Kropielnicka Implicit difference methods for quasilinear parabolic functional differential prob-
lems of the Dirichlet type, Applicationes Mathematicae, 35, 2008, no.2, 155-175.

(19) K. Kropielnicka Implicit difference methods for parabolic functional differential problems of the
Neumann type, Nonlinear Oscillations, 11, 2008, no. 3, 329-347

(20) K. Kropielnicka Implicit difference methods for quasilinear parabolic functional differential sys-
tems, Universitatis lagellonicae. Acta Mathematica, 45, 2007, 175-195

(21) K. Kropielnicka Stability of implicit difference equations generated by parabolic functional differ-
ential problems, Computational Methods in Applied Mathematics, 7, 2007, no.1, 68-82.

(22) K. Kropielnicka Difference methods for parabolic functional differential problems of the Neumann
type, Annales Polonici Mathematici, 92, 2007, no. 2, 163-178

(23) K. Kropielnicka Convergence of implicit difference methods for parabolic functional differential
equations, International Journal of Mathematical Analysis, 1, 2007, no. 6, 257 - 277

(24) K. Kropielnicka Implicit difference method for nonlinear parabolic functional differential systems,
Demonstratio Mathematica, 39, 2006, no.3, 711-728

(25) K. Kropielnicka Implicit difference method for parabolic functional differential equations, Func-
tional Differential Equations, 13, 2006, no. 3-4, 483-510.

Powyzsze artykuly stanowiag cykl prac poswieconych uwiklanym schematom réznicowym dla parabol-
icznych réwnan rézniczkowo-funkcyjnych.
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