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• Dyplom doktora nauk matematycznych, Uniwersytet GdaÒski, grudzieÒ 2007
tytu≥ rozprawy: Uwik≥ane metody róønicowe dla parabolicznych równaÒ róøniczkowo funkcyjnych,
(z wyróønieniem; promotor – Prof. Dr Hab. Z. Kamont)

• Dyplom magistra matematyki, Uniwersytet GdaÒski, listopad 2001
tytu≥ rozprawy:Logika temporalna struktur czÍúciowo uporzπdkowanych

Dotychczasowe zatrudnienie

• Od paüdziernika 2016
Adiunkt
Intstytut Matematyczny,
Polskiej Akademii Nauk,

• Od paüdziernika 2014
Adiunkt
Wydzia≥ Matematyki, Fizyki i Informatyki,
Instytut Matematyki, Uniwersytet GdaÒski,

• Paüdziernik 2012 – wrzesieÒ 2014
Urlop wychowawczy

• WrzesieÒ 2010 – Paüdziernik 2012
Staø podoktorski (opiekun Prof. Arieh Iserles)
Department of Applied Mathematics and Theoretical Physics
Centre for Mathematical Sciences, University of Cambridge, UK

• Marzec 2008 – sierpieÒ 2010
Adiunkt
Wydzia≥ Matematyki, Fizyki i Informatyki,
nstytut Matematyki, Uniwersytet GdaÒski,

• Paüdziernik 2004 – grudzieÒ 2007
Doktorantka
årodowiskowe studia doktoranckie w zakresie matematyki i w zakresie informatyki prowadzone
przez Wydzia≥ Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego przy udziale
Wydzia≥u Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu GdaÒskiego oraz Wydzia≥u Matem-
atyki i Informatyki Uniwersytetu Miko≥aja Kopernika

• Paüdziernik 2003 – Luty 2008
Asystentka
Wydzia≥ Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej, Politechnika GdaÒska

• July 2000 – May 2002
Programistka
Laboratorium Matematyczno-Informatyczne LabNet S.A., GdaÒsk
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RozpoznawalnoúÊ w úrodowisku naukowym

W ostatnim roku moja praca zosta≥a doceniona nastÍpujπcymi wyróønieniami:
2017–2020: Grant NCN (HARMONIA),

projekt nr. 2016/22/M/ST1/00257, kierownik,
Nowoczesne metodologie numeryczne w mechanice kwantowej.

2017–2020: Grant NCN (SONATA),
projekt nr. 2016/23/D/ST1/02061, kierownik,
Metody czπstek w biologii matematycznej.

Czerwiec 2017: Zaproszenie do wyg≥oszenia wyk≥adów w szkole letniej i warsztatach
Focus Activity on Mathematicaland Computational Methods in Quantum
and Kinetic Problems w Computational Science Research Center, Pekin.

Czerwiec 2017: Zaproszenie do wyg≥oszenia wyk≥adów w Jiatong University, Xi’an, Chiny.
Lipiec 2017: Zaproszenie do wyg≥oszenia referatu w mini sympozjum na konferencji

Foundations of Computational Mathematics FoCM 2017, Barcelona, Hiszpania,
SierpieÒ 2017: Zaproszenie do wyg≥oszenia wyk≥adów na konferencji Advances in mathematical

modelling and numerical simulation of superfluids, Rouen, Francja.
WrzesieÒ 2017: Zaproszenie do wyg≥oszenia wyk≥adów na konferencji From computation

to information: recent advances in numerical analysis, Cambridge, UK.
WrzesieÒ 2017: Zaproszenie do wyg≥oszenia wyk≥adów w mini sympozjum w konferencji

Scientific Computation and DiÄerential Equations, SciCADE 2017, Bath, UK.
StyczeÒ 2018: Zaproszenie do wyg≥oszenia wyk≥adów na konferencji

Transport phenomena in mathematical biology, Warszawa
Lipiec 2018: Zaproszenie do wyg≥oszenia wyk≥adów na konferencji

Algebraic and geometric aspects of numerical methods for diÄerential equations,
Mittag-LeÜer Institute, Sztokholm, Szwecja

Lipiec–grudzieÒ 2019: Zaproszenie do udzia≥u w szeúciomiesiÍcznym programie Geometry, compatibility and
structure preservation in computational diÄerential equations,
Isaac Newton Institute, Cambridge, UK.

Udzia≥ we wszystkich spotkaniach (z wyjπtkiem mini sympozjów w konferencjach FoCM i SciCADE)
finansowane by≥y (lub bÍdπ) przez strony zapraszajπce.

Wskazanie osiπgniÍcia wynikajπcego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca

2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule

w zakresie sztuki (Dz. U. 2016 r. poz. 882 ze zm w Dz. U. z 2016 r. poz. 1311.)

Rozprawa habilitacyjna zatytu≥owana

Zaawansowane metodologie obliczeniowe dla ewolucyjnych równaÒ róøniczkowych

sk≥ada siÍ z cyklu szeúciu prac:

(1) Karolina Kropielnicka, Implicit diÄerence methods for parabolic FDE on cylindrical domains.
Dynamic Systems and Applications 19, (2010) no. 3-4, 557–575,

(2) Marissa Condon, Alfredo Deaño, Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, EÖcient computation of
delay diÄerential equations with highly oscillatory terms. ESAIM. Mathematical Modelling and
Numerical Analysis 46, (2012) no. 6, 1407–1420,

(3) Philipp Bader, Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, EÄective approximation for
the semiclassical Schrödinger equation. Foundations of Computational Mathematics 14 (2014)
no. 4, 689–720,
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(4) Piotr Gwiazda, Karolina Kropielnicka, Anna Marciniak-Czochra, The escalator boxcar train
method for a system of age-structured equations. Networks and Heterogeneous Media 11 (2016),
no. 1, 123–143.

(5) Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, Magnus-Lanczos methods with simplified
commutators for the Schrödinger equation with a time-dependant potential, SIAM Journal of
Numerical Analysis, (2018), DOI 10.1137/17M1149833.

(6) Philipp Bader, Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, EÖcient methods for linear
Schrödinger equation in the semiclassical regime with time-dependent potential. Proceedings of
the Royal Society A. 472 (2016), no. 2193,

Zarys tematyki badawczej

Znaczenie równaÒ róøniczkowych, jako wiodπcego narzÍdzia matematycznego do opisywania zjawisk
codziennego øycia nie wymaga t≥umaczenia. Równania róøniczkowe sπ dominujπcym instrumentem w
formu≥owaniu modeli matematycznych w nauce i inøynierii.
Po sformu≥owaniu i przeanalizowaniu zagadnienia róøniczkowego zazwyczaj konieczne jest znalezie-

nie jego rozwiπzania. Jako øe niewiele równaÒ róøniczkowych moøna rozwiπzaÊ analitycznie, aproksy-
macja numeryczna jest jedynym rozwiπzaniem. Koncentracja na metodach obliczeniowych nie oznacza
jednak, øe w jakikolwiek sposób porzucamy matematykÍ. Po dyskretyzacji, równania róøniczkowe
sπ nadal obiektami matematycznymi (prawdopodobnie nawet bardziej skomplikowanymi obiektami
matematycznymi!) i muszπ byÊ analizowane z pe≥nym arsena≥em narzÍdzi matematycznych.
Metody obliczeniowe równaÒ róøniczkowych sπ jednπ z najwiÍkszych i najszybciej rozwijajπcych siÍ

dziedzin matematyki numerycznej, o kluczowym znaczeniu dla zastosowaÒ. RóønorodnoúÊ, znaczenie i
dynamika rozwoju równaÒ róøniczkowych wymusza szybkie tempo i szeroki zakres rozwoju odpowied-
nich narzÍdzi numerycznych.
Istniejπ dwie niepoøπdane tendencje w matematyce obliczeniowej: (1) stosowanie bardzo wyrafi-

nowanych metod do prostych, nierealistycznych problemów, (2) stosowanie zbyt prymitywnych metod
do realnych zagadnieÒ w zastosowaniach. Pierwszy nurt prowadzi do niekoÒczπcych siÍ publikacji z
byÊ moøe piÍknymi matematycznymi teoriami, ale ma niewiele zwiπzku z zastosowaniami. Drugi nurt
poúwiÍca piÍkno i skutecznoúÊ matematyki dla bezmyúlnych i kosztownych obliczeÒ. W swojej pracy
staram siÍ omijaÊ te tendencje i skupiaÊ siÍ na specyficznych, wysoce nietrywialnych problemach tak,
aby znaleüÊ optymalne metody dedykowane dla konkretnego zagadnienia. Takie, które wprowadzajπ
nowe spojrzenie na problem i które moøna zaadoptowaÊ do innych równaÒ. Aby to zrobiÊ, trzeba
siÍgnπÊ po nietrywialne narzÍdzia matematyczne, takie jak algebra Liego, metody spektralnej kolokacji,
metody optymalizacji, metody kompozycji i dekompozycji pola wektorowego, przestrzenie nieujemnych
miar Radona, odleg≥oúÊ Fortet-Mourier, odleg≥oúÊ w sensie Kullbacka-Liebera i wiele innych.

Cykl prezentowanych prac ilustruje rozwój moich zainteresowaÒ naukowych po uzyskaniu stop-
nia doktora. W kaødej z prac koncentrujÍ siÍ na równaniu róøniczkowym typu ewolucyjnego, które
(z jakichú powodów) sprawia istotne k≥opoty obliczeniowe. Sπ to na przyk≥ad: argument funkcyjny
w równaniu ewoluujπcym w cylindrycznym obszarze, ekstremalnie wysokie oscylacje rozwiπzania lub
trudne (nielokalne i nieliniowe) warunki brzegowe uk≥adu sprzÍøonych (nieliniowo i nielokalnie) równaÒ
róøniczkowych czπstkowych. W kaødym z problemów skupiam siÍ na optymalnej strategii umoøliwia-
jπcej szybkie i dok≥adne obliczenia. Prace te doprowadzi≥y do opracowania metod, które mogπ byÊ
modyfikowane i stosowane w podobnych zagadnieniach. Teraz, po opracowaniu prezentowanych w tej
rozprawie technik jestem w stanie wykorzystaÊ je w dalszych badaniach dotyczπcych jeszcze trud-
niejszych zagadnieÒ.
Zanim przejdÍ do dok≥adnego opisu moich wyników, przedstawiÍ po krótce ich zakres i tematykÍ.

(1) Argument funkcyjny i nieregularny brzeg

Wpierwszym artykule rozwaøam uwik≥ane schematy róønicowe dla parabolicznych równaÒ róøniczkowo-
funkcyjnych ewoluujπcych w obszarach cylindrycznych. W zwiπzku z tym wprowadzam tu odpowiednie
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operatory róønicowe aproksymujπce drugπ pochodnπ (mieszanπ) funkcji na nieregularnych siatkach.
Ponadto proponujÍ (pewnego rodzaju) uwik≥any schemat róønicowy. Schematy takie zwykle kojarzπ
siÍ ze stosowaniem kosztownych metod iteracyjnych. DziÍki zastosowaniu uwik≥ania tylko do newral-
gicznych operatorów wystÍpujπcych w równaniu otrzymujemy uk≥ad równaÒ liniowych, które moøna
≥atwo obliczyÊ (w przeciwieÒstwie do uk≥adów równaÒ nieliniowych, gdzie trzeba stosowaÊ metody
iteracyjne). Warto podkreúliÊ, øe argumenty funkcjonalne pojawiajπce siÍ w analizowanym problemie
mogπ byÊ opóünieniem (w czasie), adwekcjπ (w przestrzeni), ca≥kπ (w czasie i / lub przestrzeni) lub
kombinacjπ tych wszystkich. PrawdÍ mówiπc, zdobywszy doúwiadczenie w najnowszych trendach nu-
merycznych moja obiektywna opinia na temat tych metod jest mniej entuzjastyczna: niestety, w wielu
przypadkach metody róønic skoÒczonych sπ nieskuteczne. Jednak uøycie niestandardowych operatorów
róønicowych na siatkach nieregularnych jest nietrywialne w tym kontekúcie i dzia≥a równieø z bardzo
ogólnymi argumentami funkcjonalnymi (spe≥niajπcymi jedynie warunek typu Perrona). Sπ to powody
dla których uwaøam, øe analiza tego problemu i dowód jego zbieønoúci sπ interesujπce, pomys≥owe i za-
awansowane matematycznie. Uzyskawszy doúwiadczenie w metodach dekompozycji pola wektorowego
(prace (3), (5) i (6)), pracujÍ obecnie nad ich zastosowaniem do równaÒ parabolicznych róøniczkowo-
funkcyjnych na zbiorach cylindrycznych. W przeciwieÒstwie do metod dekompozycji które do tej pory
stosowa≥am, bÍdÍ musia≥a uciec siÍ do propagacji czasu w przestrzeni zespolonej.

(2) Opóünienie w czasie i wysokie oscylacje

W czasie staøu podoktorskiego zaczÍ≥am pracowaÊ nad silnie oscylujπcym równaniem róøniczkowym z
argumentem funkcyjnym (w tym przypadku opóünieniem), praca (2). Zagadnienia o wysoko oscylujπ-
cych rozwiπzaniach sπ wszechobecne w zastosowaniach, a ich dyskretyzacja jest niezwykle trudna. W
ciπgu ostatnich dwudziestu lat sta≥y siÍ one g≥ównym obszarem badaÒ numerycznych. W szczególnoúci
dotyczy≥o równaÒ róøniczkowych zwyczajnych z wymuszonymi oscylacjami. Opracowano wiele metod
bazujπcych na narzÍdziach analizy asymptotycznej, jednakøe nie analizowano równaÒ z opóünieniem.
Równania takie majπ zastosowania szczególnie w elektrotechnice (transmisja sygna≥ów o wysokiej czÍs-
totliwoúci na masztach telefonii komórkowej). Metody róønic skoÒczonych stosowane w (1) okaza≥y siÍ
tu bezuøyteczne z uwagi na wysokie oscylacje rozwiπzaÒ. Pomys≥ przedstawiony w pracy (2) polega
na zastosowaniu pewnego wzorca rozwiπzania (tzw ansatz ) – zmodyfikowanego rozwiniÍcia Fouriera,
oraz wyznaczeniu jego wspó≥czynników. Nasze zadanie polega≥o na znalezieniu odpowiedniego wzorca
rozwiπzania i na udowodnieniu, øe jego sk≥adowe nie sπ zagadnieniami oscylujπcymi - a wiÍc ≥atwo
poddajπcym siÍ obliczeniom. Dodatkowo moøna zauwaøyÊ, øe im wyøsze wymuszone oscylacje zagad-
nienia wyjúciowego, tym szybciej zbieøna metoda! Wynika to z dobrze przemyúlanej konstrukcji wzorca
rozwiπzania.

(3) Obliczenia w mechanice kwantowej i wysokie oscylacje

Równanie Schrödingera w ujÍciu semiklasycznym – równanie róøniczkowe czπstkowe cechujπce siÍ
ekstremalnie wysokimi oscylacjami rozwiπzania, które zachowujπ szereg w≥asnoúci jakoúciowych (np
zachowanie energii czy ewolucji pakietów falowych). Oczekujemy, øe w≥asnoúci jakoúciowe zachowywane
bÍdπ równieø przez rozwiπzania przybliøone. Metody numeryczne zachowujπce takie w≥aúnie cechy
jakoúciowe wpadajπ w nurt tzw ca≥kowania geometrycznego (geometric integration).
Praca nad artyku≥em (3) zajÍ≥a wiele lat i przesz≥a róøne ewolucje, aby w koÒcu zaproponowaÊ

zupe≥nie nowe rozwiπzanie dla równaÒ w ujÍciu semiklasycznym – Asymptotyczna Dekompozycja
Zassenhausa. Zaproponowanie innowacyjnego i efektywnego podejúcia nie by≥o ≥atwe, poniewaø istnieje
wiele strategii obliczeniowych dla równania Schrödingera, jako øe gra ono g≥ównπ rolÍ w mechanice
kwantowej i chemii teoretycznej. Jak siÍ okazuje, asymptotyczna dekompozycja Zassenhausa zosta≥a
powszechnie zaakceptowana jako najnowoczeúniejsza metoda w tej dziedzinie. Trwajπ prace innych
naukowców aplikujπcych zaproponowane przez nas rozwiniÍcie do innych równaÒ w mechanice kwan-
towej i chemii teoretycznej.
W niepublikowanym raporcie technicznym (Iserles & Kropielnicka 2011) zasugerowaliúmy wyko-

rzystanie spektralnej metody kolokacji (jako bardzo efektywnej dyskretyzacji) w przestrzeni i wprowadzil-
iúmy wspomnianπ metodÍ dekompozycji (symetrycznπ, asymptotycznπ dekompozycja Zassenhausa).
Podejúcie to zosta≥o póüniej poprawione we wspó≥pracy z Philippem Baderem (obecnie na Uniwersyte-

4



cie w Castellón, w Hiszpanii) oraz z Pranavem Singhem (obecnie w Oksfordzie, w Wielkiej Brytanii),
pracujπc w przestrzeni nieskoÒczonie wymiarowych operatorów. Praca ta zosta≥a opublikowana w
wiodπcym w analizie numerycznej czasopiúmie, Foundations of Computational Mathematics. To pode-
júcie otworzy≥o ca≥kowicie nowπ teoriÍ, która jest dynamicznie rozwijana nie tylko przez nasz zespó≥,
ale równieø przez innych naukowców. Ta w≥aúnie praca bÍdzie szczególnie dok≥adnie opisana w dalszej
czÍúci autoreferatu.

(4) Nielokalne i nieliniowe warunki brzegowe

Równolegle do metod dekompozycji dla równaÒ wysoko oscylujπcych zaczÍ≥am pracowaÊ w obszarze
modeli dla populacji ze strukturπ, gdzie w celu podniesienia rzÍdu zbieønoúci schematów wprowadze-
nie metod dekompozycji jest nieuniknione. Dok≥adniej, wraz z Piotrem Gwiazdπ (Polska Akademia
Nauk) i AnnπMarciniak-Czochrπ (Uniwersytet w Heidelbergu) zainteresowaliúmy siÍ sprzÍøonym uk≥a-
dem równaÒ transportu o nieliniowych i nielokalnych warunkach brzegowych. Oczywiúcie moøna tu
zastosowaÊ metodÍ charakterystyk, jednak ze wzglÍdu na potrzeby biologii obliczeniowej lepiej jest
odwo≥ywaÊ siÍ do innych metod, które dla praktyków sπ intuicyjne i kompatybilne z obserwacjami i
pomiarami rzeczywistoúci. Sπ to tak zwane metody Escalator Boxcar Train (EBT), które dzia≥ajπ w
podobny sposób do metody czπstek powszechnie wykorzystywanej w fizyce. Klasyczne metody EBT sπ
rzÍdu pierwszego, majπ jednak potencja≥ do zwiÍkszenia dok≥adnoúci dziÍki zastosowaniu odpowiednich
metod dekompozycji. W pracy (4) wyprowadziliúmy metodÍ Escalator Boxcar Train dla modeli pop-
ulacji dwu-p≥ciowych. ZbieønoúÊ tej metody zosta≥a ostatnio udowodniona z jeszcze jednym wspó≥au-
torem, José Carrillo (Imperial College London, Wielka Brytania), w (8). Obecnie we wspó≥pracy z
José Carrillo, Piotrem Gwiazdπ i Agnieszkπ åwierczewskπ-Gwiazdπ (Uniwersytet Warszawski) pracu-
jemy nad podniesieniem rzÍdu zbieønoúci metody dziÍki metodom dekompozycji. Praca (4) jest bardzo
ciekawa ze wzglÍdu na postawienie problemu w przestrzeni nieujemnych miar Radona i ze wzglÍdu
na prowadzenie nietrywialnych obliczeÒ w sensie odleg≥oúci Fortet-Mourier. Ponadto praca (4) jest
pierwszym etapem duøego projektu, w którym miÍdzy innymi wprowadzamy metody dekompozycji
pola wektorwego, które wykorzystywane sπ w (3), (5) i (6) . Obecnie prowadzÍ projekt, ”Metody
Czπstek w Biologii Matematycznej”, który jest finansowany przez Grant Narodowego Centrum Nauki
(SONATA) i oparty na idei podnoszenia dok≥adnoúci metod zaproponowanych w pracy (4) poprzez
dwa czynniki: (a) postawienie problemu w przestrzeniach Soboleva, (b) wprowadzanie metod dekom-
pozycji pola wektorowego.

(5) Duøe oscylacje i potencja≥ czaso-zaleøny

Wyniki zawarte w pracy (3) opracowane zosta≥y dla równaÒ w ujÍciu semi-klasycznym i dedykowane
sπ dla przypadków, gdzie potencja≥ nie zaleøy od czasu. W ciπgu ostatnich dwudziestu lat, miÍdzy
innymi ze wzglÍdu na znaczenie teorii sterowania w fizyce kwantowej, obserwujemy zainteresowanie
równaniem Schrödingera z potencja≥em czaso-zaleønym, czÍsto mocno oscylujπcym zarówno w czasie
jak i w przestrzeni. Artyku≥ (5) dotyczy tego w≥aúnie problemu. W przeciwieÒstwie do pracy (3)
równanie jest tutaj sformu≥owane w jednostkach atomowych, a nie w ujÍciu semi-klasycznym. Z tego
powodu w (5) nie odwo≥ujemy siÍ do dekompozycji Zassenhausa, ale zmagamy siÍ z innπ trudnoúciπ
- potencja≥em czaso-zaleønym. Pokazujemy, øe rozwiniÍcie Magnusa w po≥πczeniu z metodπ Kry≥owa-
Lanczosa jest wystarczajπca, o ile wprowadzimy bezkomutatorowπ wersjÍ rozwiniÍcia Magnusa. Moøliwe
jest to dziÍki pewnym kombinacjom w algebrze Liego, które sprowadzajπ wielokrotnie zagnieødøone
komutatory duøych rozmiarów (w sensie spektralnym) do niezagnieødøonych anty-komutatorówma≥ych
rozmiarów spektralnych. Dodatkowπ zaletπ pracowania z niezagnieødøonymi anty-komutatorami jest
to, øe sπ one anty-Hermitowskie, co w konsekwencji prowadzi do unitarnoúci rozwiπzaÒ, a tym samym
do stabilnoúci (i potem do zbieønoúci) metody.

(6) Duøe oscylacje i potencja≥ czaso-zaleøny w reøimie semiklasycznym

Artyku≥ (6) równieø dotyczy równania Schrödingera. Podobnie jak w (3) jesteúmy zainteresowani ujÍ-
ciem semi-klasycznym i podobnie jak w (5) rozwaøamy potencja≥ czaso-zaleøny. RozwiniÍcie Magnusa,
które jest sumπ wielokrotnie zagnieødøonych ca≥ek z wielokrotnie zagnieødøonych komutatorów, jest
koniecznoúciπ. Bezpoúrednie uøycie metod Krylowa-Lanczosa, by≥oby niezwykle kosztowne, szczegól-
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nie, øe operujemy w ujÍciu semi-klasycznym. W pracy (6) radzimy sobie z tym problemem w sposób
nastÍpujπcy: stosujemy rozwiniÍcie Magnusa, którego komponenty zapisujemy w bazie Munthe-Kaas-
Owren. W ten sposób istotnie zmniejszamy promieÒ spektralny sk≥adników rozwiniÍcia. FunkcjÍ ek-
sponencjalnπ tak przygotowanego szeregu poddajemy asymptotycznej metodzie dekompozycji Zassen-
hausa, która okazuje siÍ byÊ bardzo wydajnym narzÍdziem dla równania Schrödingera w ujÍciu semi-
klasycznym z potencja≥em czaso-zaleønym.

Prace (3), (5) i (6) uwaøam za moje g≥ówne osiπgniÍcia poniewaø zawierajπ wrÍcz prze≥omowe
wyniki w metodach obliczeniowych. Opracowane tu metodologie sπ innowacyjne, majπ duøy po-
tencja≥ wydajnoúciowy, jakoúciowy i (po odpowiednich zmianach) mogπ byÊ adoptowane do innych
równaÒ róøniczkowych. Trzy wymienione artyku≥y tworzπ bazÍ mojego grantu NCN (HARMONIA),
”Nowoczesne metodologie numeryczne w mechanice kwantowej”. DziÍki wypracowanym technikom
jestem uczestnikiem Grantu Austriackiego Funduszu Badawczego Large time-dependent systems of or-
dinary diÄerential equations of Schrödinger type ”, gdzie kierownikiem jest Othmar Koch. Co wiÍcej,
z powodu mojego wk≥adu w tÍ tematykÍ badawczπ, zosta≥em niedawno zaproszona do wziÍcia udzia≥u
w szeúciomiesiÍcznym programie Isaac Newton Institute (UK) na temat Geometry, compatibility and
structure preservation in computational diÄerential equations w 2019 roku.
Wspomniane wyøej artyku≥y wraz z nowoúciami wprowadzonymi w pracach (1), (2) i (4) stanowiπ

solidny warsztat zaawansowanych narzÍdzi numerycznych, które umoøliwiajπ dalsze prace nad wysoce
wydajnymi metodami numerycznymi dla równaÒ róøniczkowych stosowanych przez fizyków, chemików
i biologów.

Prezentacja wyników uzyskanych w przedstawianym cyklu prac

(1) Argument funkcyjny i nieregularny brzeg

Niech Q µ Rn bÍdzie ograniczonym i wypuk≥ym obszarem o brzegu ˆQ i domkniÍciu Q̄. Oznaczamy

E = [0, a]◊ Q̄, E0 = [≠a0, 0]◊ Q̄, ˆ0E = [0, a]◊ ˆQ

gdzie a > 0, a0 œ R+ = [0,+Œ). Niech Ï = E ◊C(E0 fi E,R) i za≥óømy, øe

f : ÏæM [n], f = [fij ]i,j=1,··· ,n, g : Ïæ Rn, g = (g1, . . . , gn),

G : Ïæ R, Ï : E0 fi ˆ0E æ R,
sπ funkcjami danymi. W pracy (1) rozwaøamy równanie paraboliczne równanie róøniczkowo funkcyjne

ˆtz(t, x) =
nÿ

i,j=1
fij(t, x, z)ˆxixjz(t, x) +

nÿ

i=1
gi(t, x, z)ˆxiz(t, x) +G(t, x, z), (1)

z zadanym warunkiem poczπtkowym

z(t, x) = Ï(t, x) for (t, x) œ E0 fi ˆ0E. (2)

W klasycznych twierdzeniach o zbieønoúci jawnego schematu róønicowego dla (1)–(2) zak≥ada siÍ, øe
(Z. Kamont 1996)

1≠ 2h0
nÿ

i=1

1
h2i
fii(t, x) + h0

ÿ

i,j=1
i”=j

1
hihj

--fij(t, x)
-- ˇ 0, (t, x) œ E, (3)

gdzie h0 oraz hÕ = (h1, . . . , hn) sπ krokami siatki wzglÍdem zmiennych t i (x1, . . . , xn), odpowiednio.
Ten warunek jest trudny do praktycznej realizacji szczególnie wtedy, gdy kroki siatki wzglÍdem zmi-
ennych przestrzennych sπ ma≥e. Istotnie, zauwaømy, øe jeúli funkcje fij , i, j = 1, . . . , n sπ ograniczone
w Ï oraz hi = hj , i, j = 1, . . . , n, to nierównoúÊ (3) przyjmuje postaÊ

1≠
h0 · Const.
h2i

ˇ 0,
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która, z kolei, jest odpowiednikiem warunku Courant–Friedrichs–Lewy (CFL).
W pracy (1) wprowadzam ilorazy róønicowe aproksymujπce pochodne przestrzenne na nieregu-

larnych siatkach oraz proponujÍ schemat, który umoøliwia pominiÍcie za≥oøenia (3). W pracy prezen-
tujÍ pe≥nπ analizÍ proponowanego schematu róønicowego: istnienie rozwiπzania, dobre postawienie
problemu oraz jego zbieønoúÊ.
Prace nad (1) inspirowane by≥y wynikami aktywnego matematyka C.V. Pao, znanego z duøego

wk≥adu w dziedzinÍ ewolucji uk≥adów równaÒ parabolicznych z opóünieniem, (Pao 1998, Pao 1999,
Pao 2002). W artyku≥ach tych C.V. Pao rozwaøa uk≥ady podobne do (1) z brzegowym warunkiem
typu Robina, który dotyczy nie tylko funkcji z, jak jest to w (2), ale rownieø jej pochodnej w kierunku
zewnÍtrznego wektora normalnego. Równania rozwaøane przez C.V. Pao nie zawierajπ jednak pochod-
nych mieszanych, funkcje f i g zaleøπ tylko od zmiennych t i x, a funkcja G zaleøy tylko od t, x i od
opóünienia nieznanej funkcji z. Dyskretyzujπc uk≥ad uwik≥anymi (w czasie) operatorami róønicowymi,
Pao otrzymuje sprzÍøony uk≥ad nieliniowych równaÒ algebraicznych. Otrzymane uk≥ady analizowane
sπ póüniej metodami dolnych i górnych rozwiπzaÒ odpowiednich ciπgów iteracyjnych. Pao poda≥ trzy
takie uk≥ady iteracyjne i pokaza≥, øe zbiegajπ one monotonicznie do jedynego rozwiπzania uwik≥anego
uk≥adu równaÒ róøniczkowych.
Celem pracy (1) jest uogólniÊ i poprawiÊ ten wynik. W zwiπzku z tym

1. rozwaøam ogólniejsze równanie róøniczkowe, które posiada pochodne mieszane. W zwiπzku z
tym wprowadzam (wed≥ug ówczesnej wiedzy: po raz pierwszy w literaturze) operatory róønicowe
aproksymujπce pochodne mieszane na nieregularnych siatkach. To jest g≥ówny wk≥ad pracy (1),
który moøe byÊ zaadoptowany do metod numerycznych dla równaÒ okreúlonych w obszarach o
nieregularnych brzegach.

2. wszystkie wspó≥czynniki (f , g and G) zaleøπ od argumentu funkcyjnego. Jak wyjaúniam w pracy,
argument funkcyjny jest znacznie ogólniejszy niø opóünienie w czasie. Argument funkcyjny moøe
byÊ opóünieniem (w czasie), odchyleniem (w przestrzeni), ca≥kπ (w czasie i przestrzeni) lub
jakπkolwiek funkcjπ zaleønπ od niewiadomej funkcji z.

3. stosujÍ uwik≥anπ metodÍ róønicowπ, która prowadzi do liniowego uk≥adu równaÒ. Ten, z kolei,
moøna ≥atwo obliczyÊ metodami bezpoúrednimi bez odwo≥ywania siÍ do metod iteracyjnych.
Aby uciec od sprzÍøonego uk≥adu nieliniowych równaÒ algebraicznych wystarczy zauwaøyÊ, øe
uwik≥anie stosujemy tylko do aproksymacji pochodnych. DziÍki temu zabiegowi otrzymujemy
liniowy, odwracalny uk≥ad równaÒ.

4. Za≥oøenia o quasi-monotonicznoúci sπ niezbÍdne w (Pao 1998) i (Pao 2002) dla konstrukcji mono-
tonicznego ciπgu iteracyjnego zbieønego do schematu róønicowego. W proponowanych schemat-
ach uwik≥anych takie za≥oøenia nie sπ potrzebne.

5. Rozwaøam bardzo ogólnπ klasÍ quasi-liniowych równaÒ róøniczkowo - funkcyjnych.

6. W moich badaniach warunek Lipschitza zastÍpujÍ nieliniowym oszacowaniem typu Perrona, co
jest mniej restrykcyjnym za≥oøeniem.

7. Dla przejrzystoúci pracy rozwaøam równanie skalarne, ale wyniki mogπ byÊ ≥atwo przeniesione
na uk≥ad równaÒ.

8. PrezentujÍ przyk≥ady numeryczne potwierdzajπce wyniki teoretyczne i porównujπce metody
jawne i uwik≥ane.
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(2) Opóünienie w czasie i wysokie oscylacje

Praca (2) poúwiÍcona jest uk≥adowi liniowych równaÒ róøniczkowych zwyczajnych z opóünieniem
(DDEs) typu

y(t) = Ay(t) +By(t≠ 1) +
Œÿ

≠Œ

am(t)eimÊt, t ˇ 0, (4)

y(t) = s(t), t œ (≠1, 0],

gdzie Ê ∫ 1. Przyjmujemy, øe y,am œ RN ,a A i B sπ rzeczywistymi macierzami N ◊ N . Wzorzec
rozwiπzania (tzw ansatz ) dla równania

y
Õ(t) = f(t,y) +

Œÿ

≠Œ

am(t)eimÊt, t ˇ 0, y(0) = y0 œ RN , (5)

jest taki, øe funkcja y, dla Ê ∫ 1, posiada rozwiniÍcie

y(t) ≥ p0,0(t) +
Œÿ

r=1

1
Êr

Œÿ

m=≠Œ
pr,m(t)eimÊt, (6)

gdzie funkcje pr,m sπ niezaleøne od Ê. Obliczywszy zatem funkcje pr,ms (które nie sπmocno oscylujπce!)
moøemy przybliøyÊ rozwiπzanie (5) bez kosztownych obliczeÒ dla równaÒ silnie oscylujπcych. Niestety
taki ansatz nie jest odpowieni równania z opóünieniem (4). W pracy (2) proponujemy nastÍpujπce
rozwiniÍcie funkcji y

y(t) ≥ p(t) +
Œÿ

r=1

1
Êr
qr(t,Ê),

gdzie
qr(t,Ê) =

ÿ

(¸,m)œIr

b
r,¸
m (t)e

iÊ(mt≠¸),

a Ir jest odpowiednim zbiorem indeksów. Okazuje siÍ, øe br,¸m , podobnie jak p, sπ niezaleøne od Ê. Za-
tem majπc wspó≥czynniki rozwiniÍcia (które nie sπ funkcjami wysoko oscylujπcymi) znamy rozwiπzanie
y(t).
Wyznaczenie odpowiedniego zbioru indeksów Ir wymaga jednak umiejÍtnych obliczeÒ kombina-

torycznych. Jeúli tylko zbiory indeksów sπ znane, moøemy wyliczyÊ wspó≥czynniki br,¸m rekurencyjnie
lub rozwiπzujπc nieoscylujπce równania. Zatem, przyjmujπc M = {m œ Z : am ”= 0}, pierwsze
wspó≥czynniki (zerowe) wyznaczamy z nastÍpujπcego uk≥adu równaÒ

p
Õ(t) = Ap(t) +Bp(t≠ 1) + a0(t), t ˇ 0, p(t) = s(t), t œ (≠1, 1],

b
1,0
m (t) =

am(t)
im
, m œM\ {0},

b
1,0
0
Õ

(t) = Ab1,00 (t) +Bb
1,0
0 (t≠ 1), t ˇ 0, b

1,0
0 (t) © 0, t œ (≠1, 0),

b
1,0
0 (0) = ≠

ÿ

j ”=0

b
1,0
j (0).

Kolejne wspó≥czynniki wyprowadzane sπ w podobny sposób, ale kolejne zbiory indeksów Ir stajπ siÍ
bardziej skomplikowane.
Aby zilustrowaÊ ideÍ aproksymacji funkcji y, rozwaømy skalarne równanie róøniczkowe z opóünie-

niem yÕ(t) = iy(t)≠ y(t≠ 1) + t sinÊt, t œ [0, 20] z warunkiem poczπtkowym y(t) = eit, t œ (≠1, 0]. W
Fig. 1 pokazujemy rozmiar (w skali logarytmicznej) kolejnych wspó≥czynników qr(t,Ê) dla r = 1, . . . , 6
(czyli 6 kolejnych komponentów rozwiniÍcia y), gdzie mamy do czynienia z bardzo silnymi oscylacjami
Ê = 104 – postÍp w dok≥adnoúci kolejnych przybliøeÒ naszego rozwiniÍcia jest zaskakujπcy! Prakty-
cznie niemoøliwe jest uzyskaÊ takπ precyzjÍ obliczeÒ przy zadanych oscylacjach jakimikolwiek innymi
metodami w rozsπdnym czasie obliczeniowym.
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Figure 1: Rozmiar logarytmiczny log10 |qr(t,Ê)| kolejnych wspó≥czynników r = 1, . . . , 6 przy Ê = 104.

(3) Obliczenia w mechanice kwantowej i wysokie oscylacje

Równania róøniczkowe czπstkowe w mechanice kwantowej sπ trudne ze wzglÍdu na kilka powodów:

1. Ich rozwiπzania dok≥adne z regu≥y bardzo oscylujπ, przez co naiwne dyskretyzacje zagadnieÒ sπ
kosztowne obliczeniowo.

2. Równania sπ konserwatywne (a dok≥adniej operator operator rozwiπzania jest unitarny) oraz
dyspersywne: te w≥asnoúci powinny byÊ zachowane przez dyskretyzacjÍ zagadnienia.

3. Równania te z regó≥y posiadajπ d≥ugπ listÍ w≥asnoúci geometrycznych i ewolucyjnych, np sym-
plektycznoúÊ czy zachowanie energii, które powinny byÊ zachowane równieø przez proces dyskre-
tyzacji.

Równanie Schrödingera w ujÍciu semiklasycznym opisuje ruch czπstek w polu elektrycznym (w
sensie kwantowym). Od lat jest obiektem zainteresowaÒ matematyków ze wzglÍdu na szerokπ klasÍ
zastosowaÒ w chemii, fizyce czy mechanice kwantowej (GriÖths 2004). Rozwiπzania tego równania
cechuje wiele zjawisk (w szczególnoúci ogromne oscylacje), które utrudniajπ obliczenia numeryczne.
Pe≥na gama trudnoúci równania Schrödingera oraz ca≥y szereg metod obliczeniowych opisany jest

szczegó≥owo w przeglπdowej pracy (Jin, Markowich & Sparber 2011) opublikowanej w Acta Numerica,
której g≥ównym autorem jest Peter Markowich (University of Cambridge, UK) – niewπtpliwie wiodπcy
ekspert w tej dziedzinie.
W pracy (3) proponujemy zupe≥nie nowπ metodÍ numerycznπ dla liniowego równania Schrödingera

w ujÍciu semiklasycznym, które dla przejrzystoúci prezentujemy w przypadku jednowymiarowym (x œ
R)

ˆu(x, t)
ˆt

= iÁ
ˆ2u(x, t)
ˆx2

+ iÁ≠1V (x)u(x, t), x œ [≠1, 1], t ˇ 0, (7)

z warunkiem poczπtkowym u(x, 0) = u0(x), oraz okresowym warunkiem brzegowym.
Równanie (7) postawione jest w przestrzeni Hilberta H2per[≠1, 1]. Warto podkreúliÊ, øe kwadrat

modu≥u jego rozwiπzania odpowiada gÍstoúci prawdopodobieÒstwa znalezienia czπstki w miejscu x w
czasie t. Warunek poczπtkowy u0 jest wiÍc znormalizowany i ≥atwo sprawdziÊ, øe norma L2 rozwiπzania
jest niezmienna,

Îu(·, t)Î2L2 =
⁄ 1

≠1
|u(x, t)|2dx = Îu(·, 0)Î2L2 .
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Funkcja falowa ewoluuje wiÍc w sposób unitarny, a wiÍc równieø jej aproksymacja numeryczna powinna
ewoluowaÊ w ten sam sposób.
W ostatnich latach rozwinπ≥ siÍ nurt numerycznego ca≥kowania geometrycznego (czyli metody

obliczeniowe zachowujπce w≥asnoúci geometryczne dok≥adnych rozwiπzaÒ równaÒ róøniczkowych), który
jest obiektem ciπg≥ych zainteresowaÒ i badaÒ wiodπcych analityków numerycznych, miÍdzy innymi:
Antonella Zanna Muthe-Kaas (University of Bergen, Norway), Ernst Hairer (University of Geneva,
Switzerland), Jesus-Maria Sanz-Serna (Universidad Carlos III, Spain), Christian Lubich (Tübingen
University, Germany), Robert McLachlan (Massey University, New Zealand), Sergio Blanes (Univer-
sitat Politécnica de Valencia, Spain).
Wprowadzona przez nas metoda obliczeniowa zachowuje normÍ rozwiπzania, która jest konieczna

– ze wzglÍdu na znaczenie w zastosowaniach oraz ze wzglÍdu na zachowanie stabilnoúci metody.
Ma≥y parametr semiklasyczny 0 < Á π 1 jest podstaawowym üród≥em k≥opotów obliczeniowych.

Jak pokazano w (Jin et al. 2011), rozwiπzania Schrödingera oscylujπ (w czasie i w przestrzeni) co
najmniej z czÍstotliwoúciπ O(Á≠1).
Z uwagi na wysokie oscylacje i koniecznoúÊ ekstremalnie ma≥ych kroków siatki, metody róønic

skoÒczonych sπ poza rozwaøaniami. NajczÍúciej stosowanym podejúciem jest semidyskretyzacja w
przestrzeni metodami spektralnymi po≥πczona z metodami dekompozycji (w czasie). O ile trudno
poprawiÊ dok≥adnoúÊ metod spektralnych, o tyle istnieje potrzeba pracy metodami dekompozycji, ex-
ponential splittings (Faou 2012, Jin et al. 2011, Lubich 2008, McLachlan & Quispel 2002), które sπ
“wπskim gard≥em” dla opisywanych metod, poniewaø czÍsto sπ kosztowne obliczeniowo i o ma≥ym
rzÍdzie zbieønoúci.
Jak wspomnieliúmy, konstrukcja metody obliczeniowej zazwyczaj rozpoczyna siÍ od semidyskre-

tyzacji, która sprowadza problem wyjúciowy do uk≥adu równaÒ róøniczkowych zwyczajnych:

uÕ = i(ÁK + Á≠1D)u, t ˇ 0, (8)

gdzie wektor u(t) œ CN reprezentuje aproksymacjÍ rozwiπzania w czasie t, operator drugiej pochod-
nej reprezentowany jest przez macierz K, natomiast D odpowiada za mnoøenie rozwiπzania przez
potencj≥am V . Wszystko to dzieje siÍ w przestrzeni skoÒczenie wymiarowej.
Znamy rozwiπzanie dok≥adnie równania (8)

u(t) = exp
1
it(ÁK + Á≠1D)

2
u(0).

Problem leøy jednak w numerycznej aproksymacji powyøszej funkcji, która jest eksponentem sumy
macierzy o skrajnie róønych wielkoúciach (ÁK i Á≠1D). Za wzglÍdu na duøy rozmiar macierzy Á≠1D,
jej eksponent jest kosztowny do obliczenia. Oczywiúcie moøna przyjπÊ bardzo ma≥y krok czasowy aby
zmniejszyÊ rozmiar k≥opotliwej czÍúci wyk≥adnika, u((n+1)Ât) ¥ eiÂt(ÁK+Á

≠1
D)u(nÂt), n œ Z+. To nie

jest jednak dobry pomys≥, poniewaø nie tylko znacznie wyd≥uøamy obliczenia, ale praktycznie tracimy
informacjÍ o i tak ma≥ym sk≥adniku ÁK, co prowadzi do bezuøyteczncyh obliczeÒ. W celu prowadzenia
precyzyjnych obliczeÒ moøna oczywiúcie pozostaÊ przy relatywnie duøym kroku czasowym Ât, ale
to z kolei, prowadzi do bardzo kosztownych metod (n.p. Metoda podprzestrzeni Kry≥owa duøego
rozmiaru). Alternatywπ dla tych rozwiπzaÒ jest zazwyczaj dekompozycja Stranga, (Strang splitting)

eit(ÁK+Á
≠1
D) = e

1
2 itÁKeitÁ

≠1
De
1
2 itÁK +O

1
t3
2
. (9)

To podejúcie jest jak najbardziej zasadne:

(a) macierze o róønych skalach (Á and Á≠1) sπ odseparowane i kaødy wyk≥adnik jest aproksymowany
osobno, przy uøyciu innego kroku czasowego,

(b) dyskretyzujπc równanie (7) metodami spektralnymi, K przyjmuje postaÊ diagonalnπ, a D staje
siÍmacierzπ cyklicznπ, zatem e

1
2 itÁK jest macierzπ diagonalnπ, a eitÁ

≠1
D moøe byÊ aproksymowana

szybkπ transformatπ Fouriera z kosztem O (N logN) operacji.
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Niestety, dekompozycja Stranga aproksymuje równanie w czasie z drugim rzÍdem zbieønoúci, co jest
s≥abym wynikiem, szczególnie w porównaniu ze spektralnπ dok≥adnoúciπ aproksymacji wzglÍdem zmi-
ennej przestrzennej. Oczywiúcie moøna podnieúÊ precyzjÍ dekompozycji Stranga za pomocπ znanego
uogólnienia

ei–1tÁKei—1tÁ
≠1
Dei–2tÁK · · · ei–rtÁKei—rtÁ

≠1
Dei–rtÁK · · · ei–2tÁKei—1tÁ

≠1
Dei–1tÁK.

PalindromicznoúÊ tej dekompozycji skutkuje symetriπ ca≥ej metody wzglÍdem czasu. To bardzo porzπ-
dane zjawisko, poniewaømetody symetryczne gwarantujπ zawsze parzysty rzπd zbieønoúci. Wspó≥czyn-
niki –i i —i sπ przewaønie wybrane tak, aby zapewniÊ jak najwyøszy rzπd zbieønoúci, albo jak najm-
niejszπ sta≥π b≥Ídu, albo obydwie te zalety jednoczeúnie, (Blanes, Casas & Murua 2006, McLachlan &
Quispel 2002).
Uogólnienie metody Stranga w sposób oczywisty zachowuje porzπdane w≥asnoúci (a) i (b) dekom-

pozycji (9), niestety niewspó≥miernie duøa liczba eksponentów jest konieczna dla otrzymania odpowie-
niego rzÍdu zbieønoúci. Najprostszym sposobem uogólnienia dekompozycji Stranga jest metoda Yoshidy
(McLachlan & Quispel 2002, Yoshida 1990), która wymaga 2 ◊ 3p≠1 + 1 eksponentów, aby uzyskaÊ
rzπd 2p.
W pracy (3) zaproponowaliúmy nowe podejúcie numeryczne dla równania (7), w którym rozwaøane

zagadnienie ewoluuje w pewnej grupie Liego. Istotnπ róønicπ w stosunku do omawianych metod jest
to, øe najpierw przeprowadzamy metody dekompozycji (pracujπc na operatorach nieskoÒczenie wymi-
arowych), a dopiero pod koniec wprowadzamy semidyskretyzacjÍ (w naszych pracach proponujemy
odejúcie od transformaty Fouriera i zastosowanie spektralnej metody kolokacji). Odpowiedni wybór
algebry Liego umoøliwia nam wyprowadzenie zupe≥nie nowego podzia≥u pól wektorowych – asympto-
tycznej dekompozycji Zassenhausa

eih(Áˆ
2
x+Á≠1V ) = e

1
2W

[0]
e
1
2W

[1]
· · · e

1
2W

[s]
eW

[s+1]
e
1
2W

[s]
· · · e

1
2W

[1]
e
1
2W

[0]
+O
1
Á2s+2

2
, (10)

gdzie

W [0] = W [0](h, Á, ˆ2x, V ) = O
1
Á0
2
,

W [k] = W [k](h, Á, ˆ2x, V ) = O
1
Á2k≠2

2
, k = 1, . . . , s,

W
[k+1] = W [k+1](h, Á, ˆ2x, V ) = O

1
Á2s
2
.

Asymptotyczna dekompozycja Zassenhausa zaproponowana w (Bader, Iserles, Kropielnicka & Singh
2014) ma przewagÍ na innymi standardowymi dekompozycjami z wielu powodów:
(1) B≥πd metody wyraøamy nie sensie d≥ugoúci kroku czasowegoÂt, ale w sensie parametru semik-

lasycznego Á. Istniejπ trzy ma≥e (i jednoczeúnie krytyczne dla obliczeÒ) parametry: Á,Ât and 1/N (gdzie
N jest liczbπ wÍz≥ów semidyskretyzacji). Ustalamy relacje pomiÍdzy semiklasycznym parametrem Á a
wyborem kroków dyskretyzacji Ât i N , przez co moøemy wyraziÊ b≥πd metody wy≥πcznie w sensie Á.
DziÍki takiemu rozwiπzaniu mamy moøliwoúÊ wyprowadzenie asymptotycznej dekompozycji (kolejne
eksponenty malejπ co do wielkoúci spektralnej), oraz mamy pewnoúÊ, øe sta≥a b≥Ídu nie zaleøy ani od
Ât, ani od N .
(2) Poniewaø dzia≥amy na operatorach nieskoÒczenie wymiarowych (a nie na ich dyskretnych wer-

sjach, czyli macierzach), komutatory wystÍpujπce we wzorze Baker–Campbell–HausdorÄ zamienione
sπ na liniowe kombinacje pochodnych ˆkx , k = 0, 1, . . . , n.p. [ˆ2x, V ] = Vxx + 2Vxˆx.
(3) Wymagamy duøo mniej eksponent, aby otrzymaÊ øπdanπ dok≥adnoúÊ metody, niø w znanych

do tej pory metodach dekompozycji. Ponadto, kolejne eksponenty majπ coraz mniejszy rozmiar spek-
tralny (stπd nazwa asymptotyczna dekompozycja) .
(4) Wszystkie eksponenty dekompozycji moøna ≥atwo aproksymowaÊ numerycznie. Pierwsze dwie

(W [0], W [1]) sπ albo diagonalne, albo cykliczne, wiÍc liczy siÍ je bezpoúrednio lub za pomocπ szybkiej
transformaty Fouriera. Pozosta≥e eksponenty sπ tak ma≥ego rozmiaru spektralnego, øe liczy siÍ je
niskim kosztem (w naszych przyk≥adach trzech lub czterech) iteracji Lanczosa korzystajπc z metody
podprzestrzeni Kry≥owa.
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(5) Ca≥kowity koszt dyskretyzacji roúnie kwadratowo wzglÍdem oczekiwanego rzÍdu zbieønoúci a
nie wyk≥adniczo, jak jest to w przypadku dekompozycji Yoshidy.

(4) Nielokalne i nieliniowe warunki brzegowe

W pracy (4) koncentrujemy siÍ uk≥adach sprzÍøonych równaÒ róøniczkowych z nielokalnymi i nieli-
nowymi warunkami brzegowymi. Dok≥adniej, sπ to równania hiperboliczne typu McKendrick–von Foer-
stera (McKendrick 1926), czÍsto wystÍpujπce w zastosowaniach biologii i opisujπce ewolucjÍ populacji.

ˆtu(t, x) + ˆx(b(t, x)u(t, x)) + c(t, x)u(t, x) = 0, (11)

u(t, xb) =
⁄
Œ

xb
—(t, x)u(t, x)dx.

u(0, x) = u0(x).

W ostatniej dekadzie najchÍtniej wykorzystywanπ przez biologów metodπ obliczeniowπ jestEscalator
Boxcar Train (EBT), oparta na metodzie czπstek. Schemat EBT jest intuicyjny, prosty i kompatybilny
z pomiarami, jakie pobierajπ praktycy. IdeÍ EBT dla równania skalarnego moøna opisaÊ w czterech
krokach
(i) Ustalamy punkty wÍz≥owe siatki przestrzennej w czasie t = 0 tworzπc tym samym kohorty.
(ii) Warunek poczπtkowy równania transportu, u0(x) = u(0, x), prezentujemy jako liniowπ kombi-
nacjÍ delt Diraca: ū0(x) :=

q
kmk(0)”xk(0), gdzie mk(0) reprezentuje ca≥kÍ funkcji u0(x) w kohorcie

zawierajπcej punkt xk(0). Punkt xk(0) jest lokalizacjπ czπstki o masie mk(0) w k-tej kohorcie.
(iii) Lokalizacje xk(t), kohorty oraz masy mk(t) ewoluujπ w czasie zgodnie z cz≥onem transportu w
równania. W konsekwencji w czasie t rozwiπzanie równania aproksymowane jest jako kombinacja lin-
iowa delt Diraca: ū(t, x) :=

q
kmk(t)”xk(t).

(iv) W przeciwieÒstwie do zagadnieÒ fizyki, gdzie równania sπ czÍsto konserwatywne, tutaj model
wyposaøony jest w nielokalny cz≥on odnowy. W zwiπzku z tym wprowadzamy siatkÍ na zmiennπ cza-
sowπ, a jej wÍz≥y nazywamy punktami internalizacji. W punktach internalizacji nowe osobniki wch≥a-
niane sπ do systemu, co czÍsto owocuje dodaniem poczπtkowej kohorty (wykres 3). (To jest bardzo
newralgiczny moment algorytmu, który odpowiada za stratÍ rzÍdu jego zbieønoúci. Aby temu zapobiec,
nie ma innego wyjúcia, jak odwo≥aÊ siÍ do metod dekompozycji.)

Model EBT jest tak naprawdÍ uk≥adem równaÒ róøniczkowych zwyczajnych opisujπcych ewolucje
lokalizacji xk(t) i mas mk(t) wzd≥uø kohort. Równania te moøna aproksymowaÊ dowolnπ metodπ (np
Eulera czy Runge-Kutta), a jeúli tylko to moøliwe – wyliczyÊ analitycznie.

W pracy (4) wyprowadzamy metodÍ typu EBT dla uk≥adu równaÒ. Koncentrujemy wiÍc naszπ uwagÍ
na modelu opisujπcym ewolucjÍ populacji dwu-p≥ciowej. Model taki (model Fredrickson–Hoppensteadt)
po raz pierwszy zaproponowany by≥ w (Fredrickson 1971), a potem analizowany w (Hoppensteadt
1975). Model ten sk≥ada siÍ z trzech równaÒ ewolucji poulacji, zprzÍøonych nielokalnymi i nieliniowymi
warunkami brzegowymi. Funkcje um(t, x) i uf (t, x) opisujπ rozk≥ad mÍøczyzn i kobiet, a uc(t, x, y)
opisuje rozk≥ad populacji par w czasie t. Zmienne strukturalne x i y oznaczajπ wiek mÍøczyzn i kobiet,
odpowiednio:

ˆtu
m(t, x) + ˆxum(t, x) + cm(t, x)um(t, x) = 0,

um(t, 0) =
⁄

R2+
—m(t, x, y)uc(t, x, y)dxdy,

um(0, x) = um0 (x), (12)

ˆtu
f (t, y) + ˆyuf (t, y) + cf (t, y)uf (t, y) = 0,

uf (t, 0) =
⁄

R2+
—f (t, x, y)uc(t, x, y)dxdy,

uf (0, x) = uf0(x),
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ˆtu
c(t, x, y) + ˆxuc(t, x, y) + ˆyuc(t, x, y) + cc(t, x, y)uc(t, x, y) = T (t, x, y),

uc(t, x, 0) = uc(t, 0, y) = 0,
uc(0, x, y) = uc0(x, y).

Funkcje cm, cf i cc sπ wspó≥czynnikami umieralnoúci mÍøczyzn i kobiet oraz rozpadu par, odpowied-
nio. Funkcje —m i —f sπ tempem narodzin mÍøczyzn i kobiet. Funkcja ma≥øeÒstw T opisuje ile
ma≥øeÒstw zawieranych jest miÍdzy mÍøczyznami w wieku x, kobietami w wieku y w chwili czasu
t. Wszystkie te wspó≥czynniki zaleøπ nieliniowo i nielokalnie od ca≥ej, dwu-p≥ciowej populacji.

Figure 2: Ewolucja poczπtkowych kohort dla
populacji mÍøczyzn

Figure 3: Kohorty i momenty internalizacji dla
populacji mÍøczyzn

G≥ówna trudnoúÊ w wyprowadzeniu metody EBT dla uk≥adu równaÒ polega≥a nie tylko na nielin-
iowoúci i nielokalnoúci warunków brzegowych, ale przede wszystkim na skomplikowanym sposobie
sprzÍøenia równaÒ poprzez funkcjÍ ma≥øeÒstw T . W pracy przedstawiliúmy równieø wynik dotyczπcy
rozwiπzalnoúci zaproponowanego uk≥adu równaÒ, natomiast dowód jego zbieønoúci oraz przyk≥ady
numeryczne zosta≥y przedstawione w wys≥anej niedawno pracy (8). Obecnie pracujemy na podniesie-
niem dok≥adnoúci modelu EBT, co robimy wprowadzajπc metody dekompozycji oraz podnoszπc regu-
larnoúÊ zagadnienie z nieujemnych miar Radona z odleg≥oúciπ Fortet-Mourier do pewnych przestrzeni
Sobolewa.

(5) Duøe oscylacje i potencja≥ czaso-zaleøny

W pracy (5) rozwaøamy liniowe równanie Schrödingera (TDSE) opisujÍce ruch czπsteczki poruszajπcej
siÍ w czaso-zmiennym polu elektrycznym,

ˆu(x, t)
ˆt

= i
ˆ2u(x, t)
ˆx2

≠ iV (x, t)u(x, t), x œ R, t ˇ 0, (13)

gdzie u = u(x, t) jest funkcjπ niewiadomπ o wartoúciach w przestrzeni zespolonej, a warunek poczπtkowy
jest zadany przez u(x, 0) = u0(x). Funkcja V (x, t) o wartoúciach rzeczywistych jest czaso-zmiennym
potencja≥em elektrycznym. Równanie rozwaøane jest w jednostkach atomowych, czyli przyjmujπc, øe
sta≥a Plancka jest przeskalowana do jedynki (~ = 1).
Równania te (z czaso-zmiennym potencja≥em) sπ szczególnie waøne w zastosowaniach, poniewaø

pozwalajπ badaÊ zachowanie siÍ czπstek pod wp≥ywem zmieniajπcego siÍ w czasie potencja≥u elek-
trycznego.
Poniewaø moøliwoúci manipulowania polem elektrycznym (np kszta≥towanie impulsów laserowych)

staje siÍ coraz bardziej zaawansowana, sterowanie kwantowymi systemami atomowymi i moleku-
larnymi stajπ siÍ moøliwe, (Shapiro & Brumer 2003). Teoria sterowania optymalnego uk≥adami kwan-
towymi jest jednym z wielu wyzwaÒ, które wymagajπ efektywnych (czyli dok≥adnych i wydajnych)
metod aproksymacji równania (13), które nierzadko cechowane sπ przez silnie oscylujπce potencja≥y
elektryczne w duøych przedzia≥ach czasoprzestrzennych.
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Aproksymujπc (13) zazwyczaj rozpoczyna siÍ prace od semidyskretyzacji

uÕ(t) = i(K2 ≠DV (·,t))u(t), t ˇ 0, (14)

gdzie wektor u(t) œ CM jest aproksymacjπ rozwiπzania w momentcie t, u(0) = u0 jest otrzymana
z warunków poczπtkowych, a K2 i DV (·,t) sπ macierzami M ◊ M wymiarowymi reprezentujπcymi
dyskretyzacjÍ drugiej pochodnej oraz mnoøenie przez potencja≥ V (·, t), odpowiednio.
Rozwaømy ogólniejszy przypadek uk≥adu (14) postaci

uÕ(t) = A(t)u(t), t ˇ 0. (15)

Przyjmujπc, øe A(t) = i(K2 ≠ DV (·,t)), moøemy rozwiπzaÊ ten uk≥ad za pomocπ rozwiniÍcia Magnusa
(Magnus 1954),

u(t) = eÁ(s,t)u(s), (16)

gdzie Á(s, t) œ uM (C) jest czaso-zmiennπ macierzπ rozmiaru M ◊M , której eksponent ewoluuje od
chwili czasu s do t. RozwiniÍcie Magnusa Á(s, t) uzyskane jest za pomocπ nieskoÒczonego szereguq
Œ

k=1Á
[k](s, t), gdzie kaødy sk≥adnik Á[k](s, t) zbudowany jest z k zagnieødøonych ca≥ek z k ≠ 1 zag-

nieødøonych komutatorów (jak poniøej).
W praktyce pracujemy na skoÒczonych sumach szeregu Magnusa,

Ám(s, t) =
mÿ

k=1

Á[k](s, t),

i propagujemy rozwiπzanie w odpowiednio ma≥ych krokach czasowych h, un+1 = eÁm(tn,tn+h)un,
aby kontrolowaÊ b≥πd obciÍcia. Dla przejrzystoúci prezentacji przeanalizujmy tu tylko pierwszy krok
(czasowy),

u1 = eÁm(h)u0, (17)

rozumiejπc, øe Ám(h) = Ám(0, h). Pierwsze wyrazy rozwiniÍcia Ám(h) przyjmujπ formÍ

Á[1](h) =
⁄ h

0
A(›1)d›1,

Á[2](h) = ≠
1
2

⁄ h

0

C⁄ ›1

0
A(›2)d›2, A(›1)

D

d›1,

Á[3](h) =
1
12

⁄ h

0

C⁄ ›1

0
A(›2)d›2,

C⁄ ›1

0
A(›2)d›2, A(›1)

DD

d›1

+
1
4

⁄ h

0

C⁄ ›1

0

C⁄ ›2

0
A(›3)d›3, A(›2)

D

d›2, A(›1)

D

d›1.

Najprostsze przybliøenie otrzymamy przyjmujπc, øe Á1(h) ¥ Á[1](h),

u1 = eÁ1(h)u0 = exp

A⁄ h

0
A(›)d›

B

u0 = exp

A

ihK2 ≠ i
⁄ h

0
DV (›)d›

B

u0.

Operator
s h
0 DV (›)d› = Ds h

0
V (›)d›

zazwyczaj aproksymuje siÍ biorπc wartoúÊ funkcji V w úrodku

ca≥kowanego przedzia≥u,
s h
0 V (›)d› ¥ hV (h/2). NastÍpnie stosuje siÍ dekompozycjÍ Stranga

u1 = exp
3
1
2
ihK2
4
exp
1
≠ihDV (h/2)

2
exp
3
1
2
ihK2
4
u0. (18)

Oczywiste jest, øe aby otrzymaÊ metody wyøszego rzÍdu musimy uøywaÊ wiÍkszej iloúci sk≥adników
rozwiniÍcia Magnusa, które sπ bardzo skomplikowane i kosztowne do obliczeÒ. W omawianej pracy
zajmujemy siÍ tym w≥aúnie problemem i proponujemy bezkomutatorowe rozwiniÍcie Magnusa, którego
sk≥adniki sπ takiej struktury i rozmiarów (w sensie spektralnym), øe iteracje Lanczosa (pochodzπce z
metody podprzestrzeni Kry≥owa) nie sπ kosztowne. Wykorzystujπc specyficznπ strukturÍ (13),
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1. zachowujemy wszystkie zalety rozwiniÍcia Magnusa i iteracji Lanczosa,

2. pozbywamy siÍ zagnieødøonych komutatorów, a zatem wzrostu rozmiaru spektralnego sk≥ad-
ników rozwiniÍcia Magnusa;

3. niezagnieødøone anty-komutatory zachowujπ anty-HermitowskoúÊ rozwiniÍcia, a zatem unitarnoúÊ
rozwiπzania i stabilnoúÊ metody,

4. zachowujemy ca≥ki z rozwiniÍcia Magnusa do ostatniego momentu w algorytmie, w ten sposób
mamy wiÍksze moøliwoúci w wyborze ich aproksymacji, co czÍsto prowadzi do obniøenia kosztu
obliczeÒ.

5. rozwiniÍcie posiada mniej zagnieødøonych ca≥ek. Wyprowadzona przez nas metoda szóstego
rzÍdu, dla przyk≥adu, ma tylko dwukrotnie zagnieødøone ca≥ki (zamiast czterokrotnego, jak jest
to w standardowym Magnusie). Ta w≥asnoúÊ nie tylko obniøa koszt obliczeÒ, ale równieø u≥atwia
analizÍ i asymptotykÍ aproksymacji.

W kaødej iteracji Lanczosa musimy obliczyÊ Ámv. Jeúli Ámv zbudowane jest z zagnieødøonych
komutatorów (jak to jest w standardowym rozwiniÍciu Magnusa), to koszt takich obliczeÒ roúnie
eksponencialnie wzglÍdem m. Jeúli Ámv nie posiada zagnieødøonych komutatorów (jak jest to w naszej
metodzie) koszt roúnie zaledwie liniowo wzglÍdem m.
Ponadto, majπc moøliwoúÊ “przechowania” ca≥ek do ostatniego etapu algorytmu, mamy moøliwoúÊ

pozostania elastycznym wzglÍdem wyboru odpowiedniej aproksymacji. CzÍsto okazuje siÍ, øe ca≥ki
te moøna obliczyÊ analitycznie, a jeúli nie, to moøemy wybraÊ optymalnπ kwadraturÍ o optymalnym
rzÍdzie, utrzymujπc ca≥kowity koszt obliczeniowy metody na minimalnym poziomie. Podejúcie takie
jest szczególnie korzystne, gdy potencja≥ jest silnie oscylujπcy aproksymacja kilkakrotnych ca≥ek z jego
pochodnych jest kosztownym procesem.
G≥ówny pomys≥ pracy (5) oparty jest na definicji anty-komutatorów:

ÈfÍk :=
1
2

1
f ¶ ˆkx + ˆ

k
x ¶ f

2
, k ˇ 0, f œ CŒp (I;R), (19)

które sπ symetryczne. Operacje tak zdefiniowanego anty-komutatora na funkcji u, na przyk≥ad, przyj-
muje postaÊ ÈfÍk u =

1
2

1
fˆkxu+ ˆkx(fu)

2
. £atwo sprawdziÊ, øe dyskretyzacja operatora ÈfÍk jest anty-

Hermitowska dla nieparzystych k i Hermitowska dla parzystych k. To kolejny powód, dla którego
wybór algebry anty-komutatorów È·Ík jest optymalny.
Zauwaømy, øe z definicji (19) wynika, øe anty-komutatory sπ liniowe, np È2f(ˆxg)≠ (ˆxf)gÍ2 =

2 Èf(ˆxg)Í2 ≠ È(ˆxf)gÍ2 oraz, øe ÈfÍ0 = f i È1Í2 = ˆ
2
x.

Na poniøszych przyk≥adach widzimy, jak zagnieødøone komutatory mogπ byÊ wymienione przez
liniowe kombinacje anty-komutatorów,

[iˆ2x, iV ] =≠ [È1Í2 , ÈV Í0] = ≠2 ÈˆxV Í1 ,

[iV, [iˆ2x, iV ]] =≠ i[ÈV Í0 , [È1Í2 , ÈV Í0]] = 2i
e
(ˆxV )2

f

0
,

[iˆ2x, [iˆ
2
x, iV ]] =≠ i[È1Í2 , [È1Í2 , ÈV Í0]] = i

e
ˆ4xV
f

0
≠ 4i
e
ˆ2xV
f

2
.

Zgodnie z tym, co wspomniano wczeúniej, bezpoúrednia dyskretyzacja tych operatorów zachowuje
anty-HermitowskoúÊ, co jest niezbÍdne do zachowania unitarnoúci rozwiπzania numerycznego (i dla
stabilnoúci metody).
Poza g≥ównπ ideπ stosowania anty-komutatorów wykorzystujemy równieø odpowiednie sumy czÍú-

ciowe (segregowane przez wielkoúÊ sk≥adników sumy, a nie przez kolejnoúÊ w jakiej dochodzπ do
rozwiniÍcia Magnusa), które zachowujπ symetrycznoúÊ metod, co skutkuje dalszymi uproszczeniami
wyraøeÒ ca≥kowych. Przedstawiamy ogólny sposób, w jaki moøna wyprowadziÊmetodÍ dowolnie wysok-
iego rzÍdu oraz prezentujemy w szczególe metodÍ rzÍdu szóstego, która przyjmuje nastÍpujπcπ formÍ
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Á4(h) =

O(h)
˙ ˝¸ ˚
ihˆ2x ≠ iµ0,0(h)≠

O(h3)
˙ ˝¸ ˚
2 Èˆxµ1,1(h)Í1+

O(h4)
˙ ˝¸ ˚
iË [Â]1,1(h) + 2i

e
ˆ2xµ2,1(h)

f

2
(20)

+

O(h4)
˙ ˝¸ ˚
1
6

e
Ë [Ï1]1,2(h) + Ë [Ï2]2,1(h)

f

1
+

O(h5)
˙ ˝¸ ˚
1
6

e
Ë [„1]1,2(h) + Ë [„2]2,1(h)

f

1

+

O(h5)
˙ ˝¸ ˚
4
3

e
ˆ3xµ3,1(h)

f

3
+

O(h4)
˙ ˝¸ ˚
1
4
iˆ4xµ2,1(h) = Á(h) +O

1
h7
2
, (21)

gdzie

Ï1(h, ’, ›) = h2 ≠ 4h› + 2’›,
Ï2(h, ’, ›) = (h≠ 2’)2 ≠ 2’›,
„1(h, ’, ›) = h2 ≠ 6h’ + 6h› + 6’› + 3’2 ≠ 12›2,
„2(h, ’, ›) = h2 ≠ 6h’ + 6h› ≠ 6’› + 5’2,

oraz

µj,k(h) =
⁄ h

0
B̃kj (h, ’)V (’) d’, (22)

Ë [f ]a,b(h) =
⁄ h

0

⁄ ’

0
f(h, ’, ›) [ˆaxV (’)]

Ë
ˆbxV (›)

È
d› d’, (23)

a B̃ sπ przeskalowanymi wielomianami Bernouliego,

B̃j(h, ’) = hjBj (’/h) .

Wykorzystujπc liniowoúÊ anty-komutatorów, Á4(h) moøemy zapisaÊ w znacznie prostszej formie,

Á4(h) = ◊0 + È◊1Í1 + È◊2Í2 + È◊3Í3 (24)

gdzie

◊0 = ≠iµ0,0(h) + iË [Â]1,1(h) +
1
4
iˆ4xµ2,1(h),

◊1 = ≠2ˆxµ1,1(h) +
1
6
Ë [Ï1 + „1]1,2(h) +

1
6
Ë [Ï2 + „2]2,1(h), (25)

◊2 = ih+ 2iˆ2xµ2,1(h),

◊3 =
4
3
ˆ3xµ3,1(h).

Zapisujπc Á4 w formie (24) jasno widaÊ, øe rozwiniÍcie nie posiada zagnieødøonych komutatorów,
ale zbudowane jest z ma≥ej liczby anty-komutatorów. Co wiÍcej, liczba koniecznych anty-komutatorów
roúnie liniowo w stosunku do øπdanej dok≥adnoúci (w przeciwieÒstwie do standardowego rozwiniÍcia
Magnusa, gdzie nie doúÊ, øe zagnieødøone komutatory sπ duøo droøsze, to jeszcze ich iloúÊ roúnie
wyk≥adniczo w stosunku do øπdanej dok≥adnoúci).
Przypomnijmy, øe anty-komutatory sπ pomocne dla unitarnoúci, zachowania normy i stabilnoúci.

Istotnie, rozwiniÍcie Magnusa przybiera teraz postaÊ
q
Œ

k=0 i
k+1
È◊kÍk dla pewnych ◊k, a sk≥adniki

sumy ik+1 È◊kÍk dyskretyzujπ siÍ do form anty-Hermitowskich. £atwo widaÊ wiÍc, øe ca≥e rozwiniÍcie
Magnusa jest anty-Hermitowskie, a wiÍc jego eksponent (rozwiπzanie) jest unitarne,

Îu1Î2 = Î exp (Ám(h))u0Î2 = Îu0Î2,
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a wiÍc norma rozwiπzania u jest zachowana. W konsekwencji, unitarnoúÊ gwarantuje stabilnoúÊ naszej
metody niezaleønie od wyboru podzia≥u czasowego h ani przestrzennego Âx.

(6) Duøe oscylacje i potencja≥ czaso-zaleøny w reøimie semiklasycznym

Rozwaømy teraz liniowe równanie Schrödingera (TDSE) opisujπce ruch czπsteczki poruszajπcej siÍ
w czaso-zmiennym polu elektrycznym,

ˆu(x, t)
ˆt

= iÁ
ˆ2u(x, t)
ˆx2

+ iÁ≠1V (x, t)u(x, t), x œ [≠1, 1], t ˇ 0, (26)

z warunkiem poczπtkowym u(x, 0) = u0(x) i z okresowymi warunkami brzegowymi. Jak wyjaúniliúmy
opisujπc wyniki w (5), metody wypracowane w (3) nie mogπ byÊ zaadoptowane w równaniach z
potencja≥em czaso-zmiennym. Rozwiπzanie zaprezentowane w (5) bazuje na rozpisaniu rozwiniÍcia
Magnusa w formie anty-komytatorów oraz na “zachowaniu ca≥ek” i aproksymowaniu ich pod koniec
algorytmu. Pracujπc w reøimie semiklasycznym zastosowanie tylko tych zabiegów nie by≥oby efektywne.
Dodatkowo naleøy zastosowaÊ asymptotycznπ dekompozycjÍ Zasenhaussa. Takie w≥aúnie podejúcie
zosta≥o zaproponowane w manuskrypcie (7), który jest obecnie w recenzji w Journal of Computational
Physics. Metoda ta daje spektakularne wyniki jeúli potencja≥ jest silnie oscylujπcy. Jeúli potencja≥ nie
oscyluje zbyt szybko, to proponujemy metodÍ opisanπ w pracy (6), poniewaø jest ona bardzo szybka.
W pracy (6), (podobnie jak w pracach (3) i (5)) nie przechodzimy od razu do semidyskretyzacji,

ale dzia≥amy w grupach Liego. Podobnie jak w (5) rozwiniÍcie Magnusa zapisujemy jako sumÍ anty-
komutatorów (co obniøa koszty obliczeÒ, zapewnia unitarnoúÊ rozwiπzaÒ i stabilnoúÊ metody).
G≥ównπ róønicπmiÍdzy metodami opisanymi w pracach (5) i (6) jest to, øe podczas gdy w (5) trzy-

mamy ca≥ki “nie zdyskretyzowane”, to w (6) uciekamy siÍ to bazy Munthe-Kaas–Owren. Faktycznie,
okazuje siÍ, øe wielokrotne ca≥ki mogπ byÊ efektywnie aproksymowane uøywajπc doúÊ prostych jed-
nowymiarowych kwadratur prezentowanych w Munthe-Kaas & Owren (1999). Naúladujπc to podejúcie,
pobieramy wartoúci potencja≥u w punktach kwadratury Gaussa–Legendre (t1 = h

1
1
2 ≠

Ô
15
10

2
, t2 = h2 ,

t3 = h
1
1
2 +

Ô
15
10

2
), które potem wykorzystujemy , aby uzyskaÊ “taÒsze” kwadratury z pochodnych

potencja≥u, (Iserles & Nørsett 1999). W rezultacie, metoda szóstego rzÍdu sprowadza siÍ do wzoru

Á(h) =B1 +
1
12
B3 ≠

1
12
[B1, B2] +

1
240
[B2, B3] +

1
360
[B1, [B1, B3]]

≠
1
240
[B2, [B1, B2]] +

1
720
[B1, [B1, [B1, B2]]] +O

1
h7
2
,

(27)

gdzie dla A(t) = i(K2 ≠DV (·,t)) spe≥niajπcego (15), B1, B2 i B3 majπ wartoúci:

B1 = hA(t2), B2 =
Ô
15
3
h(A(t3)≠A(t1)), B3 =

10
3
h(A(t3)≠ 2A(t2) +A(t1)). (28)

Pochodne potencja≥u aproksymujemy w standardowy sposób

V0 = V (t2), V1 =
Ô
15
3h
(V (t3)≠ V (t1)), V2 =

10
3h2
(V (t3)≠ 2V (t2) + V (t1)),

i zuwaøamy , øe B1, B2 i B3 przyjmujπ wartoúci

B1 = ihÁˆ2x ≠ ihÁ
≠1V0, B2 = ih2Á≠1V1, B3 = ih3Á≠1V2.

Wykorzystujπc notacjÍ anty-komutatorów wyprowadzamy wzór naÁ4, (który ma postaÊ
q
k i
k+1ck ÈfkÍk
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gdzie ck œ Q oraz fk œ CŒp ([≠1, 1];R), tak, jak by≥o to w pracy (5)),

Á4 =ihÁ È1Í2 ≠ ihÁ
≠1
ÈV0Í0 ≠

1
12
ih3Á≠1 ÈV2Í0 ≠

1
6
h3 ÈˆxV1Í1

+
1
360

1
4ih5Á

e
ˆ2xV2
f

2
≠ ih5Á

e
ˆ4xV2
f

0
+ 2ih5Á≠1 È(ˆxV2)(ˆxV0)Í0

2

≠
1
120
ih5Á≠1

e
(ˆxV1)2

f

0
+
1
720

1
≠8h5Á2

e
ˆ3xV1
f

3
+ 3h5Á2

e
ˆ5xV1
f

1

≠h5
e
12(ˆ2xV1)(ˆxV0) + 4(ˆxV1)(ˆ

2
xV0)
f

1

2
,

(29)

które moøe byÊ dalej uproszczone do

Á4 =

O(Á‡≠1)
˙ ˝¸ ˚
ihÁˆ2x ≠ ihÁ

≠1V0≠

O(Á3‡≠1)
˙ ˝¸ ˚
1
12
ih3Á≠1V2 ≠

1
6
h3 ÈˆxV1Í1 (30)

+

O(Á5‡≠1)
˙ ˝¸ ˚
1
360
ih5Á≠1

1
2(ˆxV2)(ˆxV0)≠ 3(ˆxV1)2

2

≠

O(Á5‡≠1)
˙ ˝¸ ˚
1
180
h5
e
(ˆxV1)(ˆ2xV0) + 3(ˆxV0)(ˆ

2
xV1)
f

1

+

O(Á5‡≠1)
˙ ˝¸ ˚
1
90
ih5Á
e
ˆ2xV2
f

2
≠
1
90
h5Á2

e
ˆ3xV1
f

3
= Á+O

1
Á7‡≠1

2
.

O ile w przypadku pracy (5) nie pracowaliúmy w reøimie semiklasycznym, o tyle tutaj mamy do
czynienia z wciπø kosztownymi (duøymi w sensie spektralnym) sk≥adnikami sumy rozwiniÍcia Magnusa.
W zwiπzku z tym adaptujemy pomys≥ opracowany w (3) i wyprowadzamy asymptotycznπ dekompozycjÍ
Zassenhausa,

eÁ4 = e
1
2W

[0]
e
1
2W

[1]
e
1
2W

[2]
eW

[3]
e
1
2W

[2]
e
1
2W

[1]
e
1
2W

[0]
+O
1
Á7‡≠1

2
, (31)

gdzie

W [0] =iÁhˆ2x = O
1
Á‡≠1
2
,

W [1] =≠ iÁ≠1hV0 = O
1
Á‡≠1
2
,

W [2] =
1
12
iÁ≠1h3

1
2(ˆxV0)2 ≠ V2

2
≠
1
6
h3 ÈˆxV1Í1 +

1
6
iÁh3
e
ˆ2xV0
f

2
= O
1
Á3‡≠1

2
,

W
[3] =≠

1
24
iÁh3(ˆ4xV0)≠

1
360
iÁ≠1h5

1
13(ˆxV0)2(ˆ2xV0) + 3(ˆxV1)

2
≠ 12(ˆxV2)(ˆxV0)

2

+
1
30
h5
e
2(ˆxV )(ˆ2xV1)≠ (ˆxV1)(ˆ

2
xV )
f

1

≠
1
720
iÁh5
e
127(ˆxV0)(ˆ3xV0) + 130(ˆ

2
xV0)

2
≠ 18(ˆ2xV2)

f

2

+
1
60
Á2h5

e
ˆ3xV1
f

3
≠
13
90
iÁ3h5

e
ˆ4xV0
f

4
= O
1
Á5‡≠1

2
.

Bieøπce i planowane projekty oparte na opracowanych metodologiach (1)–(6)

Zakres tematyki poruszanej w pracach (1)–(6) dotyczy problematycznych aspektów metod obliczeniowych
dla równaÒ róøniczkowych typu ewolucyjnego. Zaproponowawszy rozwiπzania dla krytycznych prob-
lemów obliczeniowych zdoby≥am doúwiadczenie i sposoby, które teraz mogÍ ≥πczyÊ i zmieniaÊ tak,
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aby budowaÊ efektywne metody dla szerszej gamy ewolucyjnych równaÒ róøniczkowych. W ostatnim
roku (2017) przyznano mi dwa granty NCN w których wdraøam metody oparte na pomys≥ach prac
(1)–(6). Grant HARMONIA skupiony jest na ewolucyjnych równaniach róøniczkowych stosowanych
w mechanice kwantowej, a grant SONATA na takich równaniach z zastosowaniami w biologii. Od
d≥uøszego czasu pracujÍ nad tematykπ, której podwaliny zosta≥y opisane w prezentowanym cyklu prac
(1)–(6):

• Dowód zbieønoúci metody zaproponowanej w (4) oraz przyk≥ady numeryczne przedstawiajπce
obliczenia w sensie odleg≥oúci Fortet-Movier zosta≥y opisane w (8) i sπ obecnie w recenzji w
SINUM. Obecnie, razem z José Carrillo (Imperial College), Piotrem Gwiazdπ (IMPAN) i Ag-
nieszkπ Swierczewskπ-Gwiazdπ (UW, Warszawa) pracujemy nad podniesieniem rzÍdu zbieønoúci
metody EBT. W zwiπzku z tym wdraøamy tu metody dekompozycji pola wektorowego ((3),
(5) i (6))). Oczywiúcie metoda Stranga moøe byÊ wykorzystana, ale jeúli chcemy uzyskaÊ lepszπ
precyzjÍ aproksymacji, to musimy propagowaÊ czas w przestrzeni zespolonej.

• Wyniki otrzymane w (5) i (6) prowadzπ bezpoúrednio to teorii sterowania optymalnego w me-
chanice kwantowej, co jetst tematem projektu wspólnego z Arieh Iserlesem (University of Cam-
bridge, UK), Sinπ Ober-Blöbaum (University of Oxford, UK), oraz Pranavem Singhiem (Uni-
versity of Oxford, UK). Na tej tematyce planujÍ siÍ równieø skupiÊ w czasie szeúciomiesiÍcznego
semetru w Isaac Newton Institute (Cambridge), Geometry, compatibility and structure preser-
vation in computational diÄerential equations (JesieÒ 2019), do którego zosta≥am zaproszona.

• We wspó≥pracy z Yifa Tang z ChiÒskiej Akademii Nauk pracujemy nad wyprowadzeniem dekom-
pozycji Zassenhausa dla równania Kleina–Gordona. Równieø w tym przypadku zaobserwowal-
iúmy redukcjÍ rozmiary (spektralnego) komutatorów, tak jak to by≥o w (3).

• Od prawie roku pracujÍ nad moim w≥asnym projektem, w którym wyprowadzam kompaktowe
metody wyøszego rzÍdu, dla równania Schrödingera, (te metody bÍdπ mog≥y byÊ ≥atwo zaadop-
towane dla równania Diraca). WykorzystujÍ tu formalizmy opracowane w (3) i (5) razem z
wykorzystaniem bazy Gröbnera. UkoÒczywszy prace nad tym projektem, planujÍ po≥πczyÊ si≥y
z Reinoutem Quispelem (La Trobe University, Melbourne), który jest autorytetem w metodach
dekompozycji tak, aby uogólniÊ mój wynik.

• We wspó≥pracy z Weizhu Bao (National University of Singapore, Singapore), Arieh Iserlesem
(University of Cambridge, UK), Pranavem Singhiem (University of Oxford, UK) oraz Jiπ Yin
(National University of Singapore, Singapore) pracujemy obecnie nad metodπ czwartego rzÍdu
dla równania Diraca w polu elektrycznym generowanym przez laser.

• Obecnie w wspó≥pracy z Othmarem Kochem (University of Vienna, Austria), Winfriedem Auzin-
gerem (Technical University of Vienna, Austria) i Pranavem Singhiem (University of Oxford, UK)
pracujemy nad zastosowaniem metody adaptacji kroku czasowego w metodzie dekompozycji z
pracy (3), aby podnieúÊ wydajnoúÊ naszej metody.

• We spó≥pracy z Othmarem Kochem (University of Vienna, Austria), Winfriedem Auzingerem
(Technical University of Vienna, Austria), Pranavem Singhiem (University of Oxford, UK) i
Haraldem Hofstatterem (University of Vienna, Austria) wyprowadziliúmy niedawno nowπmetodÍ
dekompozycji dla uk≥adu równaÒ ogniw s≥onecznych.

• Niedawno rozpoczÍ≥am wspó≥pracÍ z Shevem MacNamarπ (Sydney University of Technology) i
Arieh Iserlesem (University of Cambridge) nad równaniami róøniczkowymi w biologii matematy-
cznej, w szczególnoúci analizujemy Master Equation i jego numeryczne (zachowujπce strukturÍ)
rozwiπzania.

• Wyniki pracy (5) rozszerzamy do przypadku stochastycznego równania Schrödingera we wspó≥pracy
z Tomaszem Szarkiem (University of Gdansk) i Pranavem Singhiem (University of Oxford, UK).

19



Opis pozosta≥ych osiπgniÍÊ naukowo-badawczych

Prace zwiπzane z tematykπ rozprawy habilitacyjnej

(7) Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, Solving Schrödinger equation in semiclassical
regime with highly oscillatory time-dependent potentials,
w recenzji w Journal of Computational Physics,

(8) José A. Carrillo, Piotr Gwiazda, Karolina Kropielnicka, Anna Marciniak-Czochra, The Escalator
Boxcar Train method for a system of age-structured equations in the space of measures,
w recenzji w SIAM Journal of Numerical Analysis,

(9) Arieh Iserles, Karolina Kropielnicka, Pranav Singh, Compact schemes for laser-matter interac-
tion in Schrödinger equation,
w recenzji w Computer Physics Communications,

Prace (7) i (9) poúwiÍcone sπ równaniu Schrödingera z potencja≥em czaso-zmiennym. W (7)
koncentrujemy siÍ na reøimie semiklasycznym. Wyprowadzamy bezkomutatorowe rozwiniÍcie Mag-
nusa, które zachowuje “nieruszone ca≥ki”, i wyprowadzamy dekompozycjÍ Zassenhausa, które jest
koniecznoúciπ w reøimie semiklasycznym. W pracy porównujemy tÍ metodÍ z innymi wiodπcymi meto-
dami. Nasze podejúcie nie tylko jest duøo taÒsze obliczeniowo, ale równieø uzyskujemy istotnie mniejszπ
sta≥π b≥Ídy (co znaczy lepszπ aproksymacjÍ).
Praca (9) oparta jest na zupe≥nie innym pomyúle, gdzie wyprowadzamy tak zwanπ metodÍ kom-

paktowπ dla równania Schrödingera opisujπcego ruch czπstek w polu elektrycznym strerowanym przez
laser.
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Figure 4: Performance of various schemes for laser-matter interaction in the semiclassical regime.

Aby zilustrowaÊ wydajnoúÊ nowo wyprowadzonych metod skupmy siÍ na konkretnym przyk≥adzie,
gdzie parametr semiklasyczny Á = 10≠2 (w wielu zastosowaniach parametr ten moøe byÊ jeszcze
mniejszy. Wtedy nasze metodologie wypadajπ jeszcze lepiej w porównaniu do innych znanych schematów).
Przyjøyjmy siÍ ewolucji Gaussowskiego pakietu falowego (z zerowym poczπtkowym momentem),

u0(x) = (”fi)≠1/4 exp
1
(≠(x≠ x0)2)/(2”)

2
, x0 = ≠2.5, ” = 10≠2,

pod wp≥ywem czaso-zmiennego potencja≥u,

VD(x) = 15x
4
≠ 2x2.
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Jak widzimy na wykresie (Figure 4, lewa kolumna), rozwiπzanie, uD(T ), zostaje “uwiÍzione w lewej
studni potencja≥u aø do czasu T = 2.5. Jeúli jednak pole elektryczne pobudzimy laserem,

Ve(x, t) = VD(x) + e(t)x,

moøemy “zmusiÊ” rozwiπzanie ue(T ) do przesuniÍcia siÍ do prawej studni potencja≥u. Laser rozwaøany
w opisywanym przyk≥adzie ma postaÊ

e(t) = 10 exp(≠10(t≠ 1)2) sin((500(t≠ 1)4 + 10)),

o bardzo silnie oscylujπcym profilu czasowym, co jest zilustrowane na wykresie (Figure 4, úrodkowa
kolumna).
WydajnoúÊ naszej metody jest przedstawiona na wykresie (Figure 4, prawa kolumna). Pierwsza

z porównywanych metod (rzÍdu szóstego) jest zoptymalizowanπ metodπ bezkomutatorowπ zapro-
ponowanπ w (Alvermann & Fehske 2011), która niewπtpliwie do tej pory stanowi≥a najlepszπ opcjÍ
dla analizowanego problemu. W tej metodzie trzeba uøyÊ 10 iteracji Lanczosa, stπd jej nazwa 6AF10.
Metoda szóstego rzÍdu zaproponowana w pracy (6) oznaczona jest przez 6BIKS, i ilustruje duøπ
poprawÍ efektywnoúci w porównaniu do 6AF10 dziÍki asymtotycznej naturze dekompozycji Magnusa–
Zassenhausa. Zauwaømy, na przyk≥ad, øe metoda 6AF10 jest bezuøyteczna jeúli potrzebujemy dok≥ad-
noúci rzÍdu 10≠9.
Metoda szóstego rzÍdu 6IKS opisana w (7), opisuje istotne ulepszenie w stosunku do metody

z pracy (6). Dzieje siÍ tak dlatego, øe potencja≥ jest wysoko oscylujπcy a zachowujπc —nieruszone
ca≥ki”, dyskretyzujemy je bardzo niskim kosztem pod koniec schematu. Pod koniec przedstaiamy
metodÍ opracowanπ w (9), jest to metoda zaledwie czwartego rzÍdu, a jest na tyle efektywna, øe
úmia≥o konkuruje z pozosta≥ymi metodami, które sπ szóstego rzÍdu. Naleøy podkreúliÊ jednak, øe
metoda opracowana w (9) jest bardzo wyspecjalizowana dla potencja≥u bÍdπcego laserem (ale takie
w≥aúnie potencja≥y sπ najczÍúciej wykorzystywane w teorii sterowania optymalnego!)
W pracy (8) dowiedliúmy zbieønoúci schematu EBT, który wyprowadzony by≥ w (4). Zadnie to jest

trudne z powodu postawienia problemu z przestrzeni nieujemnych miar Radona. W (8) zaprezentowal-
iúmy teø przyk≥ady numeryczne, które zilustrowa≥y rozwaøania teoretyczne. MiÍdzy innymi pokazal-
iúmy, øe b≥πd metody EBT liczony metryce wahania ca≥kowitego (Total Variation) nie zbiega do zera!
Dopiero obliczenia w sensie odleg≥oúci Forter-Mouriera potwierdzi≥y zbieønoúÊ metody. Dodatkowym
atutem pracy jest przeprowadzenie obliczeÒ dotyczπcych odleg≥oúci Wasserstaina w przypadku 2D.
Takie obliczenia sπ bardzo kosztowne i zastosowaliúmy tu nietrywialnπ metodÍ iteracji Bergmana
opartπ na wprowadzeniu metody relatywnej entropii.

Prace dotyczπce metod róønicowych

(10) Z. Kamont, K. Kropielnicka Implicit diÄerence methods for evolution functional diÄerential equa-
tions, Numerical Analysis and Applications, 4, 2011, no. 4, 294–308

(11) Z. Kamont, K. Kropielnicka Comparison of explicit and implicit diÄerence schemes for parabolic
functional diÄerential equations, Annales Polonici Mathematici 103, 2012, 135-160

(12) K. Kropielnicka, L. Sapa Estimate of solutions for diÄerential and diÄerence functional equations
with applications to diÄerence methods, Applied Mathematics and Computation, 217, 2011, no.
13, 6206 - 6218

(13) Z. Kamont, K. Kropielnicka Numerical method of lines for parabolic functional diÄerential equa-
tions, Applicable Analysis, 88, 2009, no. 12, 1631 - 1650

(14) Z. Kamont, K. Kropielnicka Implicit diÄerence functional inequalities corresponding to first-
order partial diÄerential functional equations, Journal of Applied Mathematics and Stochastic
Analysis, 2009, Article ID 245720

(15) Z. Kamont, K. Kropielnicka Implicit diÄerence functional inequalities and applications, Journal
of Mathematical Inequalities, 2, 2008, no. 3, 407-427
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(16) K. Kropielnicka Numerical method of bicharacteristic for quasilinear hyperbolic functional dif-
ferential systems, Commentationes Mathematicae, 45, 2005, no.1, 91-109.

(17) Z. Kamont, K. Kropielnicka DiÄerential diÄerence inequalities related to hyperbolic functional
diÄerential systems and applications, Mathematical Inequalities and Applications, 8, 2005, no.4,
655-674.

Powyøsze prace dotyczπ problematyki schematów róønicowych, ale nie sπ zwiπzane z tematykπ mojego
doktoratu. Prace (16) i (17) poúwiÍcone sπ równaniom hiperbolicznym. Nierównoúci i oszacowania
analizowane sπ w pracach (12), (14) oraz (15). W pozosta≥ych artyku≥ach skupiam siÍ schematach
róønicowych uwik≥anych.

Prace zwiπzane z moim doktoratem

(18) K. Kropielnicka Implicit diÄerence methods for quasilinear parabolic functional diÄerential prob-
lems of the Dirichlet type, Applicationes Mathematicae, 35, 2008, no.2, 155-175.

(19) K. Kropielnicka Implicit diÄerence methods for parabolic functional diÄerential problems of the
Neumann type, Nonlinear Oscillations, 11, 2008, no. 3, 329-347

(20) K. Kropielnicka Implicit diÄerence methods for quasilinear parabolic functional diÄerential sys-
tems, Universitatis Iagellonicae. Acta Mathematica, 45, 2007, 175-195

(21) K. Kropielnicka Stability of implicit diÄerence equations generated by parabolic functional diÄer-
ential problems, Computational Methods in Applied Mathematics, 7, 2007, no.1, 68-82.

(22) K. Kropielnicka DiÄerence methods for parabolic functional diÄerential problems of the Neumann
type, Annales Polonici Mathematici, 92, 2007, no. 2, 163-178

(23) K. Kropielnicka Convergence of implicit diÄerence methods for parabolic functional diÄerential
equations, International Journal of Mathematical Analysis, 1, 2007, no. 6, 257 - 277

(24) K. Kropielnicka Implicit diÄerence method for nonlinear parabolic functional diÄerential systems,
Demonstratio Mathematica, 39, 2006, no.3, 711-728

(25) K. Kropielnicka Implicit diÄerence method for parabolic functional diÄerential equations, Func-
tional DiÄerential Equations, 13, 2006, no. 3-4, 483-510.

Powyøsze artyku≥y stanowiπ cykl prac poúwiÍconych uwik≥anym schematom róønicowym dla parabol-
icznych równaÒ róøniczkowo-funkcyjnych.
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