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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Jakuba Jana Borkaty
pt. ,,Applications of Quantum Random Access Codes in Quantum Information”

Struktura. Rozprawa pt. ,Application of Quantum Random Access Codes in Quantum Information” autorstwa
mgr. inz. Jakuba Borkaty zostata przygotowana pod kierunkiem dr hab. Marcina Pawfowskiego, prof. UG.
Zawarta jest na 89 stronach wigczajgc catkiem obszerny spis literatury bo zawierajacy az 174 pozycje i zostata
napisana w jezyku angielskim na catkiem dobrym poziomie.

Rozprawa sktada sie z pieciu rozdziatow. Pierwszy to krotki wstep zawierajacy wprowadzenie do dziedziny,
sformutowanie gtéwnego celu badawczego oraz streszczenie pozostatych rozdziatéw. Celem drugiego rozdziatu
jest wprowadzenie podstawowych scenariuszy kwantowej teorii informacji, ktére sg rozpatrywane w rozprawie,
czyli scenariusza komunikacyjnego przygotuj i zmierz (ang. prepapre-and-measure scnario) oraz scenariusza, w
ktorym obserwatorzy mogg wspoétdzieli¢ stany kwantowe. Przytoczono tutaj takze wszystkie najwazniejsze
pojecia i narzedzia uzywane w kwantowej teorii informacji jak i samej mechanice kwantowej takie jak stan i
pomiar kwantowy, kanat kwantowy, czy bazy wzajemnie komplementarne (ang. mutually unbiased bases). W
rozdziale drugim autor zamiescit takze krétki opis metod optymalizacji wypuktej takich jak programowanie
liniowe czy programowanie dodatnio pot-okreslone oraz nakreslit zasade dziatania opartych na tym ostatnim
metod typu see-saw, a takze hierarchii Navascués-Pironio-Acin i jej modyfikacji sformutowanej przez
Navascuésa i Vértesi'ego dla uktadéw kwantowych o ustalonym wymiarze, ktdrg w dalszych czesciach recenzji
bede nazywat metodg NV.

Trzeci rozdziat zawiera definicje kodéw swobodnego dostepu (ang. random access codes) wraz z ich dwiema
modyfikacjami na przypadek kwantowy zwanymi kwantowymi kodami swobodnego dostepu (ang. quantum
random access codes) oraz kodami dostepu wspomaganymi splataniem (ang. entanglement-assisted random
access codes); za Autorem bede je dalej oznaczat przez, odpowiednio, RAC, QRAC oraz EARAC. Oméwiono
wreszcie idee samotestowania. Ponadto w rozdziale 3 pojawiaja sie pierwsze oryginalne wyniki Autora: definicja
kwantowych kodéw swobodnego dostepu z obietnicg (ang. promise-QRAC), lematy 1 i 2 wykorzystywane

pdiniej w podrozdziale 4.1, a takze uogdlnienia protokotu RAC na przypadek wieloczastkowy bedace filarem
podrozdziatu 4.3.

Zasadnicza czes$¢ rozprawy, zawierajgca gtdwne i oryginalne wyniki naukowe otrzymane przez mgr. Borkate to
rozdziat czwarty. Zostat on podzielony na trzy podrozdziaty, z ktérych kazdy odpowiada jednemu z artykutéw
naukowych, ktérych wspoétautorem jest mgr. Borkata:

[R1] E. A. Aguilar, J. J. Borkata, P. Mironowicz, M. Pawiowski, Connections Between Mutually Unbiased Bases
and Quantum Random Access Codes, Phys. Rev. Lett. 121, 050501 (2018),

[R2] N. Miklin, J. J. Borkata, M. Pawtowski, Self-testing of unsharp measurements, arXiv:1903.12533,

[R3] D. Saha, J. J. Borkata, Multiparty random access codes, Europhys. Lett. 128, 30005 (2020).



Warto tutaj podkresli¢, ze pierwszy z artykutéw zostat opublikowany w bardzo dobrym czasopismie fizycznym
Physical Review Letters, a trzeci w dobrym Europhysics Letters. Drugi natomiast zostat umieszczony w bazie
preprintdw i zapewne wystany do czasopisma.

Rozprawe wiericzy krotkie podsumowanie zawarte w rozdziale pigtym, ktére z jednej strony streszcza wszystkie
wyniki zawarte w pracy, a z drugiej nakresla mozliwe kierunki dalszych badan.

Rozdziaty wstepne (1,2,3) wraz z podsumowaniem (rozdziat 4 omawiam w dalszych czeéciach tej recenzji)
zostaly napisane w przystepny sposéb i poza pewnymi wyjatkami, o ktérych pisze ponizej, pozawalajg
zorientowaé sie w pojeciach i metodach uzywanych w rozprawie bez koniecznosci positkowania si¢ dodatkowa
literatura. Udato mi sie znale#¢ tutaj kilka potknigé gtéwnie natury jezykowej takich jak powtdrzenia, literéwki,
czy zdania, ktdre s3 trudne do zrozumienia. Nie ma sensu zebym je wszystkie wypisywat tutaj, totez zatgczam je
na koncu recenzji. Mam jednak dwie uwagi dotyczgce rozdziatéw 2 i 3, o ktérych warto tutaj wspomniec.

1.1. Uwazam, ze opis metody NV zamieszony w podrozdziale 2.5.4 jest zbyt powierzchowny. Zostata ona uzyta
do uzyskania wielu wynikow zamieszczonych w rozprawie i czytelnikowi, ktéry nie ma rozeznania w tego typu
metodach, cze$é podrozdziatu 4.1 dotyczaca jej implementacji staje si¢ mato czytelna.

1.2. Podobny problem jest z podrozdziatem 3.7, ktory dotyczy idei samotestowania. Zamieszczony tam opis jest
zbyt ogdlny i gtownie dotyczy scenariusza Bella. W szczegdlnosci brakuje w nim jawnej, matematycznej definicji
samotestowania w scenariuszu przygotuj i zmierz, co moze skutkowac problemami ze zrozumieniem wynikéw
zamieszczonych w podrozdziale 4.2. Ponadto, nie zrozumiatem jak ze zdania ,Compared to the nonlocal
scenarios ..” autor wnioskuje ,That is why we can conclude that all outcome statistics are invariant under
unitary transformations”. Mysle, ze Autor chciat tutaj powiedzie¢, ze owe rozktady prawdopodobienstw
opisujgce scenariusz przygotuj i zmierz sg niezmiennicze na dziatanie operacji unitarnych, totez w tym
scenariuszu mozna samotestowacé stany i pomiary kwantowe z dokfadnoscia dziatania do operacji unitarnych.

Tematyka. Rozprawa poswiecona jest kodom swobodnego dostepu, a w zasadzie ich wersjom kwantowym,
ktére sg rodzajem zadan rozproszonych, w ktérych dwoje lub wielu obserwatoréw wspdtpracujg aby osiggnac
pewien zadany cel. Zazwyczaj sg formutowane w scenariuszu przygotuj i zmierz (ang. prepare-and-measure
scenario), ktoéry jest jednym z najbardziej podstawowych scenariuszy komunikacyjnych rozpatrywanych w
ramach kwantowej teorii informacji. Jego gtéwng zaletg jest to, ze pomimo swojej prostoty pozwala na
stawianie nietrywialnych problemdw, w rozwigzaniu ktorych korelacje kwantowe daja przewage nad korelacjami
klasycznymi. Jest to zatem bardzo ciekawa tematyka o znaczeniu fundamentalnym i dlatego jest ona (a w tym
owe kody swobodnego dostepu) intensywnie badana w ostatnich latach. Promotor dr hab. M. Pawtowski jest w
niej z pewnoscig jednym z wiodacych badaczy. Badania zaprezentowane w rozprawie mgr. Borkaty bardzo
dobrze wpisuja sie w ten nurt badan, a co wiecej majg niematy wktad w jego rozwdj. Ich celem nadrzednym jest
eksploracja zastosowan kodéw swobodnego dostepu w réznych gateziach kwantowej teorii informacji i tym
samym wykazanie, ze sg one bardzo uzytecznym narzedziem w tej dziedzinie. Cel ten jest bardzo ogélny, totez
Autor formutuje kilka celéw szczegdtowych, ktdre sg nastepnie w rozprawie realizowane, a o ktorych w bardziej
szczegdtowy sposdb wypowiadam sie ponize;.

Wyniki. Podrozdziat 4.1 zawiera dos$¢ brawurowg prébe odpowiedzi na pytanie, czy w przestrzeniach Hilberta o
wymiarze szes¢ istniejg cztery bazy wzajemnie komplementarne. Hipoteza sformutowana przez Zaunera méwi,
ze w szcze$ciowymiarowych przestrzeniach Hilberta istniejg tylko 3 takie bazy i celem autora byto potwierdzenie
tej hipotezy. Warto tutaj podkresli¢, ze istnieje juz do$¢ obszerna literatura na ten temat, wymieniona zresztg w

rozprawie, ktora potwierdza, ze problem ten pomimo tego, ze na pierwszy rzut oka wyglada dos¢ niewinnie, jest
w istocie bardzo trudny do rozstrzygniecia.



Zaproponowano bardzo oryginalng i jednoczesnie ogdlng metode weryfikacji, czy w przestrzeni Hilberta o
skoriczonym wymiarze d istnieje n baz wzajemnie niejednoznacznych, ktéra oparta jest na zmodyfikowanej
wersji standardowego protokotu QRAC, nazwana QRAC z obietnicg (ang. promise QRAC). To co odrdznia go od
standardowego protokotu QRAC, a jednoczesnie stanowi trzon metody to Lemat 2, ktéry podaje ograniczenie
gorne na maksymalne $rednie prawdopodobiefnstwo sukcesu oraz méwi, ze owo ograniczenie jest osiggane
wtedy i tylko wtedy, gdy pomiary kwantowe wykonywane przez Boba tworzg bazy wzajemnie niejednoznaczne;
Obserwacja 1 sformutowana na stronie 34 pokazuje, ze w przypadku standardowego QRAC implikacja zachodzi
tylko w jedng strone.

Druga cze$¢ metody zaproponowanej w pracy [R1] to dwie metody numeryczne, ktére pozwalajg natozy¢
ograniczenia gorne i dolne na s$rednie prawdopodobieristwo sukcesu (3.12) i tym samym zweryfikowac czy w
danym przypadku scharakteryzowanym wymiarem przestrzeni Hilberta d i iloscig baz n moze ono osiggac
warto$¢ ograniczenia (3.13). Obie oparte sg na programowaniu dodatnio poét-okreslonym i wykorzystuja fakt, ze
prawdopodobienstwo (3.12) jest funkcjg liniowg stanu kwantowego jak i operatorow pomiaru. Pierwsza z
metod to hierarchia NV nakreslona w podrozdziale 2.5. Pozwala ona wyznaczy¢ nieskonczony cigg ograniczen
gornych na owo prawdopodobieristwo maksymalne, ktore zbiegaja to jego wartosci Scistej. Gtowng zaleta tej
metody to fakt, ze na kazdym poziomie zawsze zwraca globalne maksimum (z numeryczna doktadnoscig), dzieki
czemu unika sie ,problemu lokalnych maksiméw”. Zatem jezeli metoda NV na jednym z jej poziomow
zwrdcitaby ograniczenie gérne na (3.12), ktére miatoby wartos¢ nizszg niz (3.13), oznaczatoby to, ze w danej p.
Hilberta nie istnieje n baz wzajemnie komplementarnych. Z drugiej strony jej ztozono$¢ bardzo szybko rosnie
wraz ze wzrostem wymiaru p. Hilberta i/lub iloscig baz co sprawia, ze metode tg mozna efektywnie stosowac
tylko w najprostszych przypadkach. W szczegdlnosci tabelka 4.3 sugeruje, ze w przypadku protokotu (4,2)°, ktéry
dotyczy postawionego problemu, Autor nie byt w stanie uzy¢ tej metody nawet na jej podstawowym poziomie.
W celu usprawnienia dziatania hierarchii NV skorzystano z pewnych symetrii wbudowanych w scenariusz oparty
na QRAC takich jak np. to, ze zamiana wynikéw pomiaréw Boba nie zmienia wartosci prawdopodobienstwa
sukcesu. Jak wynika z tabelki 4.3 to znacznie usprawnito dziatanie hierarchii NV, a w szczegdlnosci pozwolito
zastosowac jg do przypadku koddw z obietnica (4,2)° nawet na kilku poziomach. Niestety warto$¢ otrzymana na
najwyzszym z tych poziomdw z doktadnoscig do numerycznej precyzji w zasadzie odpowiada wartosci (3.13), co
nie pozwolito wykluczy¢ istnienia czterech baz komplementarnych i tym samym potwierdzi¢ powyzszej hipotezy.

Druga z metod to tzw. metoda typu see-saw, réwniez oparta na programowaniu dodatnio pof-okreslonym.
Pozwala ona numerycznie wyznaczy¢ ograniczenie dolne na maksymalne $rednie prawdopodobierstwo sukcesu
(3.12). Zaletg tego podejscia w kontekscie poszukiwania baz wzajemnie niejednoznacznych w p. Hilbertach to
fakt, ze w przypadku osiggniecia wartosci (3.13) zwraca ona rowniez stan kwantowy oraz poszukiwane bazy, dla
ktérych wyrazenie (3.12) osigga wartos¢ maksymalng. Metoda ta zostata przetestowana na kilku przykfadach
kwantowych kodéw z obietnicg (n,m)°. Otrzymane wartosci zebrane sg w tabeli 4.2 i w najprostszych
przypadkach metoda w zasadzie potwierdza istnienie znanych juz baz wzajemnie komplementarnych.
Natomiast w najbardziej interesujgcym przypadku kodéw (4,2)° otrzymana warto$¢ zbytnio odbiega od wartosci
maksymalnej aby mozna byto wnioskowac o istnieniu czterech baz wzajemnie komplementarnych.

Dodatkowym wynikiem zaprezentowanym w podrozdziale 4.1 jest nowa miara wzajemnej komplementarnosci

baz w skonczenie wymiarowych przestrzeniach Hilberta oparta o prawdopodobiefstwo sukcesu sformutowane
dla kodow kwantowych z obietnica.

Sformutowang metode uwazam za bardzo ciekawg i oryginalng. Pokazuje ona, ze czysto-matematyczny problem
jakim jest jest poszukiwanie baz wzajemnie komplementarnych w przestrzeniach Hilberta mozna ,zaatakowac”
uzywajac narzedzi stworzonych w ramach kwantowej informacji. Nawet jezeli nie udato sie potwierdzic
powyiszej hipotezy to nalezy doceni¢ fakt, ze mgr Borkata postawit sobie za cel rozwigzanie tak ambitnego
problemu. Ponadto, podobato mi sie zastosowanie teorii grup do opisu symetrii w rozwazanym scenariuszu, co
miato duzy wplyw na przyspieszenie dziatania metod numerycznych. Szkoda, ze Autorzy nie pociggneli tego



watku dalej, a w szczegdInosci w zastosowaniu do scenariuszy Bella, tak jak sie to zasugerowane w referencjach
pracy [R1]. Praca o podobnej tematyce autorstwa A. Tavakoli i wspdtpracownikéw ukazata si¢ niedawno w
Physical Review Letters. Mam jednak kilka pomniejszych uwag dotyczacych podrozdziatu 4.1.

2.1. Jako ze Autor nie opisat w szczegétach metody NV, to cze$¢ podrozdziatu 4.1 dotyczaca implementaciji tej
metody staje sie mato czytelna dla mniej zorientowanych o0s6b.

2.2. Uwazam, ze lepiej bytoby zamieéci¢ dowdd Obserwacji 1 zaraz po niej, a nie odnosi¢ czytelnika do tekstu,
ktory znajduje sie gdzies dalej.

2.3. Zabrakto mi uzasadnienia dlaczego w dowodzie lematu 1 Autorzy biora pod uwage tylko pomiary
projektywne.

Gtéwnym celem podrozdziatu 4.2 jest zastosowanie protokotdw QRAC do samotestowania dwuwynikowych
pomiaréw kwantowych, ktére nie sg projektywne. Pomiary tego typu znalazly wiele ciekawych zastosowan w
informatyce kwantowej, a szczegdlnosci w protokotach sekwencyjnych, w ktérych na danym uktadzie fizycznym
pomiar kwantowy jest wykonywany kilkukrotnie. Przyktadem takiego protokotfu jest wprowadzony w rozprawie
sekwencyjny protokét QRAC, w ktérym stan przygotowany przez Alicje jest mierzony przez dwoch
obserwatoréw, Boba i Charliego, a nie jednego jak to ma miejsce w przypadku standardowych protokotow
QRAC. Obaj obserwatorzy starajg sie odgadna¢ zadany bit wejsciowy Alicji i globalne prawdopodobieristwo
sukcesu w tym zadaniu jest kombinacjg wypukta prawdopodobieristw sukcesu kazdego z nich (4.24).

Pierwszym celem badar zaprezentowanych w podrozdziale 4.2 jest charakteryzacja prawdopodobienstwa
sukcesu (4.24). Wpierw Autorzy wyznaczaja jego warto$¢ maksymalna w przypadku, gdy Bob wykonuje pomiary
projektywne, uwzgledniajac tez szczegdlny przypadek, gdy jeden lub oba pomiary majg tylko jeden wynik
(Proposition 1 na stronie 49). Nastepnie numerycznie wyznaczono jego warto$¢ maksymalng kwantowg, tzn.
wartoé¢ maksymalng w przypadku, gdy Bob moze wykonywa¢ dowolne pomiary kwantowe (Proposition 2 na
stronie 50). Stany oraz pomiary kwantowe osiggajace te warto$¢ znaleziono przy pomocy metody typu see-saw,
a nastepnie, wykorzystujac hierarchie NV zweryfikowano jg dla skoriczonej liczby wartoéci parametru a. Co
ciekawe, pomiary, ktére Bob musi wykonaé, aby osiggna¢ owg maksymalna wartos¢ to pomiary nieprojektywne
(zwane réwniez uogdlnionymi) i wtaénie ten fakt pozwolit Autorom pracy [R2] na zaproponowanie metody
samotestowania tego typu pomiaréw. Co wiecej, analiza numeryczna przedstawiona w podrozdziale 4.2.10
sugeruje, ze w zasadzie mozna w ten sposéb samotestowaé dowolne pomiary tego typu wykonane przez Boba.
Wystarczy w tym celu odpowiednio dobra¢ parametr o w funkcji (4.73). Przebadano takze przypadek
,hieidealny”, w ktérym obserwowana warto$¢ (4.24) nie osigga wartosci optymalnej, ale jest do niej bliska.

Dodatkowo w podrozdziale 4.2 wyprowadzono relacje monogamii pomiedzy prawdopodobiefstwami sukcesu
obu obserwatoréw wykonujgcych pomiary w scenariuszu sekwencyjnym, ktéra pozwala oszacowac jaki wptyw
ma pomiar wykonany przez pierwszego z tych obserwatoréw na prawdopodobieristwo sukcesu drugiego. Uzyto
rowniez tego scenariusza do przeanalizowania bezpieczenstwa klucza kryptograficznego wytwarzanego w w
schemacie dystrybucji klucza z pracy [117], poprawiajac wyniki uzyskane we wczesniejszych pracach. Wreszcie,
wyprowadzone zostato ograniczenie gérne na prawdopodobieristwo sukcesu w standardowym protokole QRAC
w przypadku, gdy na stan przygotowany przez Alicje dziata kanat defazujgcy. Pozwala ono oceni¢ jak obnizy sie
prawdopodobienstwo sukcesu w przypadku gdy kanat kwantowy pomiedzy Alicjg i Bobem jest ,,zaszumiony”.

Podrozdziat 4.2 zawiera duzg liczbe oryginalnych wynikdw, z ktérych za najwazniejszy i najciekawszy uwazam
definicje protokotu sekwencyjnego QRAC wraz z odpowiadajagcg mu funkcjg celu jaka jest usrednione
prawdopodobienstwo sukcesu z wagg, dogtebng jego analize oraz wynikajaca z niej mozliwo$¢ samotestowania
uogdlnionych dwuwynikowych pomiaréow kwantowych, choé¢ co do tego ostatniego mam pewne zastrzezenia.



3.1. Sformutowanie ,and their probabilistic mixtures” pojawiajgce sie w Proposition 1 jest niefortunne
poniewaz dowolny dwuwynikowy pomiar nieprojektywny mozna wyrazi¢ jako mieszanine dwdch pomiaréw
projektywnych.

3.2. Jak juz wczesniej wspomniatem uwazam, ze w podrozdziale 4.2 lub 3.7 powinna znaleZ¢ sie jawna definicja
samotestowania w scenariuszu przygotuj i zmierz. Co prawda na stronie 58 pojawia sie tekst, ktory w zasadzie
okresla co Autor rozumie przez samotestowanie, a w nastepnym paragrafie pojawia sie réwniez wyrazenie
matematyczne, ktdre niejako definiuje problem samotestowania w ,przypadku z szumem”. Brak takiej definicji
sprawia, ze czytelnikowi niezaznajomionemu z problemem samotestowania moze by¢ trudno zrozumiec
zawartosc¢ podrozdziatu 4.2.

3.3. Ponadto, nie zrozumiatem dlaczego owo wyrazenie matematyczne, ktdre stuzy za definicje samotestowania
dopuszcza zawiera inng operacje unitarna dla kazdego z pomiaréw Boba. Moim zdaniem powinna pojawi¢ sie
tutaj tylko jedna operacja unitarna, co zresztg potwierdza pierwsze zdanie wczesniejszego paragrafu: ,, Formally,
self-testing of measurements states that for all measurements compatible with the observed statistics there
exist an isometry between these measurements and the target measurements.”, a takze formufa (3.15), w ktorej
niezmienniczo$¢ rozktadéow prawdopodobiefstw rozpatrywanych w tym scenariuszu na dziatanie operacji
unitarnych jest pokazana. Fakt, ze Autorzy dopuszczajg uzycie dwoch operacji unitarnych potwierdzony jest
rozwazaniami w podrozdziale 4.2.4, ktére sprowadzajg problem samotestowania do okreslenia norm
operatorow dodatnich reprezentujgcych wyniki ,,0” obu pomiaréw, bedacych w zgodzie z obserwowang
wartoscig funkcji (4.24). Podejscie to nie pozwala jednak wykluczy¢ mozliwosci, w ktérej oba pomiary
wykonywane przez Boba sg reprezentowane przez takie same normy.

3.4. Mam wrazenie, ze ukfad czesci podrozdziatu 4.2 ma nieco przypadkowy charakter. Przyktadowo rozwazania
dotyczace samotestowania sg rozdzielone opisami innych wynikéw takich jak np. wspomniana juz relacja
monogamii, czy analiza prawdopodobienstwa sukcesu w przypadku kanatu z szumem. Swojg droga nie jest dla
mnie jasne, dlaczego ta analiza zostata w tym rozdziale w ogéle umieszczona.

W ostatniej pracy [R3], ktorej wspdtautorem jest mgr Borkata zaproponowano uogdlnienia klasycznych i
kwantowych protokotéw swobodnego dostepu na przypadek dowolnej liczby obserwatoréw. Nastepnie
opierajac sie na znanych protokotach kwantowych takich jak (4,4)-QRAC, (6,6)-QRAC, czy tych wspomaganych
splataniem, skonstruowano protokoty wieloobserwatorowe, dla ktérych pokazano, ze rdznica pomiedzy
wartosciami kwantowymi i klasycznymi wzrasta w stosunku do przypadku dwdch obserwatorow. Uwazam, ze
jest to ciekawa obserwacja, ktéra moze mie¢ duze znaczenie z aplikacyjnego punktu widzenia. Mam jednak kilka
uwag dotyczacych podrozdziatu 4.3.

4.1. Ta cze$¢ rozprawy jest najkrétsza, ale jednoczes$nie najtrudniejsza do przebrniecia. Mysle, ze Autor magt
skorzystac z okazji jakg niesie mozliwos$¢ napisania petnej rozprawy i opisa¢ swoje wyniki w nieco obszerniejszy
sposob. W szczegdlnosci, mozna byto przenie$¢ opisy protokotéw z podpisow pod rysunkami do gtoéwnego
tekstu i nieco je rozwinga¢.

4.2. Najwazniejszym zarzutem jaki mam do tej czesci to brak wyjasnienia dlaczego rozwazane uogdlnienia jak
np. to zawarte podrozdziale 3.3 Autor nazywa wieloobserwatorowymi. Przypominajg one raczej protokoty
sekwencyjne, w ktdrych jeden z obserwatoréw wykonuje pomiary jeden po drugim, uzywajac réznych danych
wejsciowych oraz wynikéw poprzedniego pomiaru. Ponadto w podrozdziale 3.3 zabrakio omdwienia dlaczego
pierwszy obserwator otrzymuje wiele bitéw wejsciowych, a pozostali tylko dwa.

4.3. W czesci dotyczacej protokotdw wspomaganych splgtaniem zabrakto mi omoéwienia otrzymanych formut

oraz wykresu przedstawionego na Rys. 4.11, z ktérego wynika, ze zwiekszanie n skutkuje zwiekszeniem réznicy
pomiedzy wartosciami kwantowymi i klasycznymi prawdopodobieristwa sukcesu.
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Konkluzja. Podsumowujgc uwazam, ze rozprawa mgr. Borkaty zawiera wiele ciekawych i nowatorskich wynikéw
naukowych, ktéry maja wktad w rozwdj kwantowej teorii informacji oraz podstaw teorii kwantow. Pomimo
pewnych brakéw i niedociggnieé¢ dotyczacych gtéwnie strony redakcyjnej rozprawy, jestem przekonany, ze
spetnia ona ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie mgr.
Jakuba Borkaty do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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Inne uwagi:

1. Strona 3: zamiast ,,state to much” powinno by¢ ,state too much”.

2. Strona 3: ,,gap may serve” lub ,gap serves” zamiast ,gap may serves”

3. Strona 3: ,,asigned” zamiast ,asign” oraz it proves” zamiast ,,it proofs”.

4. Strona 8: nie jest jasne dlaczego w zdaniu ,,... by the action of completely positive map on a state 2.3.1,
but ..” pojawia sie odniesienie do podrozdziatu 2.3.1. Jezeli Autor chciat odnieé¢ czytelnika do definicji stanu
kwantowego, mégt to zrobié piszac ,,... maps on a state (for the definition of quantum states see chapter 2.3.1)".
5. Strona 8: zamiast ,known form the classical” powinno by¢ ,,known from the classical”.

6. Strona 8: zamiast ,, preparation devise” powinno by¢ ,preparation device”.

4. Strony 8 i 9: w kilku miejscach powinno by¢ ,what we can” zamiast ,what can we”.

5. Strona 10: zamiast ,Language of quantum mechanics” powinno by¢ ,The language of quantum mechanics”.

6. Strona 10: zamiast ,with finite degrees of freedom” powinno raczej by¢ ,with a finite number of degrees of
freedom”.

7. Czasami Autor uzywa ,positive”, a czasami , positive semi-definite” na okresdlenie operatoréw dodatnich, co
nie jest bledem bo oba pojecia sa uzywane w literaturze, ale dla przejrzystosci lepiej uzywac tylko jednego z
nich.

8. Strona 10: w zdaniu ,The set S(H) ... corresponds to a third state ..” nie jest jasne do czego odnosi sie
czasownik ,corresponds”.

9. Strona 10: Po wzorze (2.2) powinno by¢ ,which” zamiast ,witch”.

10. Strona 11: zdanie ,We also require for the eigenvalues of an effect to be real, therefore E=EAdag.” jest
niepotrzebne i btedne. Niepotrzebne bo warunek dodatniosci operatora E pojawit sie dwa zdania wczesniej i z
tego warunku wynika, ze operator E jest samosprzezony oraz ma nieujemne wartosci wtasne. Btedne bo z faktu,

ze operator ma nieujemne wartosci wiasne nie mozna wnioskowac, ze jest operatorem samosprzezonym.

11. Strona 11: zdanie ,The duality of states and effects means ... the probability distribution.” jest niezrozumiate
poniewaz majgc stan kwantowy oraz jeden operator pomiaru E nie da sie wyznaczy¢ rozktadu



prawdopodobiefstwa; mozna jedynie wyliczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania wyniki reprezentowanego
przez E w danym stanie kwantowym. Chyba ze, Autor miat na mysli pomiar dwuwynikowy wyznaczony przez E.

12. Strona 11: Warunek (2.7) pojawia sie juz wczes$niej dwa razy.
13. Strona 11: zamiast ,, This express” powinno by¢ ,This expresses”.

14. Strona 12: w réwnaniu (2.12) przy przejsciu z jednej strony réwnania na drugg, indeks zmienia sie z ,,i” na
»)”. Ponadto, formuta (2.12) jest prawdziwa niezaleznie od tego, czy stan jest czysty czy mieszany, a mam
wrazenie, ze Autor chciat pokazac¢ jak wyraza sie prawdopodobienstwo otrzymania wyniku reprezentowanego
przez operator E_i w stanie czystym. Wdwczas formuta (2.12) powinna wygladac inaczej.

15. Strona 12: zdanie ,,To summarize our introduction on the topic of measurements.” nie ma zakonczenia.
16. Strona 13: W zdaniu ,,But first the map ... is positive map”, drugie stowo ,,map” nie jest potrzebne.

17. Strona 13: w zdaniu ,This form of CP map is motivated on the...” nie jest jasne, o ktdrg posta¢ chodzi, a
ponadto zamiast ,on” powinno by¢ ,by”.

18. Strona 13: w zdaniu ,Quantum channel is a operation that acts from the state of states S(H) into the state of

states S(H) ...” zamiast ,state of states” powinno by¢ chyba ,set of states”, a ponadto zamiast rodzajnika ,a”
powinien by¢ rodzajnik ,,an”.

19. Strona 14: w zdaniu ,First system enters ...” nie jest jasne czy chodzi o to, ze pierwszy uktad wchodzi do

urzadzenia pomiarowego, czy ze najpierw uktad wchodzi do urzgdzenia pomiarowego. Optuje za druga
mozliwoscia.

20. Strona 14: zamiast ,Afterwords” powinno by¢ ,Afterwards” bo Autorowi nie chodzito tutaj raczej o
postowie.

21. Definicja na stronie 15 jest nieco niefortunna bo nie wiadomo jaka role odgrywa w niej rownanie (2.15a)
skoro operacja Phi jest niezdefiniowana. Jak rozumiem Autor chciat w ten sposéb powiedzie¢, ze suma
odwzorowan w (2.15a) tworzy kanat kwantowy; wéwczas jednak warunek (2.15b) jest zbedny.

22. Strona 15: mysle, ze zamiast Corollary 1 lepiej bytoby uzy¢ Theorem 1 bo stowo ,corollary” oznacza raczej
wniosek do twierdzenia lub innego faktu matematycznego, ktérego tutaj nie ma.

23. Strona 16: w zdaniu ,than the collection ...” powinno by¢ ,then”.

24. Strona 16: zamiast ,is a Kraus decomposition the effect F” powinno by¢ ,is a Kraus decomposition of the
effect F".

25. Strona 16: w definicji instrumentéw Lidersa zabrakto doprecyzowania czym sg operatory F;. Zaktadam, ze s3
to operatory dodatnie, poniewaz formalnie pierwiastek operatorowy definiuje sie dla takich operatoréw. Wtedy
jest pewna niejednoznaczno$¢ pomiedzy wzorami (2.21) i (2.23), poniewaz w (2.23) wystepuja dowolne
operatory K, natomiast pierwiastek z operatora dodatniego w (2.21) jest réwniez operatorem dodatnim.
Chciatbym tutaj zauwazy¢, ze z faktu, ze F=KiKi*dag nie wynika, ze pierwiastek z F; to K;, a tak to chyba rozumie
Autor.



26. Strona 16: we wzorze (2.25) zamiast macierzy gestosci powinna by¢ jej transpozycja wzgledem bazy
standardowej.

27. Strona 17: w zdaniu ,,... if each vector of the first basis has the same inner product with every vector of the
second.” brakuje wartoéci bezwglednej. Ponadto, powinno by¢ ,the second one” zamiast ,the second”.

28. Strona 18: notacja uzyta we wzorach (2.27)-(2.30) jest niejasna; w szczegdlnosci nie wiadomo co oznaczaja
indeksy ki l.

29. Strona 19: sformutowanie problemu liniowego w (2.32) jak i dodatnio pét-okreslonego nie jest najbardziej
ogdlne albowiem w warunkach obu probleméw dopuszcza sie takze nieréwnosci.

30. Strona 19: w zdaniu ,,In worlds x ...” powinno by¢ ,words”.

31. Strona 20: we drugiej linii wyrazenia (2.36) powinno by¢ Tr(AX).

32. Strona 20: sformutowanie ,,and constraints being some matrices with variables are positive semi-definite”
jest niefortunne. Z jednej strony warunki problemu liniowego nie sg macierzami, lecz sq zapisywane w postaci
macierzowej. Z drugiej strony, brakuje jakiego$ stowa po ,variables” przez co zdanie jest niejasne. Wreszcie,
macierze o ktérych mowa nie muszg by¢ dodatnie.

33. Strona 21: W zdaniu ,If some stopping criteria ...” brakuje stowa ,go” przed ,back”.

34. Strona 21: trudno zrozumieé o co chodzi we wzorze (2.38).

35. Strona 23: sformutowanie ,we focus on protocols that exchange information .. to provide certain
information” jest niefortunne.

36. Strona 23: zdanie ,The main idea behind ... all parties.” jest nieczytelne; w szczegélnosci pierwsze stowo
,required” wydaje sie niepotrzebne.

37. Strona 23: nie rozumiem dlaczego zdanie ,Nevertheless, the RAC protocols ..” zaczyna sie od stowa
,nhevertheless”.

38. Strona 25: w teksécie powinno byé P,-P. zamiast P-P,; w przeciwnym wypadku zdanie zawierajace to
wyrazenie nie ma sensu, poniewaz najwieksza wartos¢ jakg moze przyjgc P.-P4to zero.

39. Strona 26: $rednie prawdopodobieristwo sukcesu oznaczone jest we wzorze (3.3) matg literg p, podczas gdy
w innych miejscach Autor uzywa duzego P.

40. Strona 27: przed wzorem (3.4) suma pojawiajgca sie w tekscie powinna by¢ po X, i x5, a nie X, a ponadto A
powinna by¢ indeksowana przez xo i .

41. Strona 27: w rdwnaniu (3.9) brakuje nawiasow.

42. Strona 27: bardzo podobato mi sie uzycie majoryzacji i funkcji Schura wklestej w znalezieniu wartosci
maksymalnej (3.4), ale wydaje mi sie, ze wystarczyto skorzystac z wklestosci funkcji pierwiastkowe;.

43. Strona 28: zamiast ,pomisce” pownno by¢ ,promise”.



44. Strona 29: nie rozumiem dlaczego w podrozdziale 3.5 Autor nie podat ogdlnej definicji kodéw swobodnego
dostepu wspomaganych splataniem nawet w najprostszym scenariuszu (2,1), a jedynie przedstawit konkretng
strategie, ktora maksymalizuje prawdopodobienstwo sukcesu (3.14).

45. Strona 31: zdanie ,Strong violation of Bell inequality implies that that measured system is non-local ...” jest
niefortunne bo dowolne tamanie nieréwnosci Bella implikuje nielokalnos¢.

46. Strona 32: zdanie ,That is why we can conclude that all outcome statistics are invariant under unitary
transformations” jest btedne bo niezmienniczo$¢ rozktadéw prawdopodobienstw p(b/x,y) na dziatanie operacji
unitarnych nie wynika ze zdania poprzedniego, ale z reguty Borna. Mysle, ze Autor tutaj chciat powiedzie¢, ze w
przeciwienstwie do scenariusza Bella jedyng klasa réwnowaznosci w scenariuszu przygotuj i zmierz jest
niezmienniczo$¢ na operacje unitarne. To jest wazna informacja i szkoda, ze nie wybrzmiata tutaj.

47. Strona 35: Nie jest jasne do czego odnosi sie ,It” w pierwszym zdaniu podrozdziatu 4.1.2: It turned out that

it can be used together with Lemma 1 .."”. Wydaje sie, ze chodzi tutaj o nowg miare zapowiedziang w tytule
podrozdziatu.

48. Strona 35: w tekscie pod wzorem (4.6) jest inna notacja p(b=x,) niz w rébwnaniu (4.1).

49. Strona 37: nie jest jasne do czego odnosi sie sformutowanie ,cf. remark below (2) of the main text”.
50. Strona 38: w zdaniu ,If one considers a set of basis ...” zamiast ,basis” powinno by¢ , bases”.

51. Strona 40: powinno by¢ ,,can find” zamiast ,,have can find”.

52. Strona 42: w rownaniu (4.19b) jest niepotrzebny nawias.

53. Strona 46: zamiast ,slef-testing” powinno by¢ ,self-testing”. Ponadto, w paragrafie przed podrozdziatem
4.2.1 omytkowo znalazty sie odniesienia do materiatéw dodatkowych publikacji [R1].

54. Strona 57: sformutowanie ,,described in Section 4.2.6 of this SM” nie powinno sie tutaj znalez¢.

55. Strona 58: zamiast zdania ,For the definition of quantum instrument see e.g. [71].” powinno by¢ zdanie
odnoszace czytelnika do podrozdziatu 2.3.2.

56. Strona 59: w podrozdziale 4.2.5 omytkowo znalazto sie podsumowanie z pracy [R1]. Ponadto, podrozdziat
4.2.6 rozpoczyna sie wyrazeniem ,,In this paper”.

57. Na stronie 63 znowu pojawia sie odniesienie do ,supplementary material”.
58. Strona 68: powinno by¢ ,The guess is correct if either all” zamiast ,The guess is correct either all”.
59. Strona 71: zamiast , explicate” powinno by¢ ,.explain”.

60. Wydrukowana wersja rozprawy, ktdrg otrzymatem urywa sie na stronie 84.






