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C. OMOWENIE CELU NAUKOWEGO WW. PRAC I OSIAGNIETYCH WYNIKOW WRAZ
Z OMOWIENIEM ICH EWENTUALNEGO WYKORZYSTANIA.

Struktura tej czesci autoreferatu jest nastepujaca. W czesci IV.1 znajduje sie krotkie
wprowadzenie w tematyke, nastepnie w czesciach IV.2-IV.6 oméwione sa wyniki prac [H1-
H10]. Ostatnia cze$¢ IV.7 zawiera przyktadowe problemy, ktérymi mam zamiar zajmowac sie
w najblizszej przysztosci.

IV.1 Wstep i preliminaria

W teorii kwantowej lokalne pomiary na zlozonych ukladach fizycznych moga prowadzi¢
do ciekawych korelacji, ktére nie moga by¢ wytlumaczone w ramach fizyki klasycznej.
Takie korelacje sa zazwyczaj nazywane nielokalnymi, podczas gdy ich istnienie w ztozonych
ukladach fizycznych nielokalnodcia (zob. [1]). W ostatnich latach stalo si¢ jasne, Zze nielokalnosé
jest interesujaca nie tylko z poznawczego punktu widzenia, ale tez dlatego, ze jest ona kluczo-
wym zasobem dla pewnych zastosowan. W istocie lezy ona u podstaw poddziedziny
kwantowej informatyki jaka jest przetwarzanie informacji niezalezne od urzadzen (device-
independent quantum information processing). Jej celem jest opracowywanie protokoléw wyko-
rzystujacych korelacje nielokalne i nie wymagajacych czynienia zadnych zatozen o urzadze-
niach uzytych do ich wykonania. Przykltadami takich protokoléw sa kwantowa dystrybucja
klucza [2, 3], wykrywanie splatania niezalezne od urzadzen (device-independent entanglement
detection) [4] lub wytwarzanie i wzmacnianie prawdziwej losowosci [5, 6].

W tym kontekscie nie ulega watpliwosci, ze charakteryzacja i detekcja nielokalnosci w
ztozonych ukladach fizycznych nalezy do gléwnych probleméw kwantowej teorii informa-
cji. Przedstawiony ponizej cykl prac [H1-H10] jest owocem moich wieloletnich badan, ktérych
celem byta charakteryzacja nielokalnosci, a przynajmniej przestudiowanie pewnych zagadnien
dotyczacych tego pojecia. W skrocie, w [H1] udowodnilisémy, ze wszystkie korelacje spelnia-
jace zasade niesygnalizowania moga by¢ w ujednolicony spos6b reprezentowane poprzez tzw.
regute Borna oraz udowodniliémy, ze wyniki pracy [7] nie uogélniaja sie na przypadek wielu
obserwatoréw. W pracach [H2,H7,H9] badali$my relacje miedzy nielokalnoscia a innymi za-
sobami informatyki kwantowej: bezpiecznymi korelacjami i splataniem. W pracach [H3,H4]
wprowadziliémy, korzystajac z wynikéw pracy [H1], ogblna konstrukcje gier dla wielu obser-
watoréw, w wygraniu ktérych mechanika kwantowa nie daje zadnej przewagi nad korelac-
jami klasycznymi, w przeciwienistwie do pozakwantowych korelacji niesygnalizujacych, ktére
taka przewage daja. Prace [H6,H10] wprowadzaja pewne relacje monogamii nowego typu
dla ogélnych korelacji spetniajacych zasade niesygnalizowania. Wreszcie w pracach [H5,HS]
pokazalismy, ze mozliwa jest detekcja nielokalnosci w uktadach wielu cial jedynie przez po-
miar dwucialowych korelacji.

Przed przejsciem do bardziej szczegéltowego opisu powyzszych prac, postaram sie przy-
blizy¢ pewne pojecia, a takze wprowadzi¢ notacje, ktoére beda stosowane w pézZniejszych
rozwazaniach.



Scenariusz Bella. Rozwazmy scenariusz, w ktérym pewien N-czastkowy stan kwantowy py
dziatajacy na iloczynowej przestrzeni Hilberta

Hy=C"®...0 CW, (1)

przy czym d; < oo dla kazdego 1, jest rozdystrybuowany pomiedzy N odseparowanych obser-
watoréw Ay, ..., Ay. Przykitadem takiego ukladu moze by¢ stan opisujacy N czastek o spinie
1/2 (kubitéw), przy czym i-ta czastka znajduje sie w laboratorium obserwatora A;. Zat6zmy,
7e kazdy obserwator na swoim podukladzie py wykonuje jeden z m pomiarow M_g), gdzie
x; = 1,...,m dla kazdego i. Zalézmy ponadto, ze kazdy pomiar ma d wynikéw, zwycza-
jowo oznaczanych przez 0,...,d — 1. Przypomnijmy, ze pomiar ng jest rozumiany jako zbior
ME) = { My } operatoréw dodatnich M§ > 0, takich ze ©,, My, = 1; dla kazdego x; i i, gdzie
1; oznacza macierz identycznoéciowa dzialajaca na przestrzeni Hilberta ©%. Przypomnijmy
takze, ze jezeli dodatkowo operatory pomiaru M3 spetniaja My, if = My 04,4, gdzie 6 to
delta Kroneckera, to pomiar taki nazywamy rzutowym.

Takie pomiary lokalne na stanie pn, po wielu powtérzeniach, prowadza do korelagji, kt6re
sa opisywane przez zbiér rozkladéw prawdopodobieristw

{P(ﬂ]., teey I1N|)"1: ceeg xN)}ﬂl,n.,ﬂNiIh---,xw (2)

gdzie p(alx) := p(ay,...,anlx1,..., Xn) to prawdopodobiefistwo, ze obserwatorzy otrzymuja
wyniki a 1= ay,...,aN PO wykonaniu pomiarow x = X1,..., XN i wyraza sie ono przez regule
Borna:

p(ay,....anlx1,....xn) =Tr [oNn(M®...® MiN)] . (3)

Dla prostoty, éwiadomie naduzywajac terminologi, zbior (2) bedziemy takze nazywaé ko-
relacjami, natomiast powyzszy scenariusz jest zazwyczaj nazywany scenariuszem Bella lub
po prostu scenariuszem (N, m, d). Zauwazmy takze, ze dla ustalonych N, m i d korelacje otrzy-
mane przez lokalne pomiary na stanach kwantowych tworza zbi6r wypukly Qn,mq W rzeczy-
wistej przestrzeni liniowej RP o wymiarze D = [m(d — 1) + 1V -1

W przypadku dwu lub trzypodukladowym obserwatorow bedziemy oznaczat takze
literkami A, B i C oraz, analogicznie, wykonywane przez nich pomiary i otrzymane wyniki
bedziemy indeksowaé za pomoca, odpowiednio, ¥, y, z oraz 4, b i c. Ponadto w przypadku,
gdy d = 2, korelacje powstajace w eksperymencie Bella mozna réwnowaznie opisywac przez
zbiér wszystkich wartosci srednich postaci

(Miﬁ) B Mif.:}) s e [pf]---fl- (ME,‘;) ®...® M;{f:))] ; (4)

dlak = 1,...,Notaziy < ip < ... < ix = 1,...,N (wszystkie mozliwe wartosci oczeki-
wane, od jednociatowych do N-cialowych, sa brane pod uwage). Tutaj Mg’;) sa obserwablami
o warto$ciach wiasnych +1, natomiast p;, _j, to stan kwantowy wspotdzielony przez obserwa-
toréw Ay, ..., Aj, to znaczy powstajacy z py przez wysladowanie wszystkich poduktadéw
poza Aj,, ..., Aj,. Ten opis bedzie uzywany w czesci IV.6.

! Prawdopodobierstw w zbiorze (2) jest (d m)N, ale ze wzgledu na warunki niesygnalizowania oraz normalizacje,
sa one liniowo zalezne. Pominiecie zbednych prawdopodobietistw daje wymiar [m(d —1) + 1N -1,
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Modele ukrytych zmiennych i nier6wnosci Bella. Rozwazmy teraz korelacje {p(a|x)}
otrzymane w scenariuszu (N, m, d), kt6re przyjmuja nastepujacq postac

p(fh, e .,aN|x1, A ,IN) = Z ‘U()L)p,ql (tﬁl.ﬁ,?\) A PAN(3N|IN; .}L), (5)
AeQ)

gdzie A € () to pewne parametry, zwyczajowo zwane zmiennymi ukrytymi, p(A) to rozklad
prawdopodobiefistwa na zbiorze (), a py,(a;|x;, A) sa funkcjami deterministycznymi, ktore
zaleza jedynie od lokalnego wyboru pomiaru x;, jego wyniku @; oraz zmiennej A i przyj-
muja wartosci ze zbioru {0,1}. Takie korelacje sa zwane lokalnie realistycznymi (local reali-
stic) lub, naduzywajac nieco terminologii, po prostu lokalnymi. Zbior (2 wraz z lokalnymi
prawdopodobieristwami p(a;|x;, A) tworza tzw. model zmiennych ukrytych (local-hidden varia-
ble (LHV) model) zwany, po prostu, modelem lokalnym. Zauwazmy, ze w danym scena-
riuszu (N,m,d) korelacje postaci (5) tworza wieloscian? zwany wieloscianem lokalnym lub
wieloscianem Bella, ktorego wierzchotkami sa deterministyczne korelacje lokalne, dla ktérych
plalx) = pa,(a1|x1) - ... pay(an|xn), przy czym pa,(ai|x;) € {0,1} dla kazdego x; oraz i.
Obiekt ten bedziemy oznacza¢ przez Py, 4. Ponadto jezeli wszystkie korelacje otrzymane ze
stanu kwantowego py w dowolnym scenariuszu (N, m,d) mozna daja sie zapisa¢ w postaci
(5), wtedy stan py takze nazywamy lokalnym.

Posta¢ (5) zostata wprowadzona przez Bella [8]°, aby sformalizowaé mozliwos¢ opisu
korelacji kwantowych za pomoca ukrytych zmiennych. Te ostatnie zostaly z kolei zapro-
ponowane przez Einsteina, Podolsky’ego i Rosena [9] w celu uczynienia mechaniki kwantowej
teoriag kompletna. Ponadto, w pracy [8] Bell udowodnit, Ze w teorii kwantéw istnieja korelacje,
ktére nie moga by¢ wythumaczone za pomoca modeli LHV (5). Skonstruowat w tym celu linio-
wa nieréwno$¢ ograniczajaca zbiér korelacji lokalnych i pokazat, Ze pewne korelacje kwantowe
ja famia. Nieréwnosci tego typu, o ogdlnej postaci

I:= ETa,xP(ﬂ|x) < ﬁCa (6)

gdzie T, to macierz wspolczynnikéw, nazywamy nieréwnosciami Bella. W powyzszym
wzorze B¢ to tak zwane ograniczenie klasyczne, czyli maksymalna wartos¢ lewej strony
nieréwnosci dla wszystkich korelacji przyjmujacych posta¢ (5); w istocie aby wyznaczy¢ ¢
wystarczy znalez¢ warto§¢ maksymalna I po wszystkich wierzchotkach wieloscianu Bella.
Wyrazenie I w (6) bedziemy nazywaé wyrazeniem Bella. Korelacje, kt6re famia nieréwnoéci
Bella (oraz stan kwantowy, z ktérego je otrzymano), a wigc nie moga by¢ zapisane w postaci
(5), nazywamy nielokalnymi, natomiast fakt ich istnienia w zloZonych ukiadach kwantowych
nielokalnoécia. Z drugiej strony, dla dowolnych korelacji nielokalnych mozna stworzyé¢
nieré6wnosé Bella, ktéra bedzie przez nie zlamana; zatem korelacje {p(a|x)} sa nielokalne wte-
dy i tylko wtedy, gdy nie spelniaja jakiej$ nieréwnosci Bella.

Z operacyjnego punktu widzenia réwnanie (5) opisuje korelacje, ktére moga byc¢ wyt-
worzone przez obserwatoréw w pelni klasyczny sposéb, to znaczy bez uzycia kwan-

*Wiasciwszym byloby uzycie pojecia wielokomorki, czyli uogélnienia pojgcia wieloscianu na przypadek
przestrzeni liniowych o wymiarze wiekszym niz trzy. Jednak w literaturze polskiej dotyczacej zbioréw wypuklych
[10] uzywa sie takze nazwy wieloécian, wiec, dla prostoty, pozostajemy przy tym okreéleniu.

IMéwiac dokladniej, postaé (5) jest bezpogrednim uogélnienem formuly wprowadzonej w [8] dla N = 2 na
przypadek dowolnej liczby obserwatorow.



towych zasobéw. Jedynym zasobem jaki obserwatorzy wspdldziela, jest klasyczna infor-
macja reprezentowana przez zmienna A, ktora moze byé rozumiana jako lista instrukcji
uzgodniona przez obserwatoréw Ap,..., AN przed rozpoczeciem eksperymentu. Ponad-
to p(ai|xi,A) to deterministyczne strategie, numerowane przez A, jakich obserwatorzy uzy-
waja, aby wygenerowac zadane korelacje: po otrzymaniu x; obserwator A; sprawdza na liscie,
ktorej strategii ma uzy¢ i zgodnie z jej specyfikacja zwraca wynik a;. Z tego powodu korelacje
(5) zwane sa takze klasycznymi.

Zauwazmy wreszcie, ze skoro w danym scenariuszu (N, m,d) zbi6r Py 4 jest wielos-
cianem, to aby go w petni scharakteryzowa¢ potrzebna jest skoriczona liczba nieréwnosci Bella
odpowiadajacych écianom tego wielo$cianu; takie nieréwnosci Bella nazywamy optymalnymi
(tight). Zatem, znajac wszystkie ciany Py 4 bylibySmy w stanie jednoznacznie stwierdzi¢,
czy dane korelacje {p(a|x)} sa nielokalne, czy nie. Do wyznaczenia wszystkich optymal-
nych nieréwnosci Bella uzywa sie algorytméw komputerowych takich jak CDD [11], ktére
majac dane wierzchotki wieloscianu PN, ma (deterministyczne korelacje klasyczne), znajduja
jego Sciany. Niestety, problem ten moze by¢ rozwiazany tylko w najprostszych scenariuszach
Bella; wraz ze wzrostem jednego z parametréw N, m lub d wyznaczenie $cian [Py 4 staje sie
zbyt trudne z obliczeniowego punktu widzenia.

Korelacje niesygnalizujace. Przypomnijmy jeszcze definicje korelacji niesygnalizujacych, to
znaczy korelacji, ktore spetniaja zasade niesygnalizowania. Méwi ona, ze informacja nie moze
sie rozchodzi¢ szybciej niz predkosé $wiatfa, co na poziomie eksperymentu Bella opisanego
powyzej oznacza, ze pomiary wykonane przez dowolny podzbi6r obserwatorow nie moga
wplywac na statystyki wynikéw widziane przez pozostatych obserwatoréw. Réwnowaznie,
prawdopodobiefistwa warunkowe p(alx) spelniaja nastepujace warunki liniowe:

Zp(m,...,a,—,...,aN|x1,...,x,-,“.,_rN) = Zp(a1,...,n,-,...,a;\r|x1,...,x,f,...,xN) (7)
; i

dla dowolnych ay,. .., 8i—1, @1, AN, X1p- -y Xie1, Xig 1, - - XN, Xi # x| oraz i. Zauwazmy, Ze
zbiér korelacji niesygnalizujacych, podobnie jak zbi6r korelacji klasycznych, jest wieloscianem,
ktory bedziemy oznacza¢ przez Nym,q- Co ciekawe, jak pokazano w [12], jest on jednak
écisle wiekszy niz zbi6r korelacji kwantowych lub, inaczej mowiac, istnieja niesygnalizujace
korelacje, ktére nie maja kwantowego opisu w ramach reprezentacji (3). Zatem, w ogoInosci,
]PN,m,a' - QN,m.d & NN,m.a‘ [8,12].

Mozemy teraz przej$¢ do bardziej szczegotowego opisu prac [H1-H10].

IV.2 Zasady teorio-informacyjne dla korelacji kwantowych

Jak juz wspomniano, zasada niesygnalizowania, ktéra méwi, ze informacja nie moze by¢
przestana z dowolna predkoscia, definiuje zbiér korelacji, ktéry jest écisle wiekszy od zbioru
korelacji kwantowych. Co wiecej, istnienie takich korelacji, ktére nie maja kwantowej reali-
zacji, mialoby istotne znaczenie dla przetwarzania informacji. Przykladowo pozakwantowe
korelacje niesygnalizujace trywializowalyby pewne problemy w dziedzinie ztozonosci komu-
nikacyjnej [13]: kazdy taki problem méglby zosta¢ rozwiazany przy uzyciu jednego bitu ko-
munikacji klasycznej, niezaleznie od jego zlozonoéci. Zatem zrozumienie dlaczego Natura
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nie moze byé bardziej nielokalna niz pozwala na to mechanika kwantowa stato sie jednym
z kluczowych probleméw kwantowej teorii informacji, motywujac poszukiwanie zasad o in-
formacyjnej naturze, ktére pozwolityby wyrézni¢ zbiér korelacji kwantowych ze wszystkich
korelacji niesygnalizujacych. To doprowadzito do sformutowania kilku zasad takich jak przy-
czynowo$¢ informacyjna [14], rzeczywisto$¢ makroskopowa [15], brak kwantowe]j przewagi w
nielokalnych obliczeniach [16] oraz lokalna ortogonalnoéé¢ [C11,C12].

Alternatywne podejscie do badania zbioru korelacji kwantowych zostato zaprezentowane
w pracy [7], w ktorej pokazano, ze przy zalozeniu, ze lokalnie mechanika kwantowa jest
spelniona (ponizej bedziemy je nazywa¢ zalozeniem LQT od angielskiego local quantum the-
ory), w przypadku dwéch obserwatoréw zasada niesygnalizowania jest wystarczajaca, aby w
pelni opisa¢ zbidr korelacji kwantowych. Zatozenie LQT oznacza, ze kazdy obserwator ma
przypisana przestrzeri Hilberta o ustalonym wymiarze oraz, ze moze on wykonac¢ na swoim
podukladzie dowolny pomiar kwantowy, przy czym, przypomnijmy, pomiary reprezentowane
sa przez zbiory operatoréw dodatnich, ktérych suma to operator identycznosciowy dzialajacy
na danej przestrzeni Hilberta. W pracy [H1] pokazujemy, Ze ten prosty opis zbioru kwan-
towego nie przenosi sie na przypadek wieloczastkowy. Aby zaprezentowac ten wynik zacznij-
my od ujednoliconego opisu korelacji niesygnalizujacych.

Zunifikowany opis korelacji. W [H1] dowodzimy, ze dowolne korelacje niesygnalizujace
(nie tylko kwantowe) mozna reprezentowac za pomoca reguly Borna (3). Majac dane korelacje
{p(a,...,an|x1,...,xN)}, ktore spehniaja warunki (7), pokazujemy, ze

p(ay, ..., an|x1, ..., xn) =T [O (M3 ®®M§:)] , (8)

gdzie My to operatory pomiaru dla obserwatora A;, a O to pewien operator hermitowski o
§ladzie jednostkowym, Tr(O) = 1. Nalezy zauwazy¢, ze w ogo6lnosci dany operator hermi-
towski, ale nie dodatni O, odpowiadajacy pewnym korelacjom niesygnalizujacym, nie bedzie
prowadzil, poprzez formule (8), do poprawnych rozkladéw prawdopodobieristwa dla wszyst-
kich operatoréw pomiaru.

Aby zilustrowaé powyzsza reprezentacje rozwazmy najprostszy scenariusz (2,2,2) i dwu-
ciatowe korelacje niesygnalizujace, zwyczajowo nazywane pudiem Popescu-Rohrlicha (PR-
box) [12], zdefiniowane jako

%, a+b=x-ymod2

©)

a,blx,y) = .
per(a, blx, y) {0, w przeciwnym przypadku

W tym przypadku operator O w (8) jest postaci O = a; @, + a_P_, gdzie ar = (1+2)/2
oraz @, to projektory na |®.) = (1/v/2)(|00) + [11)), podczas gdy lokalne obserwable maja
postac oy, 0y dla pierwszego obserwatora oraz (oy F O‘F)/\/E dla drugiego obserwatora. Nie
trudno zauwazy¢, ze O jest hermitowski, ale niedodatni.

Wszystkie trzy zbiory korelacji oméwione w czeéci IV.1: lokalne, kwantowe oraz niesyg-
nalizujace moga by¢ zunifikowane w ramach jednego opisu przy uzyciu lokalnych obser-
wabli kwantowych. Zmieniajac wlasnosci operatora O otrzymujemy rézne zbiory korelacji:
(i) wszystkie korelacje niesygnalizujace (w tym te, ktére nie maja kwantowej realizacji) sa
reprezentowane przez operatory hermitowskie, (ii) dodatnie operatory O generuja korelacje
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kwantowe, podczas gdy (iii) dodatnie i separowalne operatory O generuja korelacje opisywane
przez modele LHV.

Wieloczastkowe korelacje Gleasona. Majac powyzszy formalizm mozemy teraz rozwazyé
teorie spelniajaca zalozenie LQT oraz zasade niesygnalizowania. Korelacje w ramach
takiej teorii moga a priori tworzy¢ wiekszy zbi6r niz korelacje kwantowe, jako ze nie
czynimy zadnego zatozenia o globalnym stanie opisujacym uklad. W istocie, w tym
przypadku operator O w (8) musi generowal poprawne rozktady prawdopodobieristwa
dla wszystkich wyboréw lokalnych pomiaréw. Mowiac réwnowaznie, wartoéci Sred-
nie operatora O na wszystkich iloczynach tensorowych operatoréw dodatnich musza by¢
nieujemne, co oznacza, ze operator O musi byé wieloczastkowym $wiadkiem splatania
[17]. Co interesujace, takie korelacje pojawily sie juz w kilku pracach badajacych rozsze-
rzenie znanego twierdzenia Gleasona [18] na lokalne obserwable w N-czastkowych
przestrzeniach Hilberta (zob. [19]); w [H1] nazwali$my je korelacjami Gleasona.

Zauwazmy teraz, ze w [7] udowodniono (w [H1] podajemy alternatywny dowdd), ze w
przypadku dwuczastkowym zbi6r korelacji Gleasona jest tozsamy ze zbiorem kwantowym,
co oznacza, ze w tym przypadku zatozenie LQT i zasada niesygnalizowania sa wystarcza-
jace do pelnego opisu zbioru korelacji kwantowych. Gléwnym narzedziem wykorzystanym w
dowodzie w pracy [7] jest izomorfizm Jamiotkowskiego pomiedzy $wiadkami splatania i od-
wzorowaniami dodatnimi sformutowany w przypadku dwuobserwatorowym w [20].
Poniewaz analogiczny izomorfizm dla §wiadkéw wieloczastkowych nie istnieje, mozna oczeki-
waé, ze wynik pracy [7] nie uog6lnia sie na przypadek wiekszej liczby czastek. W [H1]
pokazujemy, ze w istocie tak sie dzieje, to znaczy juz w przypadku trzech obserwatoréw
réwnowaznoé¢ pomiedzy korelacjami Gleasona i kwantowymi przestaje by¢ prawdziwa, jako
ze istnieja korelacje Gleasona generowane przez wieloczastkowe $wiadki splatania, ktore nie
maja kwantowej realizacji.

Dowéd powyzszego faktu wykorzystuje trzyczastkowa nieréwnos¢ Bella w scenariuszu
(3,2,2) znaleziona w [21]. Przedstawiamy ja tutaj w postaci zaproponowanej w [22]:

p(000]000) + p(101|011) + p(011]110) + p(110/101) < 1. (10)

W [22] pokazano, ze nier6wnos¢ ta nie jest tamana przez mechanike kwantowa, to znaczy
nie istnieje stan kwantowy ani lokalne pomiary, dla ktorych warto$¢ lewej strony nieréwnosci
(10) bytaby wigksza niz jeden; innymi stowy, jej maksymalna wartosc kwantowa jest rowna
jej ograniczeniu klasycznemu fc = 1. Rozwazmy ponadto nastepujacy zbiér wektoréw
iloczynowych z (C?)%,

000), |le‘e), |[elet), [evel) (11)
gdzie {|0),|1)} and {|e), |e*)} to dwie rézne bazy ortonormalne w ©2. Zbior ten tworzy
obiekt zwany nierozszerzalna baza iloczynowa (unextendible product basis (UPB)), poniewaz
nie istnieje zaden inny wektor iloczynowy w (C?)®3, ktéry bylby ortogonalny do kazdego
z nich (zob. [23]). Rozwazmy nastepnie éwiadka splatania skonstruowanego z tego zbioru:
W = (ITypg — €1)/ (4 — 8¢), gdzie 1 i ITypp to, odpowiednio, macierz identycznosciowa dzia-
tajaca na (C?)®* i projektor na podprzestrzen rozpieta przez (11) oraz

= !min}qurod|nUPB|lppmd) > 0, (12)
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gdzie minimum jest brane po wszystkich wektorach iloczynowych z (C?)®°. Powyzszy
$wiadek splatania wraz z lokalnymi pomiarami zdefiniowanymi w bazach {|0),|1)} i
{le), |e*)}, generuje korelacje niesygnalizujace, ktére famia (10), co oznacza, ze korelacje te nie
maja kwantowej realizacji. Zatem korelacje Gleasona, czyli korelacje otrzymane ze swiadkoéw
splatania tworza zbiér, ktéry jako podzbiér wlasciwy zawiera zbior korelacji kwantowych. A
wiec w przeciwieristwie do przypadku dwuczastkowego, w przypadku wieloczastkowym za-
tozenie LQT i zasada niesygnalizowania sa w og6lnosci niewystarczajace do jednoznacznego
wyréznienia zbioru kwantowych korelacji ze zbioru wszystkich korelacji niesygnalizujacych.
Oczywiscie ciekawym kierunkiem badan bytoby zrozumienie dlaczego tak si¢ dzieje w przy-
padku wielu obserwatoréw i o jaki dodatkowy warunek nalezatoby uzupelni¢ zatozenie LQT
i zasade niesygnalizowania, aby wyrugowa¢ pozakwantowe korelacje Gleasona.

IV.3 Zadania informacyjne bez kwantowej przewagi

Powyzej wspomniano (zob. czes¢ 1V.1), ze nielokalne korelacje kwantowe pozwalaja
uzyskaé przewage nad korelacjami klasycznymi w realizacji wielu zadan informacyjnych.
Mozna by wiec przypuszczaé, ze daja one przewage w kazdym nietrywialnym zadaniu.
Okazuje sie jednak, ze intuicja ta jest nieprawdziwa, bowiem w pewnych intrygujacych sy-
tuacjach korelacje klasyczne dziataja réwnie dobrze jak korelacje kwantowe. Taka réwnowa-
zno$¢ mozna w szczegodlnosci utozsami¢ z nieréwnosciami Bella, ktérych nie tfamia zadne
korelacje kwantowe; w skrdcie bedziemy je nazywac nieréwnodciami Bella bez kwan-
towego tamania. Pierwsze przyklady takich nieréwnoéci, odpowiadajacych zadaniu obliczeri
nielokalnych, zostaly podane w przypadku dwuczastkowym w [16]. Natomiast w przypadku
wieloczastkowym, nier6wnosci Bella bez kwantowego tamania dla dowolnej liczby obserwa-
toréw zostaly skonstruowane w [22] i definiuja zadanie zwane ,zgadnij wejscie twojego sasia-
da” (guess your neighbour's input (GYNI)). Nieréwnoé¢ GYNI dla trzech obserwatoréw jest po-
dana w (10).

Okazuje sie, ze powyzsze nieréwnosci Bella sa tamane przez pewne pozakwantowe ko-
relacje niesygnalizujace. Gdyby wiec w obrebie modeli niesygnalizujacych istniata bardziej
ogoélna teoria niz mechanika kwantowa i pozwalala na generowanie takich korelacji, mozliwe
byloby uzyskanie przewagi nad korelacjami kwantowymi w realizacji powyzszych zadan.
Ten zaskakujacy fakt zostat uzyty do sformutowania zasad informacyjnych majacych na celu
charakteryzacje zbioru korelacji kwantowych: zasady braku kwantowej przewagi w oblicze-
niach nielokalnych w [16] oraz zasady lokalnej ortogonalnosci w [C11,C12], obu wspomnia-
nych w czesci IV.2.

Poza powyzszymi przykladami niewiele wiadomo o zadaniach informacyjnych
(rownowaznie, nieréwnosciach Bella), w realizacji ktérych korelacje kwantowe nie daja
zadnej przewagi nad korelacjami klasycznymi. W [H3,H4], opierajac si¢ na wynikach pracy
[H1], podalismy ogélna konstrukcje wieloczastkowych nieréwnoéci Bella bez kwantowego
famania, czym uog6lniliSmy wyniki pracy [22].

Nier6wnoéci Bella bez kwantowego tamania z nierozszerzalnych baz iloczynowych. Punk-
tem wyjScia naszych rozwazan jest a priori nieoczekiwana relacja pomiedzy trzyczastkowa
nierozszerzalna baza iloczynowa i nieréwnoscia Bella (10) znaleziona w [H1] i nakre§lona
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w czebci IV.2. W [H3] pokazujemy, ze zwiazek ten jest silniejszy i bardzie] og6lny: dowolna
wieloczastkowa nierozszerzalna baza iloczynowa spelniajaca pewien warunek generuje
nieré6wnos¢ Bella bez kwantowego famania, ktéra jednoczeénie jest famana przez pewne poza-
kwantowe korelacje niesygnalizujace.

Zacznijmy od przypomnienia definicji UPB. Rozwazmy wieloczastkowa przestrzen
Hilberta H y zdefiniowana w (1). Nastepnie niech S bedzie k-elementowym zbiorem wektorow
iloczynowych z Hy, to znaczy

s={lg) =l e...alyM}, (13)
gdzie |1p}a) e C% dla kazdego i i j. Zbiér S nazywamy nierozszerzalna baza iloczynowa
jesli nastepujace warunki sa spetnione: (i) k < dim Hy, co oznacza, ze S nie rozpina calej
przestrzeni Hilberta Hy oraz (ii) nie istnieje zaden wektor iloczynowy w podprzestrzeni or-
togonalnej do span(5).

Opiszmy teraz jak nierozszerzalne bazy iloczynowe moga by¢ uzyte do konstrukeji
nieréwnosci Bella bez kwantowego tamania. Najpierw, majac dane UPB 5, konstruujemy
zbiory lokalne S') jako te, ktore zawieraja wszystkie wektory lokalne wystepujace na pozy-
cji i w |§p;). Nastepnie, w kazdym SU) wyr6zniamy lokalne podzbiory 5t wzajemnie ortogo-
nalnych wektoréw. Kazdy zbi6r sk definiuje pomiar lokalny, podczas gdy wektory w tym
zbiorze wyniki tego pomiaru. Aby wykluczy¢ mozliwosé podziatu danego zbioru S na kilka
sposobéw, rozwazamy tylko takie UPB 5, kt6re maja nastepujaca wlasnos¢: dowolne dwa wek-
tory nalezace do réznych podzbioréw S W nie moga by¢ ortogonalne. W dalszej czesci rozdzia-
tu bedziemy wiasnos¢ te bedziemy oznaczal przez (P). Zauwazmy, ze wszystkie UPB w
wielokubitowych przestrzeniach Hilberta trywialnie speiniaja ten warunek.

Po zdefiniowaniu zbioréw lokalnych kazdemu wektorowi z S mozna przypisac praw-
dopodobienstwo warunkowe p(ai,...,an|xy, ..., xN) w nastepujacy sposéb: pomiar obserwa-
tora A; jest zadany przez indeks m okreglajacy zbior s do ktérego nalezy |1{J}”}, podczas
gdy wynik tego pomiaru odpowiada pozycji tego wektora w zbiorze. Biorac nastepnie kombi-
nacje otrzymanych w ten sposob prawdopodobieristw warunkowych z dodatnimi wagami g,
konstruujemy wieloczastkowa nieréwnoséé Bella

Y ajp(ajlx;) < max{q;}, (14)
j

przy czym jej klasyczne ograniczenie mozna fatwo wyznaczy¢ korzystajac z faktu, ze dowolna
para prawdopodobieristw warunkowych ma ten sam wybér pomiaru na pewnej pozycji, ale
rézne wyniki. Zatem dla wszystkich deterministycznych modeli LHV tylko jedno praw-
dopodobiefistwo p(a;|x;) przyjmuje niezerowa wartos¢, podczas gdy pozostale musza znikac.
Ta sama wlasnosé¢ implikuje takze, ze nieréwnosci Bella (14) nie moga by¢ ztamane przez teorie
kwantowa (zob. [H3]).

Z drugiej strony nie jest trudno udowodnié, ze dla dowolnego UPB 5, kt6re ma wlasnos¢
(P), odpowiadajaca mu nieréwnoé¢ Bella z g; = 1 dla wszystkich j jest famana przez pewne
pozakwantowe korelacje spelniajace zasade niesygnalizowania. Aby to pokazaé rozwazmy

Swiadka splatania
1

W= —r
|S| — eD

(TMyps — €1), (15)
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gdzie |S| to liczba elementéw w S, D = dim My, ITypp jest projektorem na podprzestrzen
rozpinang przez S oraz

€= l;nin}@,bprodanPBwlprod) >0, (16)
{¥prod

gdzie minimum jest brane po wszystkich wektorach iloczynowych z H .

Jesli lokalne pomiary odpowiadaja zbiorom s, to korelacje wytworzone ze swiadka
W famia nieréwnosé Bella (14) skonstruowana ze zbioru S. Ponadto, zgodnie z tym co
powiedzieliémy w czeéci (IV.2), korelacje te spelniaja zasade niesygnalizowania.

Co ciekawe, gléwnym powodem, dla ktérego ta nieréwnos¢ jest famana przez korelacje
niesygnalizujace, jest fakt, ze S jest UPB. Pokazujemy w [H3], Ze dla dowolnego zbioru wek-
toréw iloczynowych spetniajacych wiasnoéé (P), ktéry jest uzupelnialny do peinej bazy w
odpowiedniej przestrzeni Hilberta, odpowiadajaca jej nieréwnos¢ Bella jest trywialna w tym
sensie, ze zadne korelacje nie moga jej zlamac.

Oczywidcie nasza konstrukcja moze by¢ zastosowana w druga strone: majac dana
nier6wnos¢ Bella typu (14), mozna skonstruowad, stosujac powyzszy przepis, zbiér wektorow
produktowych. W szczegblnosci pokazujemy, ze wieloczastkowa nieréwnos¢ Bella GYNI
generuje N-kubitowa nierozszerzalna baze iloczynowa, nieznana wczesniej w literaturze.

Warto réwniez zauwazy¢, ze skoro, jak pokazano w [22], nieréwnoé¢ Bella GYNI jest op-
tymalna (tight) dla 3 < N < 7, nasza konstrukcja pozwala wyprowadza¢ takze optymalne
nieréwnosci Bella z UPB. W pracy [H3] pokazujemy jednak, Ze nie dzieje sie tak dla kazdego
UPB. Ciekawym problemem otwartym pozostaje wiec zrozumienie, z jakich UPB nasza kon-
strukcja pozwala otrzymaé optymalne nieréwnoéci Bella bez kwantowego tamania.

Nieréwnosci Bella bez kwantowego tamania i N-kubitowe UPB. W [H4], kontynuujac
powyzszy kierunek badan, przebadaliémy zwiazek pomiedzy UPB i nieréwnosciami Bella
sformutowany w [H3], ktadac szczegélny nacisk na N-kubitowe przestrzenie Hilberta. Otrzy-
maliSmy nastepujace wyniki:

e Podaliémy dwa alternatywne dowody faktu, ze nieréwnosci Bella wygenerowane przez
zbiory wektoréw iloczynowych, ktére mozna uzupehnic¢ do baz iloczynowych rozpinaja-
cych Hy, sa trywialne w tym sensie, Ze zadne korelacje niesygnalizujace ich nie tamia,
W konsekwencji nieréwnoé¢ Bella skonstruowana ze zbioru N-kubitowych wektoréw
iloczynowych jest nietrywialna wtedy i tylko wtedy, gdy ten zbior jest UPB lub moze by¢
uzupelniony do UPB.

e W bardziej szczegélowy sposob zaprezentowalismy dowdd faktu, ze nieréwnosci Bella
GYNI generuja N-kubitowe nierozszerzalne bazy iloczynowe.

¢ Pokazalismy, ze nieréwnosci Bella GYNI sa optymalne (innymi stowy, definiuja éciany
odpowiednich wielo§cianow Bella) dla dowolnego nieparzystego N. Fakt ten zostal
udowodniony w [22] tylko dla 3 < N < 7 przy uzyciu algorytmu komputerowego.

e Uzywajac prostej metody numerycznej skonstruowaliémy nowe przyklady nierozsze-
rzalnych baz iloczynowych w czterokubitowej przestrzeni Hilberta, ktore generuja, w ra-
mach naszej metody, optymalne nieréwnoséci Bella bez kwantowego famania. Rozwaza-
lismy bazy z r6zna liczba baz lokalnych.
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e Podaliémy takze metody rozszerzania N-kubitowych baz iloczynowych (rownowaznie
nieréwnosci Bella) do (N + 1)-kubitowych baz iloczynowych. Zilustrowalismy jedna
z tych metod przez zastosowanie jej do wybranych czteroczastkowych optymalnych
nieréwnoéci Bella, otrzymujac w ten sposéb piecioczastkowe optymalne nieréwnosci
Bella.

IV.4 Nielokalnoéé a inne zasoby kwantowej informacji

Kwantowa teoria informacji moze by¢ rozumiana jako teoria, ktérej celem jest wykorzysty-
wanie zjawisk fizycznych przewidywanych przez teorie kwantow jako zasobow do wykona-
nia pewnych zadan informacyjnych. Takimi zasobami w teorii kwantowej sa splatanie, bez-
pieczne korelacje lub nielokalnos¢. Podczas gdy bezpieczne korelacje moga by¢ zdefiniowane
juz w klasycznym formalizmie, splatanie i nielokalnos¢ nie maja klasycznych odpowiednikéw.
Jednym z celéw informatyki kwantowej jest wiec charakteryzacja tych poje¢ oraz zrozumie-
nie zwiazkéw miedzy nimi, a w szczegolnosci, czy mozliwoéé wytworzenia jednego zasobu
ze stanu kwantowego implikuje mozliwoé¢ wytworzenia innego zasobu z tego samego stanu.
Innymi stowy chcemy zrozumie¢, czy dany stan kwantowy moze mie¢ wiele zastosowan w
zaleznosci od tego, ktéry zaséb mozna przy jego uzyciu otrzymaé. W serii trzech prac zaj-
mowali$my sie tym ostatnim problemem, a dokiadniej méwiac, przestudiowaliémy zwiazek
pomiedzy splataniem oraz bezpiecznymi korelacjami i nielokalnoscia.

IV4.1 Wszystkie stany prywatne s3 nielokalne

Oczywiécie, pierwszym krokiem w zbadaniu powyzszych zasob6w jest identyfikacja ich
podstawowych jednostek; przyktadowo jednostka splatania jest maksymalnie splatany stan
dwdch kubitéw, zwyczajowo nazywany e-bitem. Catkiem niedawno udowodniono, Ze jednos-
tka bezpiecznych korelacji w przypadku kwantowym sa stany prywatne, 2 ktérych odsepa-
rowani obserwatorzy moga wygenerowac idealnie bezpieczny klucz kryptograficzny [24, 25].
Okazuije sie, ze takie stany musza by¢ splatane, bowiem nie mozna wytworzy¢ bezpiecznego
klucza kryptograficznego bez uzycia splatania [26], jednakze pytanie czy sa tez nielokalne po-
zostawato otwarte (zauwazmy, ze jak to opisano ponizej, splatanie i nielokalnos¢ sa w og6l-
nosci pojeciami nieréwnowaznymi, a wiec fakt, ze dany stan kwantowy jest splatany nie oz-
nacza, ze lamie on nieréwnoéci Bella).

Naszym celem w [H2] bylo odpowiedzie¢ na to pytanie. Pokazaliémy, ze kazdy stan pry-
watny tamie pewna nieréwnos¢ Bella, co oznacza, ze bezpieczne korelacje implikuja nie tylko
splatanie, ale tez nielokalnosé.

Aby przedstawi¢ nasz dow6d w bardziej szczegdlowy sposéb, zacznijmy od definicji
stanéw prywatnych. W ogélnym N-czastkowym przypadku przyjmuja one nastepujaca postac
[24, 25], [B7]:

o _ 15 vne
I = ] Y (DAY ® Uipa U, (17)
ij=0

gdzie pp jest pewna macierza gestosci, U; to dowolne operacje unitarne, a indeksy A =
Ar... AN i A = A]...A} oznaczaja, odpowiednio, czes¢ klucza i tarczy stanu prywatnego
(czes¢ Klucza to ta, z ktorej generuje sie klucz kryptograficzny, natomiast czesc tarczy to ta,
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ktéra zabezpiecza klucz przed podstuchiwaczem). Poduktady A; oraz A} sa w posiadaniu ob-
serwatora i. W ramach podejscia zaproponowanego w [24, 25], a nastepnie uogélnionego na
dowolna liczbe obserwatoréw w [B7], z kazdego takiego stanu prywatnego mozna uzyska¢
log, d bitéw idealnie bezpiecznego wieloczastkowego klucza kryptograficznego.

Pierwszym krokiem naszego dowodu jest pokazanie, ze przez zastosowanie odpowiednio
dobranych lokalnych operacji kwantowych (bez uzycia komunikacji klasycznej) postaci

Ai= Vi)V + Wi )W, (8

do podukiadéw stanu prywatnego (17), a nastepnie wysladowanie czesci tarczy tego stanu,
mozna sprowadzi¢ go do nastepujacego N-czastkowego stanu

d-1
P =2 ailijil™", (19)
ij=0
w ktérym przynajmniej jeden pozadiagonalny element macierzowy «;; nie znika oraz wszyst-
kie diagonalne elementy wynosza a;; = 1/d. W réwnaniu (18) V; i W; to tak zwane operatory
Krausa, ktérych jawne postaci nie sq istotne dla dalszych rozwazan. Nalezy tutaj zauwazyg,
ze powyzsze operacje lokalne bez udzialu komunikacji klasycznej nie moga wytworzy¢ stanu
nielokalnego ze stanu, dla ktérego istnieje model LHV.
Teraz chcemy udowodni¢, ze stan (19) jest nielokalny. W pierwszej kolejno$ci rozwazmy
najprostszy przypadek N = 2 i wprowadZzmy nieréwno$¢ Bella CHSH [27] dla scenariusza
(2,2,2) w jej sformutowaniu zaproponowanym przez Clausera i Horne’a [28]:

p(00[11) + p(00]21) + p(00]12) — p(0022) — p4(01) - p5(0[1) < O, (20)

gdzie p(py(0|1) to prawdopodobienstwo, ze obserwator A (B) otrzymat wynik a2 = 0 (b =
0) po pomiarze obserwabli A; (Bj). Zalézmy nastepnie, Ze ay jest niezerowym elementem
pozadiagonalnym macierzy pj oraz przepiszmy ten stan jako

I/d (199}
o = T ‘ 21)
& - 1/d

Aby zlamaé nieréwnos¢ Bella (20) za pomoca powyzszego stanu, mozemy wykorzysta¢ fakt,
ze, z dokladnoscia do czynnika normalizacyjnego 2/d, czteroelementowy blok pokazany w
rownaniu (21) mozna postrzegac jako stan dwukubitowy. Zatem konstruujemy obserwable A,
i By (x,y = 1,2) tak, aby ich wyniki @ = b = 0 odpowiadaly jednokubitowym projektorom Pf}
oraz Pfgy), ktére prowadza do tamania (20) przez ten stan dwukubitowy. Pozostate wyniki beda
odpowiadaty operatorom 1 — PE}B. Mozna teraz bezposrednio sprawdzic, ze tak zdefiniowane
pomiary prowadza do tamania nieréwnosci (20) przez stan pj.

Aby pokazaé, ze stan (19) jest nielokalny dla dowolnego N, mozna wykorzysta¢ nastepu-
jacy, bardzo pomocny fakt udowodniony w [29]: jezeli dla danego N-czastkowego stanu kwan-
towego py istnieja lokalne rzuty N — k czastek na stan produktowy, po ktorych stan kwantowy
pr odpowiadajacy pozostatym k czastkom jest nielokalny, to stan py tez jest nielokalny.
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Nietrudno zauwazy¢, ze po zrzutowaniu dowolnych N —2 podukiadéw stanu py na [¢) =
(1/+/d)(|0) + ... + |d — 1)), pozostale dwa podukiady beda doktadnie w stanie ph. Jak juz
pokazaliémy jest on nielokalny, a wiec, na mocy powyzszego faktu, stan py tez jest nielokalny.
W konsekwengji dowolny stan prywatny jest nielokalny. Jako otwarte pozostawiamy pytanie
jak bardzo nielokalne sa stany prywatne i jakie inne nier6wnoéci Bella moga one tamac.

1V.4.2 Nieréwnowaznosé splatania i nielokalnosci

Przejdzmy teraz do zwiazku splatania z nielokalnoécia. Wiadomo juz, ze kazdy nielokalny
stan kwantowy musi by¢ splatany, bowiem stany separowalne nie tamia nieréwnosci Bella.
Jednak pytanie czy przeciwna implikacja jest tez prawdziwa, to znaczy czy wszystkie splatane
stany kwantowe sa nielokalne jest znaczniej bardziej skomplikowane. Pomimo tego, ze jak
udowodniono w [30, 31, 29], wszystkie czyste splatane stany czyste sa nielokalne, splatanie nie
musi implikowa¢ nielokalnosci w ogélnym przypadku stanéw mieszanych. W istocie istnieja
splatane stany kwantowe, ktore maja modele LHV, a wiec nie lamia nieréwnosci Bella.

Pierwszy przyklad splatanych stanow mieszanych, dla ktérych istnieje model LHV dla po-
miaréw rzutowych zostal podany przez Wernera [32]. Model Wernera zostal péZniej uog6l-
niony na dowolne pomiary kwantowe przez Barretta [33]. Od tego czasu pojawita sie w litera-
turze seria prac przedstawiajacych modele LHV dla réznych splatanych stanéw kwantowych.
Gléwnie jednak zajmowano sie przypadkiem dwuczastkowym, pozostawiajac przypadek wie-
loczastkowy prawie niezbadany (poza praca [34], ktora dotyczy stanow trzyczastkowych).

Wraz ze wspélpracownikami w [H9] przebadalem problem nieréwnowaznosci splatania
i nielokalnosci w przypadku dowolnej liczby obserwatoréw. Uprzednio, niejako ,na roz-
grzewke”, w pracy przegladowej [H7] zebraliSmy znane wyniki dotyczace tego problemu, w
wiekszosci otrzymane w przypadku N = 2.

Przeglad modeli LHV dla splatanych stanéw kwantowych. W pracy [H7] opisaliémy
wszystkie znane dotychczas modele LHV dla splatanych stanow kwantowych. Poza
wprowadzeniem do tematyki, koniecznymi definicjami i pojeciami, nasza praca zawiera w
szczego6lnosei nastepujace wyniki literaturowe:

o Model Wernera dla pomiaréw rzutowych wraz ze szczegétowym wyprowadzeniem
granicznej wartoéci parametru mieszania, dla ktorej stosuje sie ten model; zauwazmy,
ze w oryginalnej pracy Wernera [32] tak szczegétowego wyprowadzenia nie ma.

o Model LHV Barreta [33] uog6lniajacy model Wernera na wszystkie mozliwe pomia-
ry kwantowe wraz ze wszystkimi szczegétowymi obliczeniami.

o Zwiazek pomiedzy modelami LHV dla dwuwynikowych pomiaréw i pojeciem statej
Grothendiecka wraz z wynikajacym z niego ogélniejszym modelem LHV dla pomiaréw
rzutowych dla dwukubitowych stanéw Wernera [35]; model ten dziata w wiekszym zak-
resie parametru mieszania niz oryginalny model Wernera.

e« Model LHV dla stanéw izotropowych [36], ktére sa mieszaninami stanu maksymalnie
splatanego o dowolnym wymiarze lokalnym 1 stanu maksymalnie mieszanego, wraz z
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uogoélnieniami tego modelu na inne mieszane stany splatane oraz analize odpornosci
nielokalnosci na szum podane w [37].

e Metode konstrukcji dwupoduktadowych mieszanych stanéw kwantowych wraz z mode-
lami LHV dla dowolnych pomiaréw kwantowych ze stanéw, dla ktérych istnieja modele
LHV dla pomiaréw rzutowych [38]. Metoda ta zostata uzyta w [38], aby udowodni¢,
ze ukryta nielokalno$¢ (hidden nonlocality) istnieje w przypadku, gdy obserwatorzy uzy-
waja dowolnych pomiaréw kwantowych. W naszej pracy podajemy takze uog6lnienie
tej metody na przypadek dowolnej ilosci obserwatoréw.

e Model LHV dla dwuwynikowych pomiaréw rzutowych dla pewnej klasy trzyku-
bitowych stanéw prawdziwie splatanych zaproponowany w pracy [34]. Podajemy takze
alternatywny dowdéd, ze model ten odtwarza prawdopodobienistwa warunkowe otrzy-
mane z tych stanéw.

Poza powyzszymi rezultatami otrzymanymi w standardowym scenariuszu Bella, w pracy
[H7] podajemy liste alternatywnych scenariuszy, w ktérych réwniez mozna badaé¢ zwiazek
nielokalnosci i splatania. Liste te uzupelniamy znanymi wynikami literaturowymi otrzy-
manymi w tych scenariuszach. Wreszcie w podsumowaniu pracy stawiamy kilka ciekawych
pytan, ktére moga stanowié¢ dobry punkt wyjécia do dalszych badari nad zwiazkiem splatania
i nielokalnoéci.

Nier6wnowazno$¢ splatania i nielokalno$ci w przypadku wieloczastkowym. Problem
nierownowaznosci splatania i nielokalnosci w przypadku wieloczastkowym znacznie sie
komplikuje z dwéch powodéw. Po pierwsze, scenariusz wieloczastkowy oferuje cata game
réznych rodzajéw splatania i nielokalnoéci, a wiec o wiele trudniej jest por6wnywac oba poje-
cia. Jak twierdzimy w [H9] wilasciwe pytanie, na ktére nalezy odpowiedzie¢ w tym przypadku
to czy dla dowolnej liczby czastek N zawsze istnieja N-czastkowe prawdziwie splatane? stany
kwantowe, ktére nie sa prawdziwie nielokalne. Kolejny problem, ktéry sie pojawia w scena-
riuszu wieloczastkowym to fakt, ze dopiero niedawno definicje wieloczastkowej nielokalnoéci
zostaly prawidtowo sformutowane [39, 40]. Okazato sie bowiem, Ze poprzednia definicja po-
dana przez Svetlichny’ego [41] byla niezgodna z operacyjna interpretacja nielokalnosci. Te
nowe definicje naktadaja pewne warunki na rozklady prawdopodobienstw, ktére nalezy bra¢
pod uwage konstruujac modele LHV dla stanéw wieloczastkowych.

W [H9] pokazaliémy, Ze rzeczywiscie splatanie i nielokalnos¢ sa nieréwnowaznymi za-
sobami dla dowolnej liczby obserwatoréw. W tym celu wprowadzilismy ogélna konstrukcje
prawdziwie splatanych stanéw wieloczastkowych, ktére nie sa prawdziwie nielokalne, jako ze
mozna dla nich skonstruowa¢ pewne dwulokalne modele LHV.

Aby zilustrowaé nasza metode rozwazmy pewien dwuczastkowy stan splatany p 4p dziata-
jacy na przestizeni Hilberta C? @ C“ i zal6zmy, ze ma on model LHV dla dowolnych pomi-

IWieloczastkowy stan kwantowy p jest prawdziwie splatany jesli nie moze by¢ zapisany jako kombinacja wy-
pukla stanéw kwantowych, ktore sa separowalne ze wzgledu na dowolne podziaty wszystkich 0s6b na dwie grupy.
Analogicznie, zgodnie z definicja podana w [41], p jest prawdziwie nielokalny jezeli mozna z niego wytworzy¢ ko-
relacje {p(a|x)}, ktére nie sa kombinacja wypukla korelacji lokalnych ze wzgledu na dowolny podzial wszystkich
obserwatoréw na dwie grupy. Jak pokazano w [39, 40] nalezy dedatkowo zalozy¢, ze wszystkie korelacje wystepu-
jace w tej kombinacji wypuklej sa niesygnalizujace.
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aréw kwantowych taki jak na przyktad model wprowadzony przez Barretta [33]. Rozwazmy
nastepnie pare kanaléw kwantowych

Aass : B(CY) = B((CH)PL),  ApLg: B(CY) - B((C")®N ), (22)

odwzorowujacych operatory dziatajace na jednoczastkowej przestrzeni Hilberta na operatory
dzialajace odpowiednio na L-czastkowej i (N — L)-czastkowej przestrzeni Hilberta o wymiarze
lokalnym d’, ktéry w og6lnosci moze sie r6zni¢ od d. Dzialajac tymi kanatami na poduklady
stanu p 4z mozna skonstruowac¢ nastepujacy N-czastkowy stan kwantowy

oa = (Aass ® Apg)(pas)- (23)

Jak dowodzimy w [H9], ten stan nie jest prawdziwie N-czastkowo nielokalny w ramach
definicji podanej w [41], poniewaz zawsze mozna dla niego skonstruowaé¢ model LHV ze
wzgledu na podzial S|S, gdzie zbiory S i S skladaja sie odpowiednio z L i N — L czastek.
Ponadto w szczeg6lnym przypadku, gdy L = 1 stan ten bedzie dwulokalny takze w ramach
definicji podanych w [39, 40].

Teraz musimy zagwarantowaé, by stan ca byl prawdziwie N-czastkowo splatany dla
odpowiednio dobranych kanatéw (22). W tym celu rozwazamy kanaly o rzedach jeden
Aass(-) = V() Vi i Aas(-) = Vn-i(-)Vi_, gdzie Vi jest macierza zdefiniowana poprzez
Vli) = |i)®M dla dowolnego elementu |i) bazy standardowej w ©*. Wykorzystujac fakty,
ze V) jest izometria, a wiec oba kanaly sa odwracalne oraz, ze stan poczatkowy pap jest spla-
tany, pokazujemy w [H9], Ze stan oa jest prawdziwie wieloczastkowo splatany. Zatem startujac
z dwuczastkowego stanu splatanego, ktéry ma model LHYV, jestesmy w stanie skonstruowac
stan kwantowy o dowolnej liczbie czastek, ktéry jest prawdziwie wieloczastkowo splatany,
ale nie prawdziwie wieloczastkowo nielokalny. Co wazne, nasza konstrukcja dziata takze
jesli rozwazy¢ niedawno sformutowane definicje wieloczastkowej nielokalnosci [39, 40]. Co
wiecej, pozwala ona udowodni¢, ze prawdziwe splatanie wieloczastkowe nie jest rownowazne
sterowalnosci (steering)—kolejnej formie korelacji kwantowych (zob. [42]). To znaczy, stosujac
nasza metode do dwuczastkowego stanu kwantowego mozna wytworzy¢ prawdziwie spla-
tany stan, ktdry jest niesterowalny (w przynajmniej jednym kierunku) ze wzgledu na ten sam
podziat, w ktorym ten stan jest dwulokalny.

Podsumowujac wyniki pracy [H9] stawiamy takze pytanie o to, czy istnieja prawdziwie
splatane stany wieloczastkowe z w pelni lokalnymi modelami LHV (por. (5)). Warto wiec
doda¢, ze przyktady takich stanéw zostaly znalezione [43] niedtugo po opublikowaniu naszej

pracy.

IV.5 Relacje monogamii dla korelacji niesygnalizujacych

Nielokalne korelacje sa zasobem w dziedzinie informacji kwantowej. Okazuje sie jednak,
7e korelacje te nie moga by¢ rozdystrybuowane pomiedzy obserwatorami w dowolny sposéb.
Zasady fizyczne narzucaja bowiem pewne ograniczenia na to jak moga by¢ one wspéldzielone;
zazwyczaj te ograniczenia sa sformutowane w postaci relacji monogamii. Aby zilustrowa¢ idee
relacji monogamii rozwazmy najprostszy scenariusz (3,2,2), w ktérym trzech obserwatorow
A, B, C wykonuje lokalnie jeden z dwdéch dwuwynikowych pomiaréw na swoim poduktadzie,
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wytwarzajac pewne korelacje {p(a, b, c|x,y,z)}. Toner pokazat [44], Ze zasada niesygnalizowa-
nia ,nakazuje” tym korelacjom spelniac nastepujaca nieréwnosc

Lag + Iac <4, (24)

gdzie Inp oraz Ic to wyrazenia Bella CHSH pomiedzy, odpowiednio, A i B oraz A i
C. Poniewaz maksymalne kwantowe tamanie nieréwnosci Bella CHSH to 2V/2, powyzsza
nier6wno$¢ oznacza, ze tylko jedna z par AB lub AC moze zlama¢ nieréwnos¢ CHSH, wigc
tylko jedna para moze dzieli¢ korelacje nielokalne. Ta interesujaca obserwacja zostala pézniej
uogolniona na inne, bardziej ztozone scenariusze (zob. przyktadowo [45, 46]). Zilustrujmy te
konstrukcje dla nastepujacej klasy nieréwnosci Bella [47]:

L3

"= Y (([Az = Bal) + ((Brs1 — Ax])) 2d -1, (=2
x=1

ktéra uogélnia nier6wnos¢ Bella CHSH na wigksza liczbe pomiaréw i wynikéw. Zauwazmy,
ze uzywamy tutaj przeciwnej konwencji dotyczacej znaku nieréwnoéci, to znaczy zamiast
zwyczajowego < uzywamy >. Ponadto A, i By (x,y = 1,...,m) oznaczaja d-wynikowe ob-
serwable mierzone przez obserwatoréow A i B o wynikach ze zbioru {0,...,d — 1}, (X) jest
standardowa wartoécia oczekiwana zmiennej losowej X, to znaczy (X) = ):f;é kP(X =k), [X]
oznacza X modulo d, natomiast P(X = k) to prawdopodobiefistwo tego, ze zmienna losowa
X przyjmuje wartos¢ k. Przypomnijmy jeszcze, ze nieréwnoéc Bella (25) zostata uogoélniona na
dowolna liczbe obserwatoréw w [48]:

m

1 N-1 = N
L‘:‘r;m:iN = Z (([A-Ef]}_}q(\?)}.tgﬂl-in‘+(_1)NA£N g-gx,\r_l-l +{:_1)N 1A£’N)1]>
xl!“'lIN"-i:l
2 1 i N-1 N
+<[A£—’l)+x2_l = Ai!}rl + e + (_1)N IAE'N—Z'BxN—l_l + (_])NAQUEI]))

> V2l -1), (26)

gdzie Ag} to d-wynikowe obserwable mierzone przez obserwatora A;. Powyzsza nier6wnos¢
jest typu Svetlichny’ego [41], to znaczy korelacje, ktére jq tfamia sq prawdziwie wieloczastkowo
nielokalne.

Pierwsza relacja monogamii dla nieré6wnosci (25) zostata wyprowadzona w [45] i mozna ja
zapisa¢ w nastepujacej postaci

I I > m(d—1). (27)

Implikuje ona, Ze suma wartoéci wyrazenia Bella md pomiedzy obserwatorem A i m innymi
osobami B; nie moze przekroczy¢ m-krotnosci klasycznego ograniczenia tej nieréwnosci Bella.
O wiele prostsza relacje monogamii dla (25) wyprowadzono w pracy [46] i jest ona postaci

1 > 2(d - 1). (28)

Wynika z niej, ze podobnie jak w przypadku nieréwnosci Bella CHSH, tylko jedna para 0s6b
moze famaé nieréwnoéé Bella (25). Zauwazmy jednak, ze cho¢ ta relacja monogamii jest o
wiele prostsza niz (27), to poza przypadkiem m = 2 nie jest optymalna w tym sensie, Ze nie
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dla kazdej pary wartoéci [ :;:if i If{g", kt6re ja wysycaja istnieja korelacje niesygnalizujace, ktore

realizowatyby te wartosci.

Podczas mojego pobytu w ICFO wiaczylem sie w badania nad relacjami monogamii, ktére
kontynuowatem po przeniesieniu sie do Polski. Po pierwsze, w [H6] zaproponowalismy alter-
natywne podejscie do relacji monogamii dla korelacji niesygnalizujacych, a nastepnie w [H10]
pokazatem jak zmodyfikowac¢ relacje (28) tak, aby byta ona optymalna.

Elementarne relacje monogamii. W [H6] pokazalismy, ze zasada niesygnalizowania
ogranicza korelacje w silniejszy sposéb niz wynika to z oméwionych powyze] standard-
owych relacji monogamii. Zamiast poréwnywac famanie nieréwnosci Bella pomiedzy réznymi
podzbiorami obserwatoréw, jak ma to miejsce w powyzszych relacjach monogamii, pokazu-
jemy, ze nielokalnoé¢ wspoéldzielona przez grupe obserwatoréw znaczaco ogranicza wiedze
jaka zewnetrzny obserwator moze uzyska¢ o wynikach dowolnego pomiaru wykonanego
przez obserwatorow.

Aby omowié nasze wyniki w bardziej szczegélowy spos6b, rozwazmy dla prostoty przy-
padek trzech obserwatoréw i zat6zmy, ze wspodldziela oni pewne korelacje {p(a,b,clx,y,2)},
ktore powstaja w eksperymencie z m d-wynikowymi pomiarami na osobe i spelniaja zasade
niesygnalizowania (korelacje te nie musza by¢ kwantowe). W6éwczas, nastepujace nieréwnosci
sa spetnione [Hé]:

I 4 (A= C)) +([C:— Ay 2d -1 (xz=1,...,m) (29)

gdzie I;‘f to wyrazenie Bella (25), a pozostate symbole zostaly zdefiniowane powyzej.
Poniewaz relacje te wiaza wartos¢ nieréwnosci Bella pomiedzy obserwatorami A i B z poje-
dynczymi korelatorami pomiedzy A i C, w pracy [H6] nazywamy je elementarnymi.

Aby zinterpretowaé otrzymane nieréwnosci, przepiszmy je w nastepujacej postaci

p(Axr=C;) < % [1 + ff.:hd] (30)

i dodajmy, ze zachodza one takze dla dowolnej zmiennej losowej C, a w szczegblnoéei jezeli
dodamy do niej dowolna liczbe ze zbioru {1,...,d —1}. Zauwazmy teraz, ze p(Ay = C;) moze
by¢ rozumiane jako miara tego, jak wyniki pomiaréw A, i C; sa (klasycznie) skorelowane. Za-
tem nieréwnosci (30) wiaza nielokalno$¢ mierzona lamaniem nieréwnoéci Bella (25) pomiedzy
dwiema dowolnymi osobami oraz klasyczne korelacje, ktore trzeci obserwator moze wyt-
worzy¢ z wynikami dowolnego pomiaru wykonanego przez jednego z tych dwéch obser-
watorow. W szczegdlnym przypadku maksymalnego famania nieréwnosci (25) dla korelacji
niesygnalizujacych, to znaczy, gdy 14 = 0, otrzymujemy p(Ar = C: +k) = 1/d dla dowol-
negok =0,...,d — 1, co oznacza, ze wyniki A, 1C; sa nieskorelowane. Co wiecej nasze relacje
sa optymalne: dla dowolnych wartosci "4 {[Ax — Cz]) + ([C — Ay]), dlaktérych nieréwnogci
(29) sa wysycane, istnieja korelacje niesygnalizujace realizujace te wartosci.

Nastepnie uog6lniamy relacje monogamii (29) na przypadek wiekszej liczby obserwatorow
niz trzy. Uzywamy w tym celu nieréwnosci Bella (26). Sciélej méwiac, dowodzimy, ze dowolne
korelacje niesygnalizujace wspétdzielone miedzy N + 1 osobami spelniaja

rma o+ (AL — AQED + (AR - AR 2 d -1 (31)

EN-+1 XN+
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dla dowolnego x; = 1,...,m i dowolnego i = 1,..., N + 1. Jak wyzej Ai? (8 = Loveny ) £O
zmienne losowe odpowiadajace d-wynikowym obserwablom o wynikach ze zbioru {0,...,d —
1} mierzonym przez obserwatora A;.

Uzywajac prawdopodobieristw powyzsze nieréwnoéci mozna przepisac jako
<z [rraimd ] (32)
Jak wyzej, mozna opusci¢ indeks xy.1, jako Ze nieréwnos$é (31), a wiec takze (32) pozostaja
spelnione dla dowolnej zmiennej losowe] zewnetrznego obserwatora Apyi. Zatem famanie
Ix’fﬁ:fw w optymalny sposéb ogranicza korelacje jakie zewnetrzny obserwator moze ustanowic
pomiedzy wynikami swoich pomiaréw i pomiaréw wykonanych przez dowolnego obserwa-
tora.

Wspomnijmy jeszcze, ze podobna relacje monogamii wyprowadziliSmy takze dla korelacji
kwantowych w najprostszym scenariuszu (3,2,2). Rozwazmy nastepujaca klase nieréwnosci
Bella dla dwéch obserwatoréw

}‘.’(AE-? = A{NH}]

AN+

Iip = a((A1B1) + (A1B2)) + (A2B1) — (A2By) <22 (a > 1), (33)

ktéra odtwarza standardowa nieréwnos¢ CHSH dla « = 1. Wéwczas dowolne trzyciatowe
korelacje kwantowe {p(a, b, c|x,y,z)} w scenariuszu (3,2, 2) spelniaja nier6wnos¢

(F) +4(ACP <41 +o2). (34)

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do relagji (29), powyzsze nieréwnoéci sa nieliniowe.

Zastosowania w zadaniach informacyjnych. Co ciekawe, nasze relacje monogamii (29), (31)
znajduja zastosowania w takich protokolach jak kwantowa dystrybucja klucza lub wzmac-
nianie losowoséci. Wynika to z faktu, ze jak dowodzimy w [H6], pozwalaja one na
wyprowadzanie optymalnych ograniczen na prawdopodobienstwo zgadniecia (guessing proba-
bility)-powszechnie uzywana miara losowoéci-wyrazonych przez warto§¢ N4 Nasze
ograniczenia sa znaczaco silniejsze niz te udowodnione wczeéniej dla tej samej nieréwnosci
Bella [47].

Oznaczajac przez Py (xx) prawdopodobienstwo prawidtowego odgadniecia wyniku pomia-
ru x; wykonanego przez obserwatora Ay, dowodzimy w [H6], ze nasze relacje monogamii
implikuja nastepujace nieréwnosci

1 N,md
Py(x) < [1 + IA]'f_AN} ) (35)

gdzie | f}’f’l’_ﬂ“ jest wyrazeniem Bella wprowadzonym powyzej. A wiec famanie nier6wnosci

Ifl"f’_’gu ogranicza mozliwoé¢ poprawnego odgadniecia wynikéw dowolnego pomiaru wyko-
nanego przez kazdego z N obserwatorow. W szczegolnym przypadku jej maksymalnego tama-
nia przez korelacje niesygnalizujace, to znaczy, gdy If;f’_’_ﬂh, = 0, (35) implikuje Py(x;) = 1/d,
czyli wyniki pomiaru x sa niemozliwe do przewidzenia dla zewnetrznego obserwatora.

Co wazne, powyzsze ograniczenia mozna zastosowa¢ w zadaniach informacyjnych ta-

kich jak kwantowa dystrybucja klucza lub wzmacnianie losowosci. Po pierwsze pokazujemy,
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ze (35) mozna przetlumaczyé¢ na lepsze ograniczenia na ilos¢ bezpiecznego klucza w pro-
tokole kwantowej dystrybucji klucza w modelu z ograniczona pamiecia kwantowa (bounded-
quantum-storage model) rozwazanym w [49]. Dowodzimy nastepnie, ze nieréwnosci (35)
pozwalaja uogélnié¢ wyniki pracy [6] o wzmacnianiu losowosci na dowolna liczbe obserwa-
toréw i wynikéw, pokazujac w szczegOlnosci, ze dowolna ilogéé losowosci moze by¢ otrzy-
mana w przypadku dwéch obserwatoréw. Pokazujemy takze jak zmodyfikowa¢ scenariusz
rozwazany w Ref. [6] tak, aby pozwalal on wzmacniac losowos¢ dla dowolnego

12V/(N-1) —1

227D 1 -

£< gy =
gdzie, nie wchodzac w szczeg6ly, € jest parametrem okreglajacym jak losowy jest wybor po-
miaréw w eksperymencie Bella (e = 0 oznacza peina losowos, natomiast € = 1/2 to brak
losowoséci). Dla N = 2 powyzsza formuta daje wartosc gy = 1/6, ktéra jest wigksza niz
g ~ 0.086 otrzymana w [6] oraz wartos¢ ¢’ ~ 0.0961 wyznaczona p6zniej w [50].

Optymalne relacje monogamii. Innym pytaniem dotyczacym zjawiska monogamii w ko-
relacjach niesygnalizujacych, na ktore prébowalem odpowiedzie¢, to czy przez zmody-
fikowanie nieréwnoéci (28) do postaci

a(m, d) I8 + b(m,d) 32 > ¢(m,d), (37)

mozna otrzymac optymalna relacje monogamii dla nieré6wnosci Bella (25). Tutaja(m,d), b(m,d)
i ¢(m, d) oznaczaja dowolne parametry, kt6ére w ogélnosci moga zaleze¢ od m oraz d. W [H10],
wykorzystujac metody uzyte w pracy [Hé], pokazatem, ze tak rzeczywicie jest. Doktad-
niej méwiac, dla dowolnych korelacji trzyczastkowych {p(a, b,c|x,y,z)} z m pomiarami i d
wynikami na strone, nastepujaca nieréwnos$c¢ jest speiniona

(m — 1) min{ I, "4} + max{I}5, I4&} > m(d —1). (38)

Oméwmy te nieréwnoéé pokrotce. Po pierwsze zauwazmy, Ze tylko jedna para os6b AB lub
AC moze fama¢ nier6wnos¢ Bella (25); jesli, powiedzmy, nier6wnos¢ ta jest ztamana przez pare
AB, to znaczy I"f{'; < d — 1, woweczas para AC nie moze jej ztamac¢. Po drugie w przeciwierist-
wie do relacji (28), powyzsza monogamia jest optymalna dla dowolnego m i d; dla dowolnych
wartosci 1™ i 1", dla ktérych (38) jest wysycana, mozna znaleZc korelacje niesygnalizujace,
ktére realizuja te wartosci.

Uzywajac wyrazenia Bella Igl'ff’_:fw powyzsza relacje monogamii (38) mozna nastepnie
uogoblni¢ na przypadek dowolnej liczby obserwatoréw. Moéwiac Scisle, dowolne (N + 1)-
czastkowe korelacje niesygnalizujace {p(alx)} musza spetnia¢

(m— Dmin{ B4 T4, )+ mad B DA A} 2@ =1) 39)
gdzie ff[’"jw = I}f{f"’jﬁﬁj mN=2, Wynika z tego, ze famanie I} przez N-elementowy
podzbiér obserwatoréw powoduje, ze zaden inny podzbiér N os6b nie moze zlamac tej
nieréwnoéci Bella. Co wiecej, nieréwnoéé (26) moze by¢ ztamana tylko przez prawdziwie wie-
loczastkowo nielokalne korelacje, wiec powyzsza nieréwnoéé jest monogamia dla prawdzi-
wie nielokalnych korelacji; przykladowo, jezeli korelacje wspéldzielone przez Ay, ..., Ay sa
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prawdziwie nielokalne i famia (39), to korelacje widziane przez Ay, ..., Ay_1, An41 nie moga
zlamac¢ (39).

Zauwazmy jeszcze, ze relacje monogamii (39) sa optymalne, co oznacza, Ze nie da sie
znalez¢ silniejszej relacji ograniczajacej korelacje niesygnalizujace przy uzyciu dwéch wartosci

N m,d TN m,d
Iﬁl..,Au oraz I«"tt..,AN_lﬁwu'

W [H10] omawiamy takze jak monogamie (38) moga by¢ przekute, uzywajac wynikéw
pracy [H6], w optymalne ograniczenia na prawdopodobiefistwo zgadnigcia.

Musze tutaj doda¢, Zze w pracy [H10] blednie zostaly podane korelacje wysycajace (39).
Poprawne I-prelacje zostaly podane w erracie dotaczonej do pracy.

IV.6 Detekcja wieloczastkowej nielokalnosci przy uzyciu korelacji dwuciatowych

W ostatniej czesci tej prezentacji podejmiemy zagadnienie eksperymentalnej weryfikadji
nielokalnosci w zlozonych stanach kwantowych. Badania nad tym problemem w przypadku
wieloczastkowym sa mniej zaawansowane niz w przypadku dwuczastkowym, w ktérym
catkiem niedawno udato sie dokona¢ eksperymentalnej weryfikacji tamania nieréwnosci Bella
zamykajac pewne eksperymentalne luki [51, 52]. Sa dwa tego powody: matematyczna
ztozonosé problemu znalezienia wszystkich optymalnych nieréwnosci Bella w danym scena-
riuszu oraz fakt, ze wiekszos¢ znanych klas wielocialowych nieréwnosci Bella (przyktadowo
[53, 54]) jest skonstruowana z funkdji korelacji zawierajacych pomiary wykonywane przez
wszystkich obserwatoréw. Niestety, pomiary takich wielkosci sa niedostepne w ukladach
wielu cial, w ktérych mozliwy jest pomiar kilkuciatowych, a czesto tylko dwuciatowych ko-
relacji.

Aby przezwyciezy¢ te trudnosci mozna rozwazy¢ detekcje nielokalnosci jedynie przy uzy-
ciu dwucialbwych korelacji. Z jednej strony redukuje to wymiar odpowiedniego wieloécianu
Bella; dla poré6wnania, w ogélnym przypadku wymiar wieloscianu Bella skaluje sie eksponen-
cjalnie z liczba obserwatoréw N, podczas gdy w przypadku dwuciatowych korelacji wymiar
ten skaluje sie kwadratowo z N. Z drugiej strony, korelacje takie sa rutynowo mierzone w
pewnych ukiadach wielu ciat.

W dlugofalowym projekcie naszym celem bylo skonstruowanie wieloczastkowych
nierownosci Bella sktadajacych sie tylko z dwuciatowych korelatoréw (dodatkowo uzywamy
jednocialowych wartosci oczekiwanych), ktére nazwali$my dwuciatowymi nieréwnosciami Bella.
Ogdlna ich posta¢ dla N obserwatoréw w najprostszym scenariuszu (N, 2,2), w ktérym kazdy
obserwator ma do wyboru dwa dwuwynikowe pomiary ME} (=12} 1o

N ; ; i ; . 3
Y (wa(M”) + B (M) ) + Er( M M) + §5f;<M§ ‘M)
f= 1<y 1#]

+ Y ei(MPOMDY + Be > 0, (40)

i<y
gdzie n;, B, Yijs (5,-}- i £jj to parametry, ktore chcemy wyznaczy¢ oraz Bc oznacza klasyczne
ograniczenie tej nieréwnosci.

Niezmienniczo$¢ permutacyjna. Pomimo zredukowania liczby parametrow, a zatem takze i
wymiaru wieloscianu Bella, problem znalezienia nieréwnosci Bella postaci (40), ktére wykry-
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walyby nielokalne korelacje dla dowolnej liczby obserwatoréow jest wciaz trudny. Mozna
go upro$ci¢ poprzez narzucenie pewnych symetrii na rozwazane wyrazenia Bella. W [H5]
rozwazaliémy podklase dwuciatowych nieréwnosci Bella, zwanych dalej symetrycznymi,
ktére sa niezmiennicze ze wzgledu na zamiane dowolnej pary obserwatoréow. W tym przy-
padku (40) upraszcza sie do postaci

aS1+ Sz + -}511 + 6812 + %822 +Bc = 0, (41)

gdzie &, B, 7, 6, and ¢ to pewne rzeczywiste parametry oraz Sk i Sy oznaczaja zsymetryzowane
dwucialowe wartoéci oczekiwane dane wzorami

N , N S

Se=Y (MM, Su= Y (MOMPY  (k1=1,2). (42)
i=1 i#]

Znalezliémy nastepnie prosta charakteryzacje wierzcholkéw wieloécianu Bella odpowiada-

jacego tej symetrii, co pozwolilo nam analitycznie znalez¢ ogdlna klase dwucialowych

symetrycznych nieréwnosci Bella, odpowiadajacych znacznej czesci §cian tego wieloscianu.

Ciekawym przykladem nier6wnosci Bella nalezacej do tej klasy jest

—-2851+ %511 - S+ %522 +2N 2 0. (*9)

Zbadaliémy czy jest ona famana przez teori¢ kwantowa. W tym celu rozwazaliSmy nastepujace
obserwable (takie same dla kazdego obserwatora)

Mg” = M = 03, Mg) = M, = cos(8)o; + sin(8)ox (44)

i numerycznie wyznaczylismy najmniejsza wartosc wiasna czeéci operatora Bella dziatajacej na
podprzestrzeni symmetrycznej (C?)“N dla N < 10%, W ten spos6b pokazalismy, ze nierownos¢
(43) jest Tamana przez wieloczastkowe stany kwantowe dla kazdego N > 5. Co wazne
stany te sa prawdziwie splatane, bowiem naleza do podprzestrzeni symetrycznej N-kubitowej
przestrzeni Hilberta, a takze ich dwucialowe poduklady sa lokalne w tym scenariuszu, wiec
nie moglyby ztama¢ na przykiad nier6wnosci CHSH. Wartosé¢ lamania wzglednego QY /Y,
gdzie maksymalna wartoéé klasyczna nieréwnosci (43) to Y = —2N, rosnie z N i dazy do
—1/4 dla duzych N, co oznacza, ze maksymalna wartoéé kwantowa nieréwnosci (43) rosnie
przynajmniej liniowo z N. Warto rowniez wspomnieé, Ze otrzymane tamania sa odporne na
bledy w doborze optymalnego ustawienia kata 6 w (44) oraz na straty czastek.

Nastepnie w [H5] zadaliémy pytanie, czy nasze dwucialowe nieréwnosci Bella pozwalaja
wykrywaé nielokalnos¢ w ,ciekawych” wieloczastkowych stanach kwantowych, ktére albo
sq uzyteczne w pewnych protokotach kwantowo-informacyjnych albo mozna je stosunkowo
tatwo generowaé eksperymentalnie. Aby odpowiedzie¢ na to pytanie skonstruowaliSmy
klase symetrycznych dwucialowych nieréwnosci Bella, ktére wykrywaja nielokalnosé w N-
kubitowych stanach Dicke’go ]D}VN/ZJ) z |N /2] wzbudzeniami dla dowolnej liczby obserwa-
toréw N. Przypomnijmy, ze ogélna postaé stanéw Dicke’go z k wzbudzeniami to

DY) = S(I{O,N -k}, {Lk}))  (k=0,....N), (45)
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gdzie [{0, N — k}, {1,k}) to dowolny czysty stan iloczynowy z N — k kubitami w stanie |0) i k
kubitami w stanie [1), a S to operacja symetryzacji. Warto wspomnie¢, ze taki stan Dicke’go
dla N = 61i k = 3 zostal eksperymentalnie wytworzony w [55, 56].

Nier6wnosci wprowadzone w [H5] zadane sa nastepujacymi parametrami ay = N(N —
1)([N/2] =N/2), Bn = an/N, vy = N(N —=1)/2, by = N/2 oraz ey = —1, dla ktorych
mozna analitycznie znalez¢ klasyczne ograniczenie wynoszace

BY = IN(N - 1) Pfj—z] : (46)
2 2
Ponadto sa one niezalezne od nier6wnoéci Bella (43) i dla N = 2 odtwarzaja nieréwnos¢ Bella
CHSH [27].

Aby przetestowac je na stanie |D}\,N/2J) rozwazamy ponownie obserwable (44), dla kt6rych

mozna analitycznie wyznaczy¢ maksymalna’® warto$¢ kwantowa

IN/2]

TIN/2]+ T 47)

QY =
co oznacza, ze stan Dicke’go famie nasze nieréwnosci dla dowolnego N. Zauwazmy jednak,
ze wzgledna wartosé tego famania QJ{\,'/E"C" skaluje sie z N jak 1/N3, a wiec szybko zanika dla
duzych N. Okazuje sig, ze obserwable (44) nie sa optymalne w tym przypadku; numerycznie
potwierdzili$my, ze biorac ogdlniejsze obserwable (wciaz takie same dla kazdego obserwatora)
skalowanie QN / E’g moze by¢ znaczaco poprawione na 1/N.

Zauwazmy wreszcie, ze w przypadku kiedy wszyscy obserwatorzy mierza te same ob-
serwable, jedno i dwuciatowe symetryczne wartosci oczekiwane (42), a takze wartosé rednia
operatora Bella, moga by¢ wyznaczone poprzez kolektywne pomiary operatoréw catkowitego
momentu pedu S, = (1/2) ©N o, gdziea = x,y,z,a o2 to macierze Pauliego dziatajace na
i-tej pozycji, a takze ich kombinacje - S w dowolnym kierunku n € R?, gdzie § = [S,,S,, S.].
Scislej moéwiac, dla dowolnej pary obserwabli M;f) = mj-o (j = 1,2), zsymetryzowane
wartosci Srednie (42) dadza sie przepisa¢ jako

Sp = 2(my-S), Su=4((m-8)* =N, (k=1,2)
Sz = {((my+ma)-5)) — (((m — my) - §)%) — N(my - ma). (48)

Takie wielko$ci mozna mierzy¢ na przyktad w sieciach optycznych za pomoca polaryzacyjnej
spektroskopii spinowej [57, 58].

Nalezy jednak podkresli¢, ze w og6lnosci eksperyment wykorzystujacy wielkosci (48) nie
jest poprawnym testem Bella, jako ze, przykladowo, w ukladzie, w ktérym poszczegolne
czastki nie sa przestrzennie odseparowane, nie mozna zweryfikowaé, czy zalozenie o
lokalnogci jest spelnione. Niemniej jednak, pomiar wartodci oczekiwanej operatora Bella
odpowiadajacego naszym nieréwno$ciom Bella przez powyzsze wielkosci kolektywne moze
by¢ postrzegany jako wskaznik lub swiadek, ktéry pozwala stwierdzié, czy dany stan bytby

SPodobnie jak poprzednio wyrazenie ~maksymalna warto$¢” jest tutaj uzywana w potocznym sensie i oznacza
wartos¢ najbardziej nieklasyczna. Doktadniej méwiac ze wzgledu na konwencje przyjeta w (40) nalezaloby raczej
uzywac wyrazenia minimalna warto$¢ kwantowa,
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nielokalny gdyby poprawnie wykonaé¢ na nim eksperyment Bella. Warto réwniez wspom-
nie¢, ze w pracy [59] eksperymentalnie zmierzono takiego wiadka korelacji Bella odpowiada-
jacego naszej nieréwnosci (43) w kondensacie Bosego-Einsteina skladajacym sie z 480 atomow
i pokazano, ze otrzymany stan ja tamie.

Niezmienniczo§¢ translacyjna. Oczywiscie niezmienniczo§¢ permutacyjna rozwazana
powyzej nie jest jedyna symetria, ktéra moze by¢ uzyta do wyprowadzenia nieréwnoéci Bella.
W pracy [H8], ktora jest bezposrednia kontynuacja [H5], naszym celem bylo skonstruowanie
dwucialowych nieré6wnosci Bella spefniajacych mniej wymagajaca symetrie: niezmienniczosc
translacyjna. Ich ogolna postac to

ot CY IR )
wSi+BS2+ Y, (WY +eT Y+ ¥ Ty +Bc20, (49)
k=1 k=1

gdzie «, B, Y, €k 1 Wy to pewne parametry, S1 i S sa zdefiniowane jak wyzej oraz ’?]‘,{-k) oznaczaja
wszystkie translacyjnie niezmiennicze korelatory dane wzorem

N
F}k) = E (Mgm) M’Sm-}-k)> (I < } o 1,2)’ (50)
m=1
gdziek =1,..., IN/2] dlai = jorazk = 1,...,N—1dlai < j. Zauwazmy, ze teraz liczba
parametrow w (49) to N +1+ 2|N /2|, awiecw przeciwieristwie do poprzedniego przypadku,
roénie ona wraz z N. Oznacza to w szczeg6lnosci, ze analityczne metody rozwiniete przez nas
w [H5] do badania symetrycznych, dwucialowych nieréwnosci Bella nie stosuja sig tutaj.
Uzyliémy wiec programu komputerowego CDD [11], ktéry pozwala znalez¢ wszystkie
éciany wieloécianu Bella majac dane jego wierzcholki. Z jego pomoca znalezlismy wszystkie
optymalne translacyjnie niezmiennicze, nieréwnosci Bella dla trzech i czterech obserwatoréw,
a nastepnie pogrupowalismy je w klasy réwnowaznosci ze wzgledu na pewne symetrie specy-
ficzne dla nieréwnosci Bella (przenumerowanie obserwatoréw oraz pomiaréw iich wynikow).
Nastepnie wyznaczyliémy ich klasyczne ograniczenia oraz maksymalne wartosci dla korelacji
kwantowych i niesygnalizujacych. W przypadku wartoéci kwantowej numerycznie wyznacza-
lismy najmniejsza warto$¢ wiasna operatora Bella biorac nastepujace pomiary rzeczywiste®

M (x!) = COS rp_g) v, + sin ¢§.f.) Ts (51)

gdzie ¢§? to dowolne katy. Otrzymane wyniki zostaty skatalogowane w tabelach w [H8].
Nastepnie rozwazylismy przypadki N = 51N = 6. Podczas gdy przypadek N = 6 jest zbyt
trudny do rozwiazania ze wzgledu na zlozonos¢ problemu, w przypadku N = 5 znalezliSmy,
uzywajac algorytmu CDD, 4198 r6znych klas nieréwnosci Bella. Poniewaz tych nieréwnosci
jest zbyt duzo, aby je w pelni zanalizowac, skupiliémy sie na nieréwnosciach, ktére zawieraja
tylko korelatory pomiedzy najblizszymi sasiadami. Co ciekawe, jak pokazujemy w [H3], takie
nieréwnosci Bella pozwalaja na detekcje nielokalnosci w ukladach wielociatowych pomimo

6Zauwazmy, ze jak pokazano w [60], maksymalne kwantowe tamanie kazdej nieréwnosci Bella z dwoma
dwuwynikowymi pomiarami dla kazdego obserwatora jest zawsze osiagana na wielokubitowym stanie kwan-
towym i rzeczywistych jednokubitowych pomiarach lokalnych postaci (51).

24

pA



tego, Ze w rzeczywistosci wykorzystuja one bardzo mata ilo§¢ informacji o badanym ukfadzie
kwantowym (tylko dwuciatowe korelacje pomiedzy najblizszymi sasiadami).

Badajac translacyjnie niezmiennicze nieréwnosci Bella zadawalismy sobie pytanie, czy
kazda taka nierownos$c z m pomiarami na obserwatora jest zawsze tamana maksymalnie przez
translacyjnie niezmiennicze stany i ten sam zbiér obserwabli dla kazdego obserwatora. W [H8]
pokazujemy, ze majac dany N-czastkowy stan kwantowy o wymiarze lokalnym d, ktéry lamie
maksymalnie pewna translacyjnie niezmiennicza nieréwnos¢ Bella i realizujace to tamanie op-
tymalne pomiary (w ogéInosci inne dla kazdego obserwatora), pokazujemy jak skonstruowaé
translacyjnie niezmienniczy stan o wyzszym wymiarze lokalnym Nd i identyczne pomiary dla
wszystkich obserwatoréw, ktére osiagaja to maksymalne famanie. Wreszcie podajemy metode
numeryczng typu see-saw pozwalajaca wyznaczy¢ maksymalne tamanie kwantowe transla-
cyjnie niezmienniczych nieréwnoéci Bella przez translacyjnie niezmiennicze stany kwantowe
o okreslonym wymiarze lokalnym i tych samych pomiarach dla wszystkich obserwatoréw.

IV.7 Plany na przysztoéé

Nielokalnoé¢ w zlozonych ukfadach fizycznych jest interesujacym zjawiskiem zaréwno
z fundamentalnego jak i aplikacyjnego punktu widzenia. Powyzej dokonaliémy krétkiego
przegladu pewnych zagadnieri dotyczacych nielokalnosci, ktére zostaly zbadane i przynajm-
niej czeSciowo rozwiazane w pracach [H1-H10]. Wciaz jednak pelne zrozumienie tego pojecia
oraz potencjalu jaki w nim drzemie jest przed nami.

Ponizej wymieniam jeszcze kilka probleméw, ktére moga stanowié punkt wyjscia do dal-
szych badan nad nielokalnoscia.

o Okazuje sie, ze dwucialowe nieréwnosci Bella badane w pracach [H5H8] moga
by¢ powiazane z ukiadami spinowymi wielu cial, co zostalo niedawno pokazane w
[C25]. Jednak, praca ta dotyczy tylko taficuchéw spinowych, czyli uktadéw o naj-
nizszym wymiarze przestrzennym. Warto wiec rozwazyé dwu lub tréjwymiarowe
ukfady spinowe w tym kontekscie.

e Nielokalnoé¢ znalazta interesujace zastosowanie w samotestowaniu, ktére pozwala
uwierzytelni¢ obecno$¢ pewnego stanu kwantowego w urzadzeniu kwantowym przy
uzyciu tylko statystycznych danych wytwarzanych przez to urzadzenie [61]. Niedawno
pokazano, ze wszystkie dwuczastkowe czyste stany splatane moga by¢ samotestowane
[62]. Jednak poza kilkoma wynikami dotyczacymi konkretnych stanéw, niewiele
wiadomo o przypadku wieloczastkowym. Ciekawym problemem bylo by wiec
poszukiwanie wydajnych metod samotestowania wszystkich splatanych stanéw wie-
loczastkowych.

o Ciekawym z fundamentalnego punktu widzenia zagadnieniem pozostaje szukanie za-
sad informacyjnych, ktére pozwolityby wyrézni¢ zbiér korelacji kwantowych sposrod
wszystkich korelacji niesygnalizujacych. Mozliwym kierunkiem byloby zbadanie jak
mocno zalozenie LQT (opisane powyzej) oraz zasada lokalnej ortogonalnosci sfor-
mutowana w [C16,C17] ograniczaja zbiér korelacji kwantowych.
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V. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH

A.DANE BIBLIOMETRYCZNE

e liczba publikacji: 50
o laczna liczba cytowan bez autocytowari (wg. bazy Web of Science): 539
o indeks Hirscha (wg. bazy Web of Science): 14

o catkowity wspélczynnik wptywu: 205,3

B. OSIAGNIECIA PRZED UZYSKANIEM STOPNIA NAUKOWEGO DOKTORA

Ponizej opisane zostaty badania, ktore prowadzitem przed uzyskaniem stopnia naukowego
doktora wraz z otrzymanymi rezultatami. Artykuly sa pogrupowane tematycznie i opatrzone
kr6tkim wstepem zawierajacym kontekst, ktory objasnia motywacje do podjecia badar.

Rozpraszanie elektronéw na nielokalnych potencjatach separowalnych. Badania te zostaly
wykonane w ramach mojej pracy magisterskiej z fizyki. Dotyczyly one zastosowania metody
kanatéw wiasnych sformutowanej przez Szmytkowskiego [63] do przypadku elastycznego
rozpraszania elektron6w na nielokalnych potencjatach separowalnych, dla ktérych réwnanie
Lippmana-Schwingera moze by¢ rozwiazane przy uzyciu metod algebraicznych. W serii
dwéch prac [B1,B2], w ktérych rozwazalem przypadki nierelatywistyczny i relatywistyczny,
wyprowadzitlem wzory na amplitudy rozpraszania oraz catkowite przekroje czynne wyrazone
przez tak zwane wektory kanaléw wlasnych (eigenchannel vectors) oraz wlasne przesuniecia
fazowe (eigenphaseshifts). Oba obiekty sa rozwiazaniami pewnego uogolnionego zagadnienia
whasnego. Jako przyklad przedyskutowatem rozpraszanie elektronéw na pewnym potencjale
separowalnym typu ¢ o rzedzie jeden.

[B1] R. Augusiak, Non-relativistic quantum scattering from non-local separable potentials: The
eigenchannel approach, Annalen der Physik 14, 398 (2005).

[B2] R. Augusiak, Scattering of Dirac particles from nonlocal separable potentials: The eigenchannel
approach, Physical Review C 75, 064002 (2007).

Nielokalnoé¢é w wieloczastkowych stanach kwantowych o splataniu zwiazanym. To je-
den z gléwnych kierunkéw badawczych, ktérym podazatem podczas moich studiow dok-
toranckich na Politechnice Gdarskiej. Dotyczyt on bardzo ciekawego, z fundamentalnego
punktu widzenia, pytania, czy stany kwantowe o splataniu zwiazanym—czyli stany, z ktérych
nie mozna wydestylowaé czystych stanéw splatanych—moga tamaé¢ nieréwnosci Bella (lub,
réwnowaznie, czy moga by¢ nielokalne) [64]. W serii trzech artykutéw inni autorzy po-
dali przyklady wieloczastkowych stanéw kwantowych o splataniu zwiazanym, ktére tamia
nieréwnoéci Bella [65, 66, 67]. Stan o najmniejszej liczbie podukiadow, znaleziony w [67],
skiada sie z sze$ciu kubitéw, ale do udowodnienia, ze jest on nielokalny uzyto tzw. funkcjona-
Inej nieréwnoéci Bella, ktora wymaga ciaglych klas pomiaréw. Pytanie jaki jest minimalny
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rozmiar stanu kwantowego (w terminach liczby podukladéw) o splataniu zwiazanym, ktory
famatby nieréwnosci Bella pozostawato wciaz otwarte.

Wraz z promotorem mojej pracy doktorskiej prof. P. Horodeckim wiaczyliSmy sie w ten
nurt badan. W [B3] pokazalidmy, ze czterokubitowy stan kwantowy o splataniu zwiazanym
wprowadzony przez Smolina [68], tamie maksymalnie pewng nier6wnos¢ Bella, ktéra jest
uog6lnieniem znanej nier6wnosci CHSH [27]. Zatem nie tylko zmniejszyliémy liczbe czastek
w stanie o splataniu zwiazanym, ktéry przejawia nielokalnoé¢ do czterech, ale takze wykaza-
liSmy, ze stany niedestylowalne moga tama¢ nieréwnosci Bella maksymalnie. Co wiecej
rozwazany przez nas scenariusz jest bardzo prosty z ekperymentalnego punktu widzenia,
poniewaz wymaga on tylko dwéch pomiaréw na obserwatora oraz otrzymane tamanie jest
odporne na bialy szum. W istocie, nasze teoretyczne przewidywania zostaly péZniej potwier-
dzone eksperymentalnie [69, 70].

W [B4] uogéniliémy wyniki z [B3] na dowolna parzysta liczbe czastek wieksza niz trzy.
Po pierwsze, zaproponowaliémy metode konstrukeji wieloczastkowych stanéw kwantowych
zachowujaca pewne kluczowe wiasnosci czterokubitowego stanu Smolina. Nastepnie podalis-
my prosta konstrukcje wieloczastkowych nieréwnosci Bella tamanych maksymalnie przez te
stany, a takze przesudiowalismy ich odpornoéé¢ na biaty szum. Wreszcie pokazalismy, ze
pomimo tego, ze nasze stany sa niedestylowalne, to moga one by¢ uzyteczne w réznych pro-
tokotach kwantowo-informacyjnych takich jak na przykfad koncentracja odleglej informacji
(remote information concentration), uogélniajac tym samym wyniki pracy [71].

[B3] R. Augusiak, P. Horodecki, Bound entanglement maximally violating Bell inequalities: Quan-
tum entanglement is not fully equivalent to cryptographic security, Physical Review A 74,
010305(R) (2006).

[B4] R. Augusiak, P. Horodecki, Generalized Smolin states and their properties, Physical Review
A 73, 012318 (2006).

Destylacja klucza kryptograficznego z wieloczastkowych stanéw o splataniu zwigzanym.
Drugim gléwnym kierunkiem badan, ktory podjatem podczas studiéw doktoranckich, kom-
plementarnym do wyzej opisanych badan, byto pytanie czy mozna destylowaé klucz kryp-
tograficzny ze stanéw o splataniu zwiazanym. To pytanie pozostawalo otwarte przez dtugi
czas do momentu az w 2005 roku Horodeccy wraz ze wspoélpracownikami sformutowali
og6lna teorii destylacji klucza kryptograficznego z dwupoduktadowych stanéw kwantowych
[24, 25], w ramach ktérej udowodnili, Ze z pewnych stanéw kwantowych o splataniu
zwiazanym mozna otrzymac bezpieczny klucz kryptograficzny.

Wraz z moim promotorem zajeliSmy sie ta tematyka. Po pierwsze, w ramach rozgrzewki,
udowodnilismy w [B5], ze kazdy tak zwany stan prywatny—stan, z ktérego mozna wydesty-
lowa¢ log, d bitow idealnie bezpiecznego klucza kryptograficznego (tutaj d oznacza wymiar
lokalny tak zwanej czesci klucza stanu)—jest destylowalny przez lokalne operacje i klasyczna
komunikacje. Podalismy takze alternatywny dowéd tego, ze koszt splatania, ktéry jest jedna z
miar splatania, jest ograniczeniem gérnym na destylowalny klucz kryptograficzny, co zostato
wczesniej udowodnione w pracach [24, 25]. Po drugie, w pracy [B6] podaliémy nowa kon-
strukcje dwuczastkowych stanéw kwantowych o splataniu zwiazanym, ktére maja niezerowy
destylowalny klucz kryptograficzny. Po trzecie, w [B7] uogélniliSmy wyniki prac [24, 25] na
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przypadek wielu czastek i podalismy konstrukeje wieloczastkowych stanow kwantowych o
splataniu zwiazanym, z ktérych mozna destylowa¢ klucz kryptograficzny. Wreszcie w [B8] po-
dalismy alternatywna konstrukcje takich stanow, tym razem wykorzystujac strukture stanéw
W (jeden z symetrycznych stanow Dicke’go zjednym wzbudzeniem) i udowodniliémy, Ze maja
one niezerowy destylowalny klucz przez zaadaptowanie idei losowej destylacji splatania za-
proponowanej w [72].

Pomimo tego, ze artykuty [B7,B8] zostaly opublikowane po otrzymaniu przeze mnie stop-
nia naukowego doktora, wyniki w nich zamieszczone tworza znaczna czeéé mojej pracy dok-
torskiej.

[B5] P. Horodecki, R. Augusiak, Quantum states representing perfectly secure bits are always distil-
lable, Physical Review A 74, 010302(R) (2006).

[B6] P. Horodecki, R. Augusiak, On quantum cryptography with bipartite bound entangled states,
in Quantum Information Processing: From Theory to Experiment, NATO Science Series III,
Vol. 199 (edited by D. G. Angelakis et al.), IOS Press, Amsterdam, 2006, pp. 19-29.

[B7] R. Augusiak, P. Horodecki, Multipartite secret key distillation and bound entanglement, Phys-
ical Review A 80, 042307 (2009).

[B8] R. Augusiak, P. Horodecki, W-like bound entangled states and secure key distillation, Euro-
physics Letters 85, 50001 (2009).

Wielokopiowe éwiadki splatania. Splatanie, oprécz swojego fundamentalnego znaczenia, jest
takze kluczowym zasobem w pewnych informacyjnych zadaniach, ktérych realizacja w ra-
mach fizyki klasycznej jest niemozliwa (zob. [73]). Zatem jego detekcja w zlozonych ukladach
kwantowych (dwuczastkowych i wieloczastkowych) byta i wciaz jest jednym z glownych
nierozwiazanych probleméw informatyki kwantowej (zob. [74]).

Niezaleznie od tematyki badawczej opisanej powyze], zajmowalem sig takze rozwijaniem
kryteriow pozwalajacych wykrywaé splatanie w uktadach kwantowych, kiadac szczegblny
nacisk na ich stosowalnosé¢ w eksperymencie. W szczeg6lnosci interesowaty mnie tak zwane
wielokopiowe éwiadki splatania [75], czyli obserwable kwantowe, ktorych wartoscei érednie
mierzone na wielu kopiach tego samego stanu kwantowego pozwalaja wykry¢ jego splatanie.

Najpierw w pracy [B9] pokazalismy, ze kazde odwzorowanie dodatnie, ale nie komplet-
nie dodatnie, moze byé posrednio uzyte w eksperymentalnej detekdji splatania przez pomia-
ry wartoéci oczekiwanych pewnych wielokopiowych obserwabli, uogélniajac wyniki Carteret
[76] otrzymane jedynie dla transpozycji. Nalezy podkreéli¢ w tym momencie, ze odwzorowa-
nia dodatnie, ale nie kompletnie dodatnie nie reprezentuja zadnych proceséw fizycznych, jako
ze ich dzialanie na jeden z podukiadéw splatanego stanu kwantowego moze prowadzi¢ do
macierzy, ktéra nie jest dodatnia, a wiec nie opisuje zadnego stanu kwantowego. Zatem od-
wzorowania takie nie moga by¢ bezposrednio wykorzystane w eksperymencie, ktérego celem
jest weryfikacja czy dany stan kwantowy jest splatany czy nie. Zaleta naszego podejécia jest to,
ze nie wykorzystuje ono tak zwanego strukturalnego przyblizenia fizycznego (structural physi-
cal approximation (SPA)) [75, 77, 78], to znaczy nie wymaga stucznego dodawania szumu do
ukfadu.
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W pracy [B10] udowodnilismy, ze splatanie wszystkich dwukubitowych stanéw kwan-
towych moze by¢ wykryte przez jednego $wiadka nieliniowego, ktérego wartoéé érednia jest
mierzona na czterech kopiach danego stanu kwantowego (ten sam $wiadek dla wszystkich
stanéw). Nasz rezultat implikuje mozliwo$¢ stworzenia ukladu kwantowego, ktéry po wloze-
niu do niego czterech kopii nieznanej macierzy gestosci, rozstrzygatby czy jest ona splatana
czy nie.

Nastepnie, we wspélpracy z P. Horodeckim i J. Stasiniska, rozwijalem ré6zne nowe kon-
strukcje silnych kryteriéw splatania, ktére mogtyby by¢ eskperymentalnie zaimplementowane
przez pomiar pewnych $wiadkéw splatania na wielu kopiach stanu [B11,B12]. Kryteria te
moga by¢ postrzegane jako uogoélnienie entropijnych kryteriéw splatania, poczatkowo sfor-
mulowanych dla entropii von Neumanna w [79], p6zniej uogélnionych dla entropii Rényi’ego
i Tsallisa w [80, 81]. Co ciekawe, w przeciwiefistwie do kryteriéw entropijnych, nasze kryteria
wykrywaja splatanie zwiazane.

Wreszcie w pracy [B13] podaliémy alternatywne sformutowanie problemu separowalnoci.
Mianowicie pokazali$my, ze separowalnosé dwuczastkowych stanéw kwantowych dziataja-
cych na przestrzeni o dowolnym wymiarze lokalnym jest rownowazna pytaniu czy pewien
swiadek splatania dziatajacy na dwaoch kopiach danej przestrzeni Hilberta jest stabo optymalny
(weakly optimal), to znaczy hiperplaszczyzna, ktéra on generuje ma nietrywialna czeé¢ wsp6lna
ze zbiorem stanéw separowalnych. Dzigki temu problem separowalnosci mozna przefor-
mutowac¢ jako pewien problem optymalizacyjny, ktéry w pewnych przypadkach powinien
by¢ rozwiazywalny. Artykut [B13] zostat catkowicie stworzony w czasie moich studiéw dok-
toranckich, ale opublikowany w czasopi$mie duzo pézniej.

[B9] P. Horodecki, R. Augusiak, M. Demianowicz, General construction of noiseless nefworks de-
tecting entanglement with the help of linear maps, Physical Review A 74, 052323 (2006).

[B10] R. Augusiak, M. Demianowicz, P. Horodecki, Universal observable detecting all two-qubit en-
tanglement and determinant-based separability tests, Physical Review A 77, 030301(R) (2008).

[B11] R. Augusiak, J. Stasiriska, General scheme for construction of scalar separability criteria from
positive maps, Physical Review A 77, 010303(R) (2008).

[B12] R. Augusiak, ]. Stasifiska, P. Horodecki, Beyond the standard entropic inequalities: Stronger
scalar separability criteria and their applications, Physical Review A 77, 012333 (2008).

[B13] P. Badziag, P. Horodecki, R. Horodecki, R. Augusiak, Separability in terms of a single entan-
&lement witness, Physical Review A 88, 010301(R) (2013).

Splatanie zwigzane w dwuczastkowych stanach kwantowych niezmienniczych ze wzgledu
na obroty. W kolejnym projekcie, odrebnym od tematyki mojej pracy doktorskiej, badatem,
wraz z |. Stasinska, splatanie zwiazane w dwuczastkowych stanach kwantowych, ktére sa
niezmiennicze ze wzgledu na obustronne dziatanie grupy SO(3) (dla prostoty nazywane
rowniez stanami niezmienniczymi ze wzgledu na obroty). Gtéwnym wynikiem otrzymanym
przez nas jest fakt, ze posr6d takich stanéw, ktérych jeden z lokalnych wymiaréw jest parzysty,
zawsze istnieja stany o splataniu zwiazanym [B14]. Nasz rezultat uzupelnia wczesniejsza prace
Breuera, ktorej celem byla charakteryzacja stanéw niezmienniczych ze wzgledu na obroty w
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przypadku, gdy jeden z podukladéw ma wymiar trzy [82]. Pokazal on w szczegodlnodei, ze
jesli wymiar drugiego podukladu jest nieparzysty, to nie istnieja splatane stany PPT niezmien-
nicze na dziatanie obrotéw, co oznacza, ze transpozycja czesciowa jest warunkiem koniecznym
i dostatecznym splatatania dla tych standw.

[B14] R. Augusiak, ]. Stasiriska, Rotationally invariant states and bound entanglement, Physics Let-
ters A 363, 182 (2007).

C.BADANIA PO UZYSKANIU STOPNIA NAUKOWEGO DOKTORA NIE WCHODZACE
W SKLAD HABILITACJI

Ponizej zamieszczam opis rezultatow uzyskanych po otrzymaniu stopnia doktora. Opis
ten podzielitem na dwie czesci: pierwsza dotyczy splatania, a druga nielokalnoci. Podobnie
jak wyzej, artykuty sa pogrupowane tematycznie i opatrzone krétkim wstepem zawierajacym
kontekst, ktéry objagnia motywacje do podjecia badan.

C.1. SPLATANIE

Wielokopiowe éwiadki splatania-ciag dalszy. W czasie mojego pobytu na stazu podok-
torskim w ICFO kontynuowatem badania nad $wiadkami wielokopiowymi. Owocem tego jest
praca [C1], w kt6rej wprowadzilismy ogélna konstrukcje koniecznych kryteriéw separowal-
nosci z odwzorowar dodatnich, sformutowanych przy uzyciu pojecia stabej maj oryzacji. Kry-
teria te moga by¢ postrzegane jako uogélnienia kryterium majoryzacyjnego wprowadzonego
przez Nielsena i Kempe [83]. Wykorzystujac zwiazek stabej majoryzacji z funkcjami wklestymi
w sensie Schura, nasze kryteria implikuja skalarne warunki separowalnosci, ktére moga by¢
testowane przez pomiary pewnych wielokopiowych §wiadkéw splatania.

Powyzszy kierunek badar zwienczytem praca przegladowa [C2], napisana wspélnie z M.
Lewensteinem, w ktérej opisalem znane metody ograniczania miar splatania przez pewne
wielko$ci mierzalne, miedzy innymi obserwable wielokopiowe.

[C1] R. Augusiak, J. Stasinska, Positive maps, majorization, entropic inequalities and detection of
entanglement, New Journal of Physics 11, 053018 (2009).

[C2] R. Augusiak, M. Lewenstein, Towards measurable bounds on entanglement measures, Quan-
tum Information Processing 8, 493-521 (2009).

Ekstremalne splatane stany PPT. Charakteryzacja splatania w ztozonych stanach kwantowych
z dodatnimi transpozycjami czesciowymi (zwane dalej stanami PPT od angielskiego positive
partial transposition) jest niewatpliwie trudnym problemem (zob. [73,74]). Jedna z przyczyn jest
brak uniwersalnego kryterium separowalnosci, ktére umozliwitoby jednoznaczne rozréznienie
stanéw separowalnych od pozostatych stanéw PPT, ktore sa splatane (warto wspomnie¢, ze
znanych jest wiele koniecznych warunkéw separowalnoéci; zob. [74]). Istnieja jednak metody
pozwalajace uzyskac pewien wglad w strukture splatanych stanéw PPT. Jedna z nich wyko-
rzystuje fakt, ze wszystkie macierze gestosci, kére pozostaja dodatnie po zadziataniu na nie
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transpozycji czesciowej tworza zbiér wypukty, ktéry jako podzbiér wlasciwy zawiera splatane
stany PPT. Zatem aby scharakteryzowa¢ ten zbiér wypukly wystarczy wyznaczy¢ wszystkie
jego elementy ekstremalne.

W pracy [C3] sformutowali$my kryterium, ktére pozwala sprawdzi¢ czy dany stan PPT jest
ekstremalny w zbiorze wszystkich stanéw PPT przez rozwiazanie pewnego ukiadu réwnar
liniowych. Nastepnie pokazaliémy, ze kryterium to mozna tatwo przekué w efektywny algo-
rytm pozwalajacy wyznacza¢ stany ekstremalne zbioru stanéw PPT. Przestudiowalismy takze
wlasnosci ekstremalnych splatanych stanéw PPT w konkretnych przetrzeniach Hilberta takich
jak €* ® C*, (€?)93 oraz (C?)®4. Nalezy zauwazyé, ze to samo kryterium zostalo niezaleznie
sformutowane w pracy [84].

[C3] R. Augusiak, J. Grabowski, M. Kus, M. Lewenstein, Searching for extremal PPT entangled
states, Optics Communications 283, 805 (2010).

Kwantowe kinetyczne modele Isinga. Zajmowalem sie takze zastosowaniami teorii spla-
tania w fizyce uktadéw wielu cial. We wspoétpracy z F. Haakem z Duisburga (Niemcy)
zaproponowaliémy w [C4] kwantowe uogo6lnienia klasycznych kinetycznych modeli Isinga,
opisywane przez pewna klase wielocialowych kwantowych réwnan master. Podobnie jak
w przypadku klasycznych modeli spetniajacych warunek réwnowagi szczegétowej, ktére sa
rownowazne uktadom hamiltonowskim, nasze modele mozna traktowaé jako zbiér takich
ukfadéw hamiltonowskich wyznaczajacych dynamike elementéw macierzowych wielocia-
fowej macierzy gestosci. Stany podstawowe odpowiadajacych im hamiltonianéw da sie dobrze
opisac przez pewne czyste stany kwantowe o ograniczonym splataniu (matrix product states lub
pair entangled projected states). Przedyskutowali$émy wlasnosci krytyczne tych hamiltonianéw,
a takze splatanie w ich niskoenergetycznych stanach wiasnych.

Projekt ten kontynuowaliémy w pracy przegladowej [C5], w ktorej z jednej strony badalié-
my inne modele kinetyczne, a z drugiej strony opisalismy najnowsze dokonania w fizyce wielu
ciat z perspektywy informatyki kwantowej, takie jak na przyklad prawa powierzchni (area
laws).

[C4] R. Augusiak, F. M. Cucchietti, F. Haake, and M. Lewenstein, Quantum kinetic Ising models,
New Journal of Physics 12, 025021 (2010).

[C5] R. Augusiak, F. M. Cucchietti, M. Lewenstein, Many body physics from a quantum informa-
tion perspective, in: Modern Theories of Many-Particle Systems in Condensed Matter Physics
(eds. D. C. Cabra, A. Honecker, and P. Pujol), Lecture Notes in Physics 843, pp. 245-294
(2012).

Optymalnosé swiadkéw splatania. Swiadki splatania stanowia jedna z najwazniejszych
metod detekcji splatania w ukiadach kwantowych [17]. Wynika to z faktu, Ze sa one kwan-
towymi obserwablami i jako takie moga byé wykorzystane w eksperymentalnej weryfikacji
splatania. Co wigcej, ich wartosci oczekiwane moga wiele powiedzie¢ o tym, jak bardzo
splatany jest dany stan kwantowy (zob. [85]). Konstrukcja $wiadkéw splatania wykorzys-
tuje geometrie zbioru stanéw separowalnych: dla kazdego stanu splatanego istnieje hiper-
plaszczyzna, reprezentowana przez operator hermitowski, bedacy wtaénie swiadkiem spla-
tania, ktéry ,oddziela” ten stan od zbioru stanéw separowalnych. Szczegélnie wazne sa tak
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zwane optymalne §wiadki splatania [86], czyli te, ktore wykrywaja ,najwieksze” zbiory stanow
splatanych. W serii prac opublikowanych w latach 2011-2014 badatem pewne zagadnienia
dotyczace optymalnoéci swiadkoéw splatania.

W [C6,C7] naszym celem byla charakteryzacja optymalnych $wiadkow splatania, ktore sa
rozkladalne, to znaczy daja sie zapisa¢ jako suma operatora dodatniego i transpozycji czescio-
wej operatora dodatniego. Po pierwsze, w [C6] podalismy pelna charakteryzacje takich wiad-
kéw dziatajacych na przestrzeni Hilberta ©2 » €. W szczegolnosci pokazalismy, sa one opty-
malne wtedy i tylko wtedy, gdy maja tak zwana wiasnosc rozpinania: zbior wektoréw produk-
towych lezacych w plaszczyZnie wyznaczanej przez takiego §wiadka rozpina cala przestrzen
Hilberta. Nastepnie we wspétpracy z G. Sarbickim z Torunia udowodnilismy, ze w przeci-
wienistwie do przypadku C? & €, w wyzej wymiarowych przestrzeniach Hilberta istnieja op-
tymalne éwiadki rozkladalne, ktére nie maja wiasnoéci rozpinania [C7], co wezesniej udowod-
nione zostato tylko dla $wiadkéw nierozktadalnych.

Z drugiej strony w [C8,C9] badaliémy hipoteze sformutowana w [87], ktéra mowi, ze
strukturalne przyblizenia fizyczne (SPA) optymalnych $wiadkow splatania sa separowalnymi
stanami kwantowymi lub, réwnowaznie, ze strukturalne przyblizenia fizyczne optymalnych
map dodatnich sa kanatami niszczacymi splatanie. Przypomnijmy, ze SPA to metoda pozwala-
jaca na eksperymentalna implementacje odwzorowan dodatnich, ale nie kompletnie dodat-
nich, ktéra zostata wprowadzona i zbadana w serii prac [77, 78, 75]. W [C8] podaliémy kolejne
przyklady optymalnych §wiadkéw splatania, kt6re spetniaja powyzsza hipoteze; w szczeg6l-
noéci pokazaliémy, ze optymalny $wiadek splatania powstajacy przez zastosowanie transpozy-
cji czedciowej do dowolnego czystego stanu splatanego spetnia te hipoteze. Z drugiej strony
sformutowalismy i udowodnilismy jej slabsza wersje: dla dowolnego $wiadka splatania W
(réwnowaznie, mapy dodatniej A) istnieje stan separowalny p (kanal niszczacy splatanie D)
taki, ze SPA éwiadka W (A) skonstruowane za pomoca p (®) jest znowu stanem separowal-
nym (kanatem niszczacym splatanie). Wreszcie w [C9] dowodzimy, ze §wiadek splatania skon-
struowany przez Ha i Kye [88] w celu obalenia powyzszej hipotezy w istocie nie jest $wiadkiem
optymalnym. Warto wspomnie¢, Ze hipoteza ta zostata ostatecznie obalona w [89, 90].

[C6] R. Augusiak, J. Tura, and M. Lewenstein, A note on the optimality of decomposable entangle-
ment witnesses and completely entangled subspaces, Journal of Physics A: Mathematical and
Theoretical 44, 212001 (2011). (Editorial highlight in 2011)

[C7] R. Augusiak, G. Sarbicki, and M. Lewenstein, Optimal decomposable witnesses revisited,
Physical Review A 84, 052323 (2011).

[C8] R. Augusiak, ]. Bae, L. Czekaj, and M. Lewenstein, On structural physical approximations
and entanglement breaking maps, Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 44,
185308 (2011).

[C9] R. Augusiak, J. Bae, J. Tura, and M. Lewenstein, Checking the optimality of entanglement
witnesses: an application to structural physical approximations, Journal of Physics A: Mathe-
matical and Theoretical 47, 065301 (2014). (Editorial highlight in 2014)

Splatanie PPT w wieloczastkowych stanach symetrycznych. Ze wzgledu na ostatnie postepy
w eksperymentalnym wytwarzaniu réznych ciekawych stanow kwantowych wielu ciat ([55,
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56, 91]), wzrosto znaczenie problemu separowalnosci w przypadku wieloczastkowym. W
poréwnaniu z przypadkiem dwuczastkowym, tutaj problem ten jest jeszcze bardziej skom-
plikowany, bowiem nie tylko chcemy odpowiedzie¢ na pytanie, czy dany stan jest splatany, ale
takze chcemy stwierdzié jaki ma rodzaj splatania; przypomnijmy, ze dany wieloczastkowy stan
kwantowy moze by¢ splatany na wiele sposobéw (zob. [73]). Szczeg6lnie trudnym problemem
jest charakteryzacja tych stanéw wieloczastkowych, ktére maja wszystkie czesciowe trans-
pozycje dodatnie (stany PPT). W serii dwéch prac [C10,C11] zajeliSmy sig tym problemem, ale
aby go znaczaco uproécié, rozwazaliémy wielokubitowe stany symetryczne, to znaczy te stany,
ktére sa zdefiniowane na podprzestrzeni symetrycznej wielokubitowej przestrzeni Hilberta.

W [C10] pokazaliSmy, ze istnieja czterokubitowe symetryczne splatane stany PPT,
odpowiadajac na pytanie czy czeSciowa transpozycja jest koniecznym i dostatecznym warunk-
iem separowalnosci w takich ukladach (przypomnijmy, ze tak jest w przypadku trzyku-
bitowych symetrycznych stanéw PPT). W tym celu uzylismy dwéch metod: pierwsza pot-
analityczna, ktéra pozwala na konstrukcje wielokubitowych splatanych stanéw PPT z pewnej
klasy kubitowo-kuditowych splatanych stanéw PPT, a druga, oparta na algorytmie z pracy
[C3], polegata na szukaniu ekstremalnych splatanych stanéw PPT. Nastepnie przestudiowalis-
my separowalnos¢ czterokubitowych symetrycznych stanéw PPT biorac pod uwage ich rzedy
i rzedy macierzy otrzymanych po zaaplikowaniu réznych transpozycji czesciowych.

W [C11] kontynuowali$my charakteryzacje wieloczastkowych symetrycznych stanéw PPT,
majac na celu uogdlnienie wynikéw i metod zawartych w [C10] na uklady skladajace sie z
dowolnej liczby czastek. WyprowadziliSmy kryteria separowalnosci dla takich stanéw sfor-
mutowane w kategoriach ich rzedéw i rzedéw ich czesciowych transpozycji. Co ciekawe,
w wiekszosci przypadkéw, symetryczne stany PPT sg albo separowalne, albo typowo se-
parowalne. Nastepnie przestudiowaliSmy tak zwane stany brzegowe (edge states) w tych
ukiadach, pokazujac w szczegélnosci, ze aby scharakteryzowaé¢ generyczne stany PPT spla-
tane o czterech lub pieciu kubitach, wystarczy przestudiowa¢ tylko takie, ktére maja kilka
specyficznych konfiguracji rankéw. Wreszcie, uzywajac algorytmu z pracy [C3] wyznacza-
liSmy numerycznie ekstremalne stany PPT splatane w stanach symetrycznych sktadajacych sie
N < 23 kubitéw. Warto wspomnie¢, ze dla ukladéw skltadajacych sie z nieparzystej liczby
kubitéw znalezlismy tylko jeden uklad rzedéw, w ktérym moga istnie¢ ekstremalne, splatane
stany PPT.

[C10] J. Tura, R. Augusiak, P. Hyllus, M. Kus, ]. Samsonowicz, M. Lewenstein, Four-qubit PPT
entangled symmetric states, Physical Review A 85, 060302(R) (2012).

[C11] R. Augusiak, ]. Tura, ]. Samsonowicz, M. Lewenstein, Entangled symmetric states of N qubits
with positive partial transpositions, Physical Review A 86, 042316 (2012).

Dystrybucja splatania. W [C12] gruntownie przebadaliémy problem dystrybucji splatania
pomiedzy dwoma odleglymi obserwatorami. Naszym celem bylo zrozumienie jak duzo spla-
tania mozna otrzymac poprzez przesfanie czastki kwantowej od jednego obserwatora do
drugiego w scenariuszach z szumem i bez szumu, a takze w przypadku, w ktérym obser-
watorzy wspdéltdziela pewnie korelacje przed wykonaniem protokotu.

[C12] A. Streltsov, R. Augusiak, M. Demianowicz, M. Lewenstein, Progress towards a unified
approach to entanglement distribution, Physical Review A 92, 012335 (2015).
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Dostateczne kryteria separowalnoéci z odwzorowari dodatnich. W pracy [C13] przestu-
diowaliémy globalne (na oba poduklady) dziatanie klas odwzorowan dodatnich i komplet-
nie dodatnich na dwuciatowe stany kwantowe. Zaobserwowaliémy, ze dla pewnych od-
wzorowan takich jak odwzorowanie redukcyjne [36] lub odwzorowanie wprowadzone
przez Breuera i Halla [92, 93], ofrzymane macierze sa zawsze separowalne (w ogol-
noéci nieunormowane). To pozwolito wyprowadzi¢ rodziny dostatecznych kryteriébw sepa-
rowalnoéci, ktére sa mniej powszechne w literaturze i trudniejsze w wyprowadzeniu niz
konieczne kryteria separowalnosci. Podaliémy takze konkretne przyklady dla stanéw kwan-
towych dziatajacych na przestrzeniach Hilberta o dowolnym wymiarze lokalnym, ze szczeg6l-
nym uwzglednieniem przypadku, w ktérym jeden z podukladéw jest kubitem. Czes¢ z tych
kryteribw mozna uogoblni¢ tak, aby wykrywaly takze tak zwana liczbe Schmidta (Schmidt
number). Nasze wyniki uog6lniaja znany rezultat, ktéry méwi, ze w dostatecznie bliskim
sasiedztwie stanu kompletnie zdepolaryzowanego (unormowana macierz identyczno$ciowa),
wszystkie stany kwantowe sa separowalne [94].

[C13] M. Lewenstein, R. Augusiak, D. Chrusécinski, S. Rana, ]. Samsonowicz, Sufficient separabili-
ty criteria and positive maps, Physical Review A 93, 042335 (2016).

Uzytecznoéé¢ wieloczastkowego splatania w metrologii kwantowej. Kolejna tematyka badan,
ktéra sie zajmowatem w czasie mojego pobytu w ICFO w Hiszpanii, a ktéra potem kon-
tynuowatem w CFT w Warszawie, byto badanie zwiazku pomiedzy splataniem w wie-
loczastkowych stanach kwantowych i ich uzytecznoscia w metrologii kwantowej (zob. [95]).

W [C14] wyprowadziliémy relacje ciaglosci dla kwantowej informacji Fishera w przy-
padku estymacji fazy, ktéra pozwolita nam powiaza¢ ja z geometria stanéw kwantowych, a
w szczeg6lnoéei z geometryczna miara splatania [96]. Pokazaliémy takze, ze skalowanie pre-
cyzji w estymadji fazy wraz z iloécia czastek dowolnie bliskie tzw. granicy Heisenberga, ktora
wyznacza maksymalna mozliwa doktadno$¢ w ramach metrologii kwantowej, jest osiagalne
pomimo asymptotycznie znikajacego splatania.

Nastepnie, w [C15] przebadaliémy uzytecznos¢ losowych stanéw kwantowych w
paradygmatycznych scenariuszach interferencyjnych. ~ Pokazujemy, Ze typowe czyste
stany wielu rozroznialnych czastek, pomimo tego, 7e sa mocno splatane, nie ofer-
uja asymptotycznej przewagi w estymacji parametrycznej nad strategiami Kklasycz-
nymi. Z drugiej strony pokazujemy, ze symetryczne (bozonowe) stany kwantowe, nawet jesli
wybierane w losowy sposob, taka przewage pozwalaja osiagnag; w istocie, kwantowa informa-
cja Fishera dla typowych stanéw z przestrzeni symetrycznej skaluje sie kwadratowo z liczba
czastek. Co wiecej, dowodzimy, ze to polepszenie moze byé¢ uzyskane w obecnosci szumu
i strat skoriczonej liczby czastek, oraz przy uzyciu ustalonego pomiaru kwantowego (tego
samegpo dla réznych stanow).

[C14] R. Augusiak, J. Kotodynski, A. Streltsov, M. N. Bera, A. Acin, M. Lewenstein, Asymplotic
irrelevance of entanglement in quantum metrology, Physical Review A 94, 012339 (2016).

[C15] M. Oszmaniec, R. Augusiak, C. Gogolin, J. Kotodyriski, A. Acin, M. Lewenstein, Random
symmetric states for robust quantum metrology, Physical Review X 6, 041044 (2016).
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C.2. NIELOKALNOSC

Zasady informacyjne dla korelacji kwantowych. Jak juz wspomniano, zrozumienie struk-
tury korelacji kwantowych pozostaje fundamentalnym problemem otwartym. W szczeg6l-
noSci nie znamy zadnego intuicyjnego, a jednoczeénie operacyjnego kryterium pozwalajacego
odpowiedzie¢ na pytanie, ktére korelacje nielokalne sa kwantowe, czyli bedace wynikiem po-
miaréw lokalnych na ztozonych stanach kwantowych. Pierwszy rezultat uzyskany w celu
odpowiedzenia na powyzsze pytanie, podany przez Popescu i Rohrlicha [12], to dowdd, ze za-
sada o dobrze ugruntowanej pozycji w fizyce jaka jest zasada niesygnalizowania, méwiaca, ze
informacja nie moze sie rozchodzi¢ z predkoscia wieksza od predkosci $wiatla, jest niewystar-
czajaca, aby opisac zbi6r korelacji kwantowych; istnieja korelacje nielokalne spelniajace zasade
niesygnalizowania, ktére nie maja kwantowej realizacji. Ten zaskakujacy wynik sprowokowat
poszukiwanie innych zasad o informacyjnej naturze, ktére moglyby wyré6zni¢ zbiér korelacji
kwantowych sposréd wszystkich korelacji nielokalnych. Zaowocowato to sformulowaniem
kilku takich zasad w przypadku dwucialowym: nietrywialna zlozono$¢ komunikacyjna
(nontrivial communication complexity) [13], zasada braku kwantowej przewagi w obliczeniach
nielokalnych (no quantum advantage in nonlocal computation (no-NLC)) [16], przyczynowos$¢ in-
formacyjna (information causality) [14], badz rzeczywisto$¢ makrospokowa (macroscopic reality)
[97].

W czasie stazu podoktorskiego wiaczylem sie w te linie badan, uzyskujac, we wspélpracy
z wieloma naukowcami, kilka ciekawych wynikow.

Po pierwsze, zadna z powyzszych zasad dwucialowych nie pozwala na dokiadny opis ko-
relacji kwantowych w przypadku wieloczastkowym [98], a z drugiej strony zadna prawdzi-
wie wielocialowa zasada nie zostala sformutowana. W [C16,C17], opierajac sie na wynikach
pracy [H9], sformufowaliémy i drobiazgowo przestudiowaliémy prawdziwie wieloczastkowa
zasade, ktéra nazwalidémy zasadq lokalnej ortogonalnosci (local orthogonality). Aby ja przebadaé
wykorzystaliSmy zwiazek nieréwnosci Bella bez kwantowego famania z pewnymi pojeciami
teorii graféw takimi jak kliki. Jednak jak pokazano w [99], jest ona ,zbyt staba”, aby w peini
scharakteryzowa¢ zbiér korelacji kwantowych.

Z drugiej strony, w [C18] rozwazaliémy uog6lnienie zasady no-NLC na przypadek dowol-
nej liczby wynikéw, pokazujac, ze kwantowa teoria nie daje przewagi nad korelacjami klasycz-
nymi w zadaniu nielokalnych obliczei dla pewnej klasy funkcji z d wynikami,
przy d bedacym liczba pierwsza, podczas gdy ogélne Kkorelacje niesygnalizu-
jace taka przewage pozwalaja uzyskac. W tym celu wyprowadziliSmy ogranicze-
nie gérne na maksymalna kwantowa wartoéé gier liniowych (réwnowaznie, linio-
wych nieréwnoéci Bella), ktére potem uzylismy do sformulowania kilku ciekawych wlasnoéci
tak zwanych gier XOR-d (podklasa gier liniowych) dla d bedacego liczba pierwsza. Ogranicze-
nie to zilustrowaliSmy na przykladzie tak zwanej nieréwnoéci Bella CHSH-d, gdzie d jest
liczba pierwsza badz potega liczby pierwszej [100], otrzymujac to samo ograniczenie goérne,
ktére zostalo wyprowadzone alternatywnymi, bardziej technicznymi metodami. Nastepnie
w [C19] uogdlniliSmy to ograniczenie i uzyliémy go do przebadania optymalnosci (tightness)
pewnych korelacyjnych nieréwnosci Bella, ktére nie maja kwantowego famania.

[C16] T. Fritz, A. B. Sainz, R. Augusiak, J. B. Brask, R. Chaves, A. Leverrier, A. Acin, Local Or-
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thogonality: a multipartite principle for correlations, Nature Communications 4, 2263 (2013).

[C17] A.B.Sainz, T. Fritz, R. Augusiak, J. Bohr Brask, R. Chaves, A. Leverrier, A. Acin, Exploring
the Local Orthogonality Principle, Physical Review A 89, 032117 (2014).

[C18] R. Ramanathan, R. Augusiak, G. Murta, XOR games with d outcomes and the task of non-local
computation, Physical Review A 93, 022333 (2016).

[C19] R. Ramanathan, M. T. Quintino, A. B. Sainz, G. Murta, R. Augusiak, On the tightness of
correlation inequalities with no quantum violation, Physical Review A 95, 012139 (2017).

Aksjomatyzacja mechaniki kwantowej.  Teoria kwantéw jest pierwsza teoria, ktora
poprawnie opisuje $wiat na poziomie poj edynczych czastek. To kontrastuje z naszym ograni-
czonym zrozumieniem samej mechaniki kwantowej. W szczegdlnodcei jej standardowe postu-
laty sformutowane sa za pomoca abstrakcyjnych pojec matematycznych takich jak przestrzenie
Hilberta i operatory na nich dziatajace, a przez to trudno im nadac jasna fizyczng interpre-
tacje. W ostatnich latach pojawila sie fala alternatywnych aksjomatyzacji teorii kwantowej z
zastosowaniem bardziej fizycznego i mniej matematycznego podejscia (zob. [101]).

W [C20] zaproponowaliémy kolejny zbiér aksjomatow i pokazali$my, ze abstrakcyjny for-
malizm mechaniki kwantowej moze byé z nich catkowicie wyprowadzony. W przeciwieri-
stwie do poprzednich prac, nasza aksjomatyzacja ma jasna i bezposrednia fizyczna interpre-
tacje. Aby ja skonstruowa¢, w [C21] przebadalismy wszystkie teorie fizycznych ukladéw
dwucialowych spetniajace dwa z naszych aksjomat6w, przy zatozeniu, ze przestrzen stanéw
kazdego z poduktadéw ma geometrie kuli euklidesowej o dowolnym wymiarze (przypomnij-
my, ze w standardowej mechanice kwantowej kubit jest opisywany przez kule o wymiarze
trzy, zwana takze kula Blocha). Okazuje sig, ze we wszystkich takich teoriach, poza mechanika
kwantowa wiasnie, uklady z dwoma rozréznialnymi stopniami swobody nie oddzialuja ze
soba, a wiec nie moga by¢ splatane i tama¢ nieré6wnosci Bella.

[C20] L1. Masanes, M. P. Miiller, R. Augusiak, D. Pérez-Garcia, Existence of an information unit as
a postulate of quantum theory, Proceedings of the National Academy of Sciences 110, 16373
(2013).

[C21] Ll Masanes, M. P. Miiller, D. Perez-Garcfa, R. Augusiak, Entangling dynamics beyond quan-
tum theory, Journal of Mathematical Physics 55, 122203 (2014).

Nieréwnowaznoéé splatania kwantowego, sterowalnosci i nielokalnoéci w przypadku
dwuczastkowym. Zjawisko sterowalnoéci (ang. steering) Einsteina, Podolsky’ego i Rosena
(EPR), zauwazone juz przez Schrodingera, jest jedna z form korelacji w teorii kwantowej.
(zob. [42]). Pomimo duzego zainteresowania tym zjawiskiem, pytanie czy ta forma korelacji
kwantowych jest nieréwnowazna splataniu i nielokalnosci Bella pozostato otwarte. Mowiac
dokladniej nie bylo jasne, czy istnieja splatane stany kwantowe, ktére sa bezuzyteczne w
sterowalnosci, a z drugiej strony, czy istnieja stany uzyteczne w sterowalnoséci, ktére nie moga
prowadzié do famania nieréwnosci Bella. Cho¢ taka nieréwnowaznosé¢ zostata juz udowod-
niona dla szczegélnego przypadku pomiaréw rzutowych [42, 37, 102, 103], pytanie czy po-
zostataby ona prawdziwa gdyby wzia¢ pod uwage wszystkie mozliwe pomiary kwantowe
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pozostato otwarte. Gléwnym celem pracy [C22] bylo znalezienie odpowiedzi na to pytanie.
Udowodnilismy, ze sterowalno$¢ kwantowa jest rzeczywiscie pojeciem nierdownowaznym
splataniu i nielokalnosci Bella dla wszystkich mozliwych pomiar6w kwantowych; skon-
struowaliémy przyktady stanéw splatanych, ktére nie prowadza do zjawiska sterowalnosci,
a takze przyklady sterowalnych stanéw kwantowych, ktére nie tamia zadnej nieréwnosci
Bella. Wykazujemy takze, ze istnieja stany, ktére sa sterowalne w jedna strone, ale nie w obie
strony. Ponadto pokazujemy istnienie zjawiska ukrytego sterowalnosci (hidden steering)-przez
analogie do ukrytej nielokalnosci [104, 105]-gdzie sterowalno$¢é moze by¢ aktywowana przez
uzycie lokalnych filtréw.

[C22] M. T. Quintino, T. Vértesi, D. Cavalcanti, R. Augusiak, M. Demianowicz, A. Acin, N.
Brunner, Entanglement, steering, and Bell nonlocality are inequivalent for general measurements,
Physical Review A 92, 032107 (2015).

Moc komunikacyjna korelacji famiacych relacje monogamii. Jak juz wspomniano, w
dowolnej teorii spelniajacej zasade niesygnalizowania, korelacje wytworzone pomiedzy
przestrzennie odseparowanymi obserwatorami w eksperymencie Bella, podlegaja pewnym
ograniczeniom znanym jako relacje monogamii. Jednakze ostatnie badania doty-
czace problemu strat informacji w czarnych dziurach sugeruja, ze w pewnych sy-
tuacjach takie relacje monogamii moga by¢ famane [106]. Wowczas korelacje famiace relacje
monogamii moga by¢ uzyte do transmisji informacji pomiedzy obserwatorami. W [C23]
szczegdtowo przebadalismy to zagadnienie, a w szczegdlnosci ilo&é informacji, ktéra moze
by¢ przestana w ten sposéb. W tym celu pokazali$my jak dowolnym korelacjom uzyskanym w
eksperymencie Bella mozna przyporzadkowac pewne kanaty klasyczne, ktérych pojemnosci sa
nastepnie uzywane do ilosciowego okreslenia uzytecznoéci tych korelacji w przesylaniu infor-
macji. Nasze podejscie zostato zilustrowane na przykladzie relacji monogamii dla taricuchowej
nieréwnosci Bella [107].

[C23] W. Kiobus, M. Oszmaniec, R. Augusiak, A. Grudka, Communication strength of boxes vio-
lating monogamy relations, Foundations of Physics 46, 620 (2016).

Dwucialowe nieréwnoéci Bella i wielocialowe uklady spinowe. W [C24] kontynuowali-
$my nasze badania nad dwuciatowymi nieréwnosciami Bella zapoczatkowane w [H5H8]. W
szczegblnosci sformutowalismy kryterium, ktére pozwala stwierdzi¢ czy dana dwuczastkowa,
permutacyjnie niezmiennicza nieréwnoé¢ Bella nalezaca do klasy nieréwnoéci znalezionej w
[H5] jest optymalna (tight). Ponadto znalezliémy nieréwnosci Bella, ktore sa famane przez
wszystkie symetryczne stany Dicke’go. BadaliSmy takze czy mozliwa jest eksperymentalna
weryfikacja nielokalnosci przy uzyciu naszych nieréwnosci Bella w wieloczastkowych stanach
kwantowych wytworzonych w eksperymencie zaprezentowanym w pracy [108].

Nastepnie w [C25] podalismy zwiazek pomiedzy detekcja nielokalnosci przy uzyciu kilku-
cialowych korelacji oraz wielocialowymi ukladami spinowymi. Z jednej strony pokazu-
jemy, ze pewne narzedzia zwyczajowo uzywane w fizyce ukladéw spinowych, takie jak
transformacja Jordana-Wignera lub programowanie dynamiczne moga by¢ z powodzeniem
uzywane w badaniach nieréwnoéci Bella. Pozwalaja one, na przykiad, znacznie up-
rosci¢ obliczanie ograniczen klasycznych, a takze znajdywanie tamania kwantowego, dla
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pewnej klasy nieréwnodci. Z drugiej strony, zaproponowali§my metode pozwalajaca badac
nielokalnoéé w niskoenergetycznych stanach wiasnych pewnych Hamiltonianéw spinowych.

[C24] J. Tura, R. Augusiak, A. B. Sainz, B. Liicke, C. Klempt, M. Lewenstein, A. Acin, Nonlocality
in many-body quantum systems detected with two-body correlators, Annals of Physics 362, 370
(2015).

[C25] J. Tura, G. de las Cuevas, R. Augusiak, M. Lewenstein, A. Acin, L. Cirac, Energy as a detector
of nonlocality of many-body spin systems, Physical Review X 7, 021005 (2017).

Samotestowanie maksymalnie splatanych stanéw kwantowych. Ostatnie zdobycze na polu
technologii kwantowych—technologii wykorzystujacych zjawiska kwantowe—powoduja, ze
niezbedne jest stworzenie wiarygodnych narzedzi uwierzytelniajacych, ktére pozwalalyby
potwierdzi¢, ze dane urzadzenie kwantowe dziata zgodnie z jego specyfikacja. Jednym z pode-
jé¢ do tego problemu jest tak zwane samotestowanie (ang. self-testing) [61]. Pozwala ono na
uwierzytelnianie stanu kwantowego oraz pomiaréw na nim wykonywanych opierajac sie tylko
na statystyce, ktéra dane urzadzenie kwantowe generuje, badz, w ekstremalnym przypadku,
tylko z tamania nieréwnosci Bella.

W [C26] skonstruowali$émy protokét samotestowania oparty na larficuchowych nieréwnos-
ciach Bella [107], zdefiniowanych dla dwéch obserwatoréw wykonujacych dowolna liczbe po-
miaréw dwuwynikowych. Protokét ten pozwala samotestowaé dwukubitowy stan maksymal-
nie splatany oraz dowolna liczbe pomiarow dwuwynikowych z plaszczyzny rozpietej przez
macierze Pauliego oy i ¢z. Nasz rezultat oznacza, ze 7biér rozktadéw prawdopodobieristwa
tamiacych maksymalnie taricuchowe nieréwnosci Bella jest unikatowy dla dowolnej liczby
pomiaréw. Dowodzimy wreszcie, ze tarcuchowe nieréwnoéci Bella moga byé¢ uzyte do
uwierzytelnienia dwéch bitow idealnej losowosci.

W [C27] podjelismy sie préby znalezienia metody samotestowania maksymalnie spla-
tanych stanéw o wymiarze lokalnym wiekszym niz dwa. W tym celu skonstruowalismy
nieréwnosci Bella dla dowolnej liczby pomiaréw z dowolna liczba wynikow, ktore sa lamane
maksymalnie przez stany maksymalnie splatane o dowolnym wymiarze lokalnym. Nastepnie
gruntowanie je przebadalismy, znajdujac analitycznie ich maksymalne klasyczne, kwantowe i
niesygnalizujace wartosci. Pokazaliémy wreszcie, przy uzyciu metod numerycznych, ze nasze
nieréwnosci Bella pozwalaja samotestowaé dwukutritowy stan maksymalnie splatany.

[C26] L Supi¢, R. Augusiak, A. Salavrakos, A. Acin, Self-testing protocols based on the chained Bell
inequalities, New Journal of Physics 18, 035013 (2016).

[C27] A.Salavrakos, R. Augusiak, J. Tura, P. Wittek, A. Acin, S. Pironio, Bell inequalities tailored
for the maximally entangled states, Physical Review Letters 119, 040402 (2017).

Nieograniczona ilos¢ losowosci z dwukubitowych stanéw o dowolnie malym splataniu.
Znany faktem jest to, ze wyniki pomiaréw uzytych do wytworzenia korelacji, ktére tamia
nieréwnoéci Bella sa losowe. Co wazne taka losowosé kwantowa moze by¢ uzyta w wielu zas-
tosowaniach takich jak bezpieczna komunikacja oraz wierne obliczenia numeryczne. Ciekawe
jest wiec pytanie jak duzo losowosci mozna wytwarzaé z danego splatanego stanu kwan-
towego. Wiadomo, ze w standardowym scenariuszu Bella, w ktérym kazda z os6b wykonuje
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pojedynczy pomiar na swojej czeSci stanu kwantowego, co najwyzej 4 log, d bitéw losowosci
moze byé wytworzone ze splatanego stanu kwantowego o wymiarze lokalnym d. W [C28]
pokazujemy, Ze rozwazajac ogélniejszy scenariusz Bella, w ktérym obserwator moze wykonaé
serie pomiaréw na tej samej czastce, mozna to ograniczenie pokonaé. Dokladnie moéwiac,
pokazujemy, ze w takim sekwencyjnym scenariuszu mozliwe jest wytworzenie nieograniczo-
nej liczby bitéw losowosci z jednego stanu kwantowego, o dowolnie matym splataniu.

[C28] E J. Curchod, M. Johansson, R. Augusiak, M. ]. Hoban, P. Wittek, A. Acin, Unbounded
randomness certification using sequences of measurements, Phys. Rev. A 95, 020102(R) (2017).
(Editors’ suggestion in PRA)

Literatura

[1] N. Brunner, D. Cavalcanti, S. Pironio, V. Scarani, and S. Wehner, Bell nonlocality, Rev. Mod.
Phys. 86, 419 (2014),

[2] A. K. Ekert, Quantum cryptography based on Bell’s theorem, Phys. Rev. Lett. 67, 661 (1991).

[3] A. Acin et al., Device-Independent Security of Quantum Cryptography against Collective Attacks,
Phys. Rev. Lett. 98, 230501 (2007).

[4] ].-D. Bancal, N. Gisin, Y.-C. Liang, 5. Pironio, Device-Independent Witnesses of Genuine Mul-
tipartite Entanglement, Phys. Rev. Lett. 106, 250404 (2011).

[5] S. Pironio et al., Random numbers certified by Bell’s theorem, Nature 464, 1021 (2010).
[6] R. Colbeck, R. Renner, Free randomness can be amplified, Nat. Phys. 8, 450 (2012).

[7] H. Barnum, S. Beigi, S. Boixo, M. B. Elliott, S. Wehner, Local Quantum Measurement and
No-Signaling Imply Quantum Correlations, Phys. Rev. Lett. 104, 140401 (2010).

[8] J. S. Bell, On the Einstein Podolsky Rosen Paradox, Physics 1, 195 (1964).

[9] A. Einstein, N. Rosen, and B. Podolsky, Can Quantum-Mechanical Description of Physical
Reality Be Considered Complete?, Phys. Rev. 47, 777 (1935).

[10] M. Moszyriska, Geometria zbiorow wypukiych, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne
(Warszawa, 2001).

[11] K. Fukuda, https://www.inf.ethz.ch/personal /fukudak /cdd_ home/.
[12] S. Popescu and N. Rohrlich, Quantum nonlocality as an axiom, Found. Phys. 24, 379 (1994).

[13] W. van Dam, Non-locality and communication complexity, PhD thesis (University of Oxford,
2000); G. Brassard et al., Phys. Rev. Lett, 96 , 250401 (2006).

[14] M. Pawtowski et al., Information causality as a physical principle, Nature 461, 1101 (2009).

[15] M. Navascués, H. Wunderlich, A glance beyond the quantum model, Proc. R. Soc. A 466, 881
(2010).

39



[16] N. Linden, S. Popescu, A. J. Short and A. Winter, Quantum Nonlocality and Beyond: Limits
from Nonlocal Computation, Phys. Rev. Lett. 99, 180502 (2007).

[17] M. Horodecki, P. Horodecki, R. Horodecki, Separability of mixed states: necessary and suf-
ficient conditions, Phys. Lett. A 223, 1 (1996).

[18] A. Gleason, Measures on the closed subspaces of a Hilbert space, ]. Math. Mech. 6, 885 (1957).
[19] N.R. Wallach, An Unentangled Gleason’s Theorem, arXiv:quant-ph/0002058.

[20] A. Jamiotkowski, Linear transformations which preserve trace and positive semidefinitness of
operators, Rep. Math. Phys. 3, 275 (1972).

[21] C. Sliwa, Symmetries of the Bell correlation inequalities, Phys. Lett. A 317, 165 (2003).

[22] M. L. Almeida et al., Guess Your Neighbor’s Input: A Multipartite Nonlocal Game with No
Quantum Advantage, Phys. Rev. Lett. 104, 230404 (2010).

[23] C. H. Bennett et al., Unextendible Product Bases and Bound Entanglement, Phys. Rev. Lett. 82,
5385 (1999).

[24] K. Horodecki, M. Horodecki, P. Horodecki, J. Oppenheim, Secure Key from Bound Entangle-
ment, Phys. Rev. Lett. 94, 160502 (2005).

[25] K. Horodecki, M. Horodecki, P. Horodecki, J. Oppenheim, General paradigm for distilling
classical key from quantum states, IEEE Trans. Inf. Theory 55, 1898 (2009).

[26] M. Curty, M. Lewenstein, and N. Liitkenhaus, Entanglement as a Precondition for Secure
Quantum Key Distribution, Phys. Rev. Lett. 92, 217903 (2004).

[27] J. E Clauser, M. A. Horne, A. Shimony, R. A. Holt, Proposed experient to test local hidden
variable theories, Phys. Rev. Lett. 23, 880 (1969).

(28] J. E Clauser, M. A. Horne, Experimental consequences of objective local theories, Phys. Rev. D
10, 526 (1974).

[29] S. Popescu, D. Rohrlich, Generic quantum nonlocality, Phys. Lett. A 166, 293 (1992).
[30] N. Gisin, Bell’s inequality holds for all non-product states, Phys. Lett. A 154, 201 (1991).

[31] N. Gisin and A. Peres, Maximal violation of Bell’s inequality for arbitrarily large spin, Phys.
Lett. A 162, 15 (1992).

[32] R. E Werner, Quantum states with Einstein-Podolsky-Rosen correlations admitting a hidden-
variable model, Phys. Rev. A 40, 4277 (1989).

[33] . Barrett, Nonsequential positive-operator-valued measurements on entangled mixed states do not
always violate a Bell inequality, Phys. Rev. A 65, 042302 (2002).

[34] G. Téth, A. Acin, Genuine tripartite entangled states with a local hidden-variable model, Phys.
Rev. A 74, 030306(R) (2006).

40



[35] A. Acin, N. Gisin, and B. Toner, Grothendieck’s constant and local models for noisy entangled
quantum states, Phys. Rev. A 73, 062105 (2006).

[36] M. Horodecki, P. Horodecki, Reduction criterion of separability and limits for a class of distilla-
tion protocols, Phys. Rev. A 59, 4206 (1999).

[37] M. L. Almeida, S. Pironio, J. Barrett, G. T6th, and A. Acin, Noise Robustness of the Nonlocality
of Entangled Quantum States, Phys. Rev. Lett. 99, 040403 (2007).

[38] E Hirsch, M. T. Quintino, J. Bowles, N. Brunner, Genuine Hidden Quantum Nonlocality,
Phys. Rev. Lett. 111, 160402 (2013).

[39] R. Gallego, L. E. Wiirflinger, A. Acin, and M. Navascués, Operational Framework for Nonlo-
cality, Phys. Rev. Lett. 109, 070401 (2012).

[40] J.-D. Bancal, J. Barrett, N. Gisin, and S. Pironio, Definitions of multipartite nonlocality, Phys.
Rev. A 88, 014102 (2013).

[41] G.Svetlichny, Distinguishing three-body from two-body nonseparability by a Bell-type inequality,
Phys. Rev. D 35, 3066 (1987).

[42] H. M. Wiseman, S. J. Jones, and A. C. Doherty, Steering, Entanglement, Nonlocality, and the
Einstein-Podolsky-Rosen Paradox, Phys. Rev. Lett. 98, 140402 (2007).

[43] J. Bowles, J. Francfort, M. Fillettaz, F. Hirsch, and N. Brunner, Genuinely Multipartite En-
tangled Quantum States with Fully Local Hidden Variable Models and Hidden Multipartite Non-
locality, Phys. Rev. Lett. 116, 130401 (2016).

[44] B. Toner, Monogamy of non-local quantum correlations, Proc. R. Soc. A 465, 59 (2009).

[45] M. Pawlowski, C. Brukner, Monogamy of Bell’s Inequality Violations in Nonsignaling Theories,
Phys. Rev. Lett. 102, 030403 (2009).

[46] R. Ramanathan, P. Horodecki, Strong Monogamies of No-Signaling Violations for Bipartite
Correlation Bell Inequalities, Phys. Rev. Lett. 113, 210403 (2014).

[47] . Barrett, A. Kent, and S. Pironio, Maximally Nonlocal and Monoganious Quantum Correla-
tions, Phys. Rev. Lett. 97, 170409 (2006).

[48] L. Aolita, R. Gallego, A. Cabello, and A. Acin, Fully Nonlocal, Monogamous, and Random
Genuinely Multipartite Quantum Correlations, Phys. Rev. Lett. 108, 100401 (2012).

[49] S. Pironio, L1. Masanes, A. Leverrier, and A. Acin, Security of Device-Independent Quantum
Key Distribution in the Bounded-Quantum-Storage Model, Phys. Rev. X 3, 031007 (2013).

[50] A. Grudka et al., Free randomness amplification using bipartite chain correlations, Phys. Rev. A
90, 032322 (2014).

[51] B. Hensen et al., Loophole-free Bell inequality violation using electron spins separated by 1.3
kilometres, Nature 526, 682 (2015).

41



[52] L. K. Shalm et al., Strong Loophole-Free Test of Local Realism, Phys. Rev. Lett. 115, 250402
(2015).

[53] N. D. Mermin, Extreme quantum entanglement in a superposition of macroscopically distinct
states, Phys. Rev. Lett. 65, 1838 (1990).

[54] R. F. Werner and M. M. Wolf, All-multipartite Bell-correlation inequalities for two dichotomic
observables per site, Phys. Rev. A 64, 032112 (2001); H. Weinfurter and M. Zukowski, Four-
photon entanglement from down-conversion, Phys. Rev. A 64, 010102(R) (2001); M. Zukowski
and C. Brukner, Bell’s Theorem for General N-Qubit States, Phys. Rev. Lett. 88, 210401 (2001).

[55] R. Prevedel et al., Experimental Realization of Dicke States of up to Six Qubits for Multiparty
Quantum Networking, Phys. Rev. Lett. 103, 020503 (2009).

[56] W. Wieczorek et al., Experimental Entanglement of a Six-Photon Symmetric Dicke State, Phys.
Rev. Lett. 103, 020504 (2009).

[57] K. Hammerer, A. S. Srensen, E. S. Polzik, Quantuin interface between light and atomic enseni-
bles, Rev. Mod. Phys. 82, 1041 (2010).

[58] K. Eckert et al., Quantum non-demolition detection of strongly correlated systems, Nat. Phys. 4,
50 (2008).

[59] R.Schmied et al., Bell correlations in a Bose-Einstein condensate, Science 352, 441 (2016).

[60] L. Masanes, Extremal quantum correlations for N parties with two dichotomic observables per
site, arXiv:quant-ph/0512100.

[61] D.Mayers, A. Yao, Self testing quantum apparatus, Quantum Inf. Comput. 4, 273 (2004).

[62] A.Coladangelo, K. T. Goh, V. Scarani, All Pure Bipartite Entangled States Can Be Self-Tested,
Nat. Comm. 8, 15485 (2017).

[63] R. Szmytkowski, Eigenchannel method in quantum potential scattering, Ann. Phys. 311, 503
(2004).

[64] A. Peres, All the Bell Inequalities, Foundations of Physics 29, 589 (1999).

[65] W. Diir, Multipartite Bound Entangled States that Violate Bell’s Inequality, Phys. Rev. Lett. 87,
230402 (2001).

[66] D. Kaszlikowski et al., Multipartite bound entanglement and -three-setting Bell inequalities,
Phys. Rev. A 66, 052309 (2002).

[67] A.Sen(De), U. Sen, M. Zukowski, Functional Bell inequalities can serve as a stronger entangle-
ment witness than conventional Bell inequalities, Phys. Rev. A 66, 062318 (2002).

[68] J. A. Smolin, Four-party unlockable bound entangled state, Phys. Rev. A 63, 032306 (2001).

[69] E. Amselem and M. Bourennane, Experimental four-qubit bound entanglement, Nat. Phys. 5,
748 (2009).

42



[70] ]. Lavoie, R. Kaltenbaek, M. Piani, and K. J. Resch, Experimental Bound Entanglement in a
Four-Photon State, Phys. Rev. Lett. 105, 130501 (2010).

[71] M. Murao and V. Vedral, Remote Information Concentration Using a Bound Entangled State,
Phys. Rev. Lett. 86, 352 (2001).

[72] H.-K. Lo and B. Fortescue, Random Bipartite Entanglement from W and W-Like States, Phys.
Rev. Lett. 98, 260501 (2007).

[73] R. Horodecki, P. Horodecki, M. Horodecki, K. Horodecki, Quantum entanglement, Rev.
Mod. Phys. 81, 865 (2009).

[74] O. Giihne, G. Té6th, Entanglement detection, Phys. Rep. 474, 1 (2009).

[75] P. Horodecki, From limits of quantum operations to multicopy entanglement witnesses and state-
spectrum estimation, Phys. Rev. A 68, 052101 (2003).

[76] H. A. Carteret, Noiseless Quantum Circuits for the Peres Separability Criterion, Phys. Rev. Lett.
94, 040502 (2005).

[77] P. Horodecki, A. K. Ekert, Method for Direct Detection of Quantum Entanglement, Phys. Rev.
Lett. 89, 127902 (2002).

[78] C. Moura Alves, P. Horodecki, D. K. L. Oi, L. C. Kwek, A. K. Ekert, Direct estimation of
functionals of density operators by local operations and classical communication, Phys. Rev. A 68,
032306 (2003).

[79] R. Horodecki and P. Horodecki, Quantum redundancies and local realism, Phys. Lett. A 194,
147 (1994),

[80] M. Terhal, Detecting quantum entanglement, Theor. Comput. Sci. 287, 313 (2002).

[81] K. G. H. Vollbrecht and M. M. Wolf, Conditional entropies and their relation to entanglement
criteria, J. Math. Phys. 43, 4299 (2002).

[82] H.-P. Breuer, State space structure and entanglement of rotationally invariant spin systems, J.
Phys. A: Math. Gen. 38, 9019 (2005).

[83] M. A. Nielsen, ]. Kempe, Separable States Are More Disordered Globally than Locally, Phys.
Rev. Lett. 86, 5184 (2001).

[84] J. M. Leinaas, ]. Myrheim, E. Ovrum, Extreme points of the set of density matrices with positive
partial transpose, Phys. Rev. A 76, 034304 (2007).

[85] E G.S. L. Brandao, Quantifying entanglement with witness operators, Phys. Rev. A 72, 022310
(2005).

[86] M. Lewenstein, B. Kraus, J. I. Cirac, P. Horodecki, Optimization of entanglement witnesses,
Phys. Rev. A 62, 052310 (2000).

43



[87] ]. Korbicz, M. L. Almeida, ]. Bae, M. Lewenstein, and A. Acin, Structural approximations to
positive maps and entrmg!ement—breaking channels, Phys. Rev. A 78, 062105 (2008).

[88] K.-C. Ha and S.-H. Kye, Separable states with unique decompositions, arXiv:1210.1088v3.

[89] K.-C. Ha and S.-H. Kye, The structural physical approximations and optimal entanglement wit-
nesses, J. Math. Phys. 53, 102204 (2012).

[90] G.Sarbicki and D. Chruscinski, Disproving the conjecture on structural physical approximation
to optimal decomposable entanglement witnesses, J. Phys. A: Math. Theor. 47, 195301 (2014).

[91] Y.-F.Huang et al., Experimental generation of an eight-photon Greenberger-Horne-Zeilinger state,
Nat. Comm. 2, 546 (2011).

[92] H.-P. Breuer, Optimal Entanglement Criterion for Mixed Quantum States, Phys. Rev. Lett. 97,
080501 (2006).

[93] W. Hall, A new criterion for indecomposability of positive maps, J. Phys. A: Math. Gen. 39, 14119
(2006).

[94] L. Gurvits, H. Barnum, Largest separable balls around the maximally mixed bipartite quantum
state, Phys. Rev. A 66, 062311 (2002).

[95] G. Téth, I. Apellaniz, Quantum metrology from a quantum information science perspective, J.
Phys. A: Math. Theor. 47, 424006 (2014).

[96] A.Shimony, Degree of Entanglement, Ann. NY Acad. Sci. 755, 675 (1995); T.-C. Wei, . M.
Goldbart, Geometric measure of entanglement and applications to bipartite and multipartite quan-
tum states, Phys. Rev. A 68, 042307 (2003).

[97] M. Navascués and H. Waunderlich, A glance beyond the quantum model, Proc. R. Soc. A 466,
881 (2010).

[98] R. Gallego, L. E. Wiirflinger, A. Acin, M. Navascties, Quantum Correlations Require Multi-
partite Information Principles, Phys. Rev. Lett. 107, 210403 (2011).

[99] M. Navascués, Y. Guryanova, M. J. Hoban, A. Acin, Almost quantum correlations, Nat.
Comm. 6, 6288 (2015).

[100] H. Buhrman, S. Massar, Causality and Tsirelson's bounds, Phys. Rev. A 72, 052103 (2005).

[101] M. P. Miiller, L1. Masanes, Informatz'on-Theorefic Postulates for Quantum Theory, w Quantum
Theory: Informational Foundations and Foils, edytorzy: G. Chiribella, R. W. Spekkens, strony:
139-170 (Springer, 20016).

[102] D.]. Saunders, S. J. Jones, H. M. Wiseman, and G. J. Pryde, Experimental EPR-steering
using Bell-local states, Nature Phys. 6, 845 (2010).

[103] S.Jevtic, M.]. W. Hall, M. R. Anderson, M. Zwierz, and H. M. Wiseman, Einstein-Podolsky-
Rosen steering and the steering ellipsoid, J. Opt. Soc. Am. B 32, A40 (2015).

44



[104] S. Popescu, Bell’s nequalities and Density Matrices: Revealing “Hidden” Nonlocality, Phys.
Rev. Lett. 74, 2619 (1995).

[105] J. Bowles, T. Vértesi M. T. Quintino, and N. Brunner, One-way Einstein-Podolsky-Rosen
Steering, Phys. Rev. Lett. 112, 200402 (2014).

[106] A. Almheiri, D. Marolf, J. Polchinski, J. Sully, Black holes: complementarity or firewalls?
JHEP 02, 062 (2013); ]. Oppenheim, B. Unruh, Firewalls and flat mirrors: an alternative to the
AMPS experiment which evades the Harlow-Hayden obstacle, JHEP 03, 120 (2014).

[107] P. A. Pearle, Hidden-Variable Example Based upon Data Rejection, Phys. Rev. D 2, 1418 (1970);
S. L. Braunstein, C. Caves, Wringing out better Bell inequalities, Ann. Phys. 202, 22 (1990).

[108] B. Liicke et al., Quantum metrology from a quantum information science perspective, Phys. Rev.
Lett. 112, 155304 (2014).

M. AOC. gt t

L

}ﬂ(b\,ﬁ) A V‘t £

e

45



