Wroctaw, 27 marca 2018r.

Recenzja pracy doktorskiej mgr. Jacka Tryby

Praca doktorska mgr. Jacka Tryby dotyczy probleméw zwigzanych z idealami na zbiorze liczb
naturalnych, w szczeg6lnoéci tzw. ideatami gestogciowymi. Wyniki uzyskane przez autora zostaty
zawarte w dwoch samodzielnych artykulach (przyjetych do druku w Journal of Number Theory
i Math. Slovaca) oraz trzech wspélnych (w tym dwa z nich zostaly juz opublikowane: jeden w
Acta Math. Hungarica, drugi w Topology and its Applications).

1 Rozdzial 1

W pierwszym rozdziale autor rozwaza rodziny jednorodnoéci idealow. Pojecie to bylo wezesniej
badane przez Fremlina, Hrusaka i Meza-Alcantarg, cho¢ zawsze w dos¢ konkretnych kontekstach.
Najwazniejszym rezultatem tego rozdzialu wydaje si¢ by¢ ten, méwigcy, ze rodziny jednorodno-
éci idealéw sg zawsze zamknigte na nadzbiory. Sam jego dow6d nie jest bardzo skomplikowany i
opiera si¢ wlasciwie na dowodzie twierdzenia Cantora-Bernsteina. Trzeba jednak byto sporej wy-
obrazni, zeby w ogo6le pomysle¢, ze takie twierdzenie moze by¢ prawdziwe! Intuicja podpowiada
bowiem, ze suma zbioru z rodziny jednorodnoéci i spoza tej rodziny zazwyczaj powinna by¢
spoza rodziny jednorodnogci. Rezultat ten jest nie tyle nieoczekiwany, ale i bardzo uzyteczny.
Jego konsekwencja jest m. in. réwnowaznos¢ pojecia ideatu stabo jednorodnego (wprowadzonego
przez HruSaka i Meza-Alcantarg) i ideatu jednorodnego. Autor uzywa go tez, by odpowiedzieé
na pewne pytania HruSaka i Meza-Alcantary, za§ w twierdzeniu 2.2.19 w btyskotliwy spos6b
uzywa go do konstrukcji pewnego ideatu antyjednorodnego.

W dalszej czesci tego rozdziatu autor odpowiada na pytania zadane w pracy Balcerzaka, Glaba
i Swaczyny zwigzane z tzw. funkcjami idealowo niezmienniczymi. Jest to dos¢ efektowna czgs¢
pracy. Autorowi udalo si¢ bowiem poda¢ charakteryzacje poje¢ rozwazanych w rzeczonych pra-
cach i trzeba przyznaé, ze charakteryzacje te wygladaja zazwyczaj zgrabniej niz oryginalne
sformulowania.

Na koficu autor podaje charakteryzacje rodziny jednorodnoéci ideatu asymptotycznej gestosci
ZEro.

Moje watpliwosci budzi uklad tego rozdziatu, ktory wydaje sig¢ by¢ raczej chronologiczny niz
logiczny. Wydaje mi si¢, ze nalezalo pokazag, ze idealy van der Waerdena i Hindmana sg jed-
norodne (i, dzigki odpowiedniemu twierdzeniu, speiniaja odpowiednie wiasnosci zwigzane ze
zbieznoécig ideatows).

Czasami nie do kofica rozumialem motywacje niektorych rezultatow. Przykiad 2.3.6 to kon-
strukcja pewnego ideatu nie spelniajacego warunku (C1), o ktérym to warunku wiemy, ze nie
spetniaja go niegtéwne idealy maksymalne. By¢ moze autor chcial podac przyklad, ktory jest
dos¢ daleko od bycia maksymalnym, ale wykazanie braku (C1) w tym przypadku jest dos¢
zawile i mozna mie¢ watpliwosci, czy warte tego rezultatu. Jeszcze wigksze watpliwosci bu-
dzi twierdzenie 2.3.14 czyli przyklad ideatu Erddsa-Ulama niespetniajacego pewnego warunku
(C2). Dow6d tego twierdzenia czyta si¢ nader trudno, a w lekturze nie pomaga powracajace
pytanie, dlaczego ten przyklad mialby by¢ wazny. By¢ moze jest, ale autor nie prébuje do tego
przekonaé czytelnika.

Wydaje mi sie, ze charakteryzacja rodziny jednorodnoéci idealu asymptotycznej gestosci zero
jest jednym z najciekawszych wynikow pracy. Zostala ona jednak podana wiasciwie mimocho-
dem, przy okazji rozwazafi nad, w moim odczuciu, mniej ciekawymi pytaniami. Co wigcej, w
samej pracy autor nie podal charakteryzacji rodziny jednorodnoéci ideatu sumowalnego (cho-
ciaz, jak mi wspomnial, znat ja), co jest o tyle dziwne, ze jak si¢ okazuje sg to te same rodziny
i jest to sam w sobie do&¢ intrygujacy rezultat.



Na koniec, jeszcze drobna uwaga dotyczgca dowodu twierdzenia 2.3.28. Polega on wlasciwie na
znalezieniu zbioru A C w takiego, ze d*(A) > 0, ale dla kazdego B takiego, ze d«(B) > 0 mamy
d«(B\ A) > 0. Mysle, ze istnienie takiego zbioru bylo znane, a w kazdym razie mozna podac
nieco krotszy dowéd jego istnienia niz ten z pracy.

Powyzsze zarzuty nie zmieniajg mojej bardzo dobrej oceny tego rozdzialu: zawiera on bardzo
ciekawe wyniki i pomystowe dowody.

2 Rozdziat 2

Rozdzial ten dzieli si¢ naturalnie na dwa podrozdzialy. W pierwszym autor rozwaza tzw. proste
idealy gestoéciowe, a wigc pewne uogélnienie ideatu asymptotycznej gestosci zero wprowadzone
przez t6dzkich matematykéw. Druga cze§é rozdziatu poswigcona jest z kolei uogélnieniu ideatu
gestodci jednostajnej.

2.1 Proste idealy gestosciowe.

W skrécie, proste idealy gestoéciowe sg definiowane podobnie jak ideal asymptotycznej gestosci
zero, tyle, ze z pewng funkcjg jako parametrem. Autor rozwaza pytanie, ile zasadniczo réz-
nych funkcji moze indukowaé ten sam ideat. Okazuje sig, Zze zachodzi tu pewna dychotomia:
idealy albo sg indukowane przez (zasadniczo) jedna funkcje albo przez ¢ wiele. W twierdzeniu
3.1.7 autor charakteryzuje ideaty indukowane przez jedng funkcje¢ zadajac warunek na owg in-
dukujaca funkcje. Warunek ten moéwi, ze funkcja nie moze za szybko rosnaé, choé¢ dokitadna
posta¢ warunku jest dosé techniczna. Dow6d charakteryzacji jest pomystowy. Drugim wartym
odnotowania rezultatem tej czeéci drugiego rozdziatu jest twierdzenie 3.1.11. Jest to znaczne
wzmocnienie twierdzenia Balcerzaka, Dasa, Filipczak i Swaczyny méwiacego, ze istnieje ¢ pa-
rami réznych prostych idealéw gestosciowych. Autor udowodnitl, ze istnieje ¢ prostych ideatow
gestosciowych, ktére nie sg poré6wnywalne w sensie Katetova. Choé¢ idea dowodu jest zasad-
niczo taka sama, jak dowodu twierdzenia Balcerzaka i innych, autor musial pokonaé znacznie
wigksze trudnosci techniczne. Jest to o tyle ciekawy wynik, ze, o ile mi wiadomo, wezeéniej ba-
dano podobne problemy jedynie dla idealéw sumowalnych (np. Meza-Alcantara udowodnil, ze
(P(w), C*) zanurza si¢ w porzgdek idealéw borelowskich z relacjg <k, ale obraz tego zanurze-
nia zawieral si¢ w rodzinie idealé6w sumowalnych). Trzeba tez powiedzie¢, ze poréwnywalnosé w
sensie Katetova jest w pewnym sensie znacznie istotniejsza niz izomorfizm ideatéw. Uogblnienie
mialo wigc sens.

2.2 Idealy wazonej gestosci jednostajnej.

Wazona gesto§¢ jednostajna zostala wprowadzona Antoniniego i Grekosa i polega na spara-
metryzowaniu gestoéci jednostajnej (Banacha) poprzez przypisanie liczbom naturalnym wag.
Autor bada warunek U™ takiego ciggu wag (wprowadzony w pracy Madaja, Sleziaka i Tomy) i
pokazuje, jak przeklada si¢ on na wlasnosci ideatu zbioréw wazonej gestodci jednostajnej zero.
Okazuje sig, ze ideaty wazonej gestosci spetniajacej U™ sg dos¢ porzadne, podczas gdy te defi-
niowane przez gesto$§¢ wazong niespeiniajaca U™ nie sg geste. Nastepnie autor pokazuje, ze ideat
wazonej gestosdci jednostajne] zero, zadany przez gestos¢ monotoniczng spetniajaca warunek U™
jest réwny ideatowi gestosci jednostajnej. Uwazam to za najbardziej wartosciowy rezultat tej
czedei rozdziatu 2, wlasciwie zamykajacy temat idealow wazonej gestosci jednostajnej. Rozdziat
koticzy sig jeszcze odpowiedzig na pytanie zadane przez Magdaja, Sleziaka i Tome¢. Autor poka-
zuje, ze gestosé wazona spetnia wlasnoé¢ Darboux wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia wlasnoéé
U™ (i, co zabawne, wtedy i tylko wtedy, gdy gestos¢ ta przyjmuje w ogéle jakie§ wartosci poza
01i1). Dow6d opiera si¢ na do§¢ sprytnym pomyéle.




3 Rozdzial 3

Rozdzial ten skiada si¢ wiasciwie wylacznie z odpowiedzi na pytania postawione przez Giuliano,
Grekosa i Misika w pracy Open problems on densities II. W szczegélnosci autor obala szereg
hipotez sformulowanych w tej pracy. Hipotezy te dotycza m. in. pewnych do§¢ technicznych
charakteryzacji wiasnosci funkeji dystrybucji. W dalszej czeéci rozdzialu autor zajmuje sig py-
taniami dotyczacymi tzw. zbiorow gestosci, podaje m. in. zgrabng charakteryzacjg, kiedy zbiory
gestosci s3 maksymalne i obala kolejne hipotezy Giuliano, Grekosa i Misika. W koricu rozwaza
problem, jak bardzo niezalezne od siebie s3 gestoéci asymptotyczne, jednostajne i logarytmiczne.
Rozdzial ten oceniam jako najstabszy z calej rozprawy. Niektore dowody sg bigdne (np. kon-
strukcja w przykladzie 4.2.10 zatamuje si¢ przy definiowaniu zbioru A na przedziatach I przez
wadliwg definicje ciagu (i), przedzialy (Jn) sg Zle zdefiniowane w dowodzie twierdzenia 4.3.1),
niektére (np. fragmenty dowodu twierdzenia 4.1.12) napisane pod mniejszym rygorem formal-
nym niz w poprzednich rozdziatach. Niektére rezultaty sg dosc¢ ciekawe (np. ten o niezaleznoéci
r6znych rodzajow gestosci), ale niektore - zwlaszcza te zwigzane z hipotezami Grekosa - juz
mniej. Po pierwsze dlatego, ze rozwazane pytania sg niekiedy techniczne. Po drugie, wydaje sie,
ze wigkszos¢ z tych pytad nie byla bardzo trudna. Konstrukcje przeprowadzone przez autora w
tym rozdziale sa znacznie lZejsze niz w rozdziatach poprzednich.

4 Uwagi og6lne

4.1 Strona formalna pracy

Rozprawa jest napisana tadng polszczyzna, pomijajac pojawiajace sig¢ od czasu do czasu nie-
arecznoéei (polegajace zazwyczaj na przestawionym szyku zdania) i kolokwializmy, w tym jeden
nagminny, a przez to denerwujacy, polegajacy na uzywaniu stowa ,,j ak* zamiast ,jesli” (np. ,jak
A€ H(T) (...), to B € H(Z)* na stronie 20) Autor nie ustrzeg! sig¢ literowek, cho¢ muszg
przyznaé, ze znalaztem ich bardzo malo. Wymienig czgé¢ z nich, aby nie by¢ golostownym, ale
tez, zeby pokaza¢, ze s3 one naprawdg drobne i nie prowadzg do nieporozumien.

e brak ,= 0” w definicji ideatu Erdésa-Ulama zar6wno na stronie 11 jak i 27,
e brak znaku silni w paru miejscach dowodu twierdzenia 3.1.11 (np. w definicji D, ),
e twierdzenie“ zamiast ,twierdzenia” w dowodzie twierdzenia 3.2.12,

e w paru miejscach autor uzy? zlego kroju (np. N zamiast N na stronie 42, 7 zamiast /i
na stronie 35),

e brak ,dla prawie wszystkich n“ po ,B(k,) > ak;” na stronie 35,
e ,przypomnijmy* zamiast "Przypomnijmy“ na stronie 44,
e zly nawias przy definicji ciggu (a,) na stronie 52,

e ,z—min/o” zamiast ,(z — min /)o* w definicji regularnego rozmieszczenia na stronie 56.

4.2 Wyniki autora w kontekscie wynikéw innych autoréow

Liczba pytan, zadanych w réznych pracach naukowych (i na seminariach), na ktére odpowie-
dzial w swojej rozprawie, mgr Jacek Tryba jest imponujgca (gwoli écistosci naliczylem ich
czternaécie). Nalezy dodac, ze sa wéréd nich pytania zadane przez nietuzinkowych matematy-
kow, takich, jak m. in. Michal HruSak i Meza-Alcantara, by¢ moze najwiekszych dzi§ na §wiecie




specjalistow od teorii analitycznych P-ideat6éw na w, Marek Balcerzak i Szymon Gigb, od wielu
lat badajacych tematyke idealéw gestosci i majgcy wazne wyniki w tej dziedzinie czy, wreszcie,
mniej mi znany Georges Grekos, ktéry tematyka gestosci wydaje si¢ zajmowaé nieustannie od
ponad czterdziestu lat.

Trudno o lepsze potwierdzenie matematycznej klasy doktoranta niz umiejgtnoséé rozwigzywania
probleméw otwartych zadanych przez wybitnych specjalistow.

To, ze na rozpraweg doktorsks skiadajg si¢ w zasadzie glownie odpowiedzi na problemy otwarte,
chwilami staje si¢ jednak tez jej staboécig. Nie wszystkie rozwazane problemy bylty moze warte
zachodu. Czasem miatem wrazenie, ze gdyby autor, zamiast zabiera¢ si¢ za rozwigzanie kolej-
nego opublikowanego problemu, spr6bowal poszukaé wlasnych probleméw badawczych bytoby
to z pozytkiem dla rozprawy. Watki warte rozwinigcia pojawialy si¢ zwlaszcza w rozdziale 1 (np.
badanie rodzin jednorodnoéci innych klasycznych idealéw, pojecie rosngcej niezmienniczoscei).

4.3 Rozumowania

To, co uderza czytajac rozprawe to sprawno§é kombinatoryczno-rachunkowa autora. Jest to
specyficzna cecha teorii idealéw na w, zwtaszcza tych ideatéw, ktére bliskie sg ideatom gestosci,
ze wiele dowodéw wymaga oszacowan i rachunkéw czasem ocierajacych sig o teorig liczb. W roz-
prawie oszacowania te sg nieraz bardzo delikatne, wymagajace odpowiednich intuicji i precyzji.
Autor nie odcina kuponéw od swoich pomystéw. Chociaz wiele konstrukeji przedstawionych w
pracy wyglada na pozér podobnie (np. parg konstrukcji wykorzystuje nastepujace po sobie prze-
dzialy I,, dlugosci n!), to podobiefistwo to jest powierzchowne i wlasciwie w kazdym dowodzie
wazniejszych rezultatéw pojawiajg si¢ nowe pomysty. Wlaénie ta liczba nietatwych pomystéw
jest najwickszg sitg pracy. Znalazta ona odzwierciedlenie w liczbie publikacji, ktére powstaty na
podstawie wynikéw zwartych w rozprawie doktorskiej (pig¢ publikacji, z czego cztery zostaly
juz przyjete do druku lub opublikowane).

Zarzut, ktéry mozna tu postawié, to ograniczony aparat pojeciowy. Rozumowania, choé¢ nieta-
twe, w duzej czesci polegajg na szacowaniu granic gérnych i dolnych pewnych ciggéw. Autor
oczywiscie uzyt takich metod, jakie akurat byty potrzebne i skoro byty one skuteczne, to trudno
mu zarzucaé, ze nie uzy! innych. Zabrakto mi préby zastosowania osiaggnigtych rezultatéw poza
samgy teorig idealéw (jak autor stusznie pisze we wstepie, idealy gestosciowe pojawiajg sie w
wielu réznych dziatach matematyki).

4.4 Ekspozycja rezultatéw i rozumowan

Dowody sg poprawne, nie wychwycitem wigkszych luk, btedéw czy niescistosci (poza wpadkami
w ostatnim rozdziale). Muszg¢ przyznaé, ze nie zawsze rozumowania te czytalo sig tatwo. Wie-
lokrotnie sprawdzenie poprawnosci dowodu pochtanialo mi niemalo czasu, a i tak nie zawsze
bylem w stanie uchwycié¢ ideg, ktéra za nim stala. Wynikalo to przede wszystkim z faktu, ze
byty to nietatwe rozumowania, ale tez po czeéci z pewnej lakonicznoéci autora, kt6ra mniej by
moze przeszkadzata w artykule publikowanym w czasopismie, natomiast nieco razi w pracy dok-
torskiej. Czasem pomogloby dodanie paru mniej formalnych zdan wyjaéniajacych np. ogélng
idee danej konstrukeji.

W niektérych momentach inaczej postawitbym akcenty - czasem ciekawsze rezultaty sg nieco
schowane za nieco mniej ciekawymi. Niekiedy brakowalo mi tez wyjasnienia, dlaczego autor
uwaza dany rezultat za wazny.




5 Podsumowanie

Mgr. Tryba rozwaza ciekawe zagadnienia, rozwigzuje caly szereg probleméw zadanych przez
uznanych specjalistow, wykazujac si¢ bardzo solidnym warsztatem, matematyczng intuicjg i
nalezyty Scisloscia. Praca zawiera wiele nietrywialnych pomystow i poglebia naszg wiedze na
temat idealéw na w, a w szczegblnosci na temat ideatow gestosciowych. Zarzuty zawarte w
mojej recenzji rzucaja nikty cieri na blaski zalet pracy i nie wplywaja na mojg bardzo pozy-
tywng oceng. Uwazam prace doktorskag mgr. Tryby za bardzo dobra, bez cienia watpliwosci
spelniajacq wszystkie wymagania dotyczace rozpraw doktorskich w obowigzujacych przepisach
i wnoszg o dopuszczenie do jej publicznej obrony.

Piotr Borodulin-Nadzieja
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