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Praca doktorska mgr inz. Moniki Rosickiej sktada sie z dwoch dosé luzno
ze sobg zwigzanych czesci. Pierwsza z nich dotyczy zagadnienn dominowania
w grafach, a druga pewnego szczegolnego rodzaju poetykietowan krawedzi i
wierzchotkow graféw. Obie czesci taczy pojecie grafu permutacyjnego (ang.
permutation graph), ktory pojawia sie w kazdej z tych czesci, cho¢ w tej
drugiej tylko w bardzo szczegblnym przypadku.

Formalnie, praca podzielona jest na Wstep i cztery rozdzialty. We Wstepie
autorka omawia zawartos¢ pracy i, nieco chyba zbyt pobieznie, rysuje tlo
uzyskanych wynikéw. W Rozdziale 1 podaje liste definicji podstawowych
poje¢ uzywanych w pracy.

Rozdzial 2 dotyczy liczby dominowania w tzw. grafach pryzmowych (ang.
prism graphs). Mo6wigc nieco nieformalnie, sa to grafy otrzymane z dwoch
roztacznych kopii dowolnego grafu G przez potaczenie wierzchotkéw jednej
kopii z wierzchotkami drugiej kopii dowolnym skojarzeniem o n krawedziach,
gdzie n to liczba wierzcholkéw w grafie G. Omawiany rozdzial zawiera
glowny, moim zdaniem, rezultat pracy doktorskiej. Jest nim dowdd posta-
wionej w roku 2009 hipotezy Mynhardt i Xu moéwigcej, ze jedynym grafem
G takim, ze dowolny graf pryzmowy otrzymany z G ma takg samg liczbe do-
minowania jak sam graf G, jest graf o pustym zbiorze krawedzi. Autorka po-
daje najpierw dowdd tej hipotezy w szczegdlnym przypadku, gdy w grafie G
istnieje wierzcholek, ktorego sasiedzi tworzg zbior niezalezny. Ten dowdd po-
wstal wczesniej niz kompletny dowdd hipotezy Mynhardt i Xu. Jest od niego
duzo prostszy i tatwiejszy do przesledzenia. Sam dowo6d hipotezy Mynhardt
i Xu jest o wiele bardziej zlozony. Korzysta sie w nim z pewnych obserwacji
poczynionych juz przez samych autoréw hipotezy (szczegolnie Twierdzenie 6
odgrywa tu duzg role). Idea dowodu polega na analizie struktury grafu G (o
niepustym zbiorze krawedzi) prowadzacej do skonstruowania takiego grafu
pryzmowego dla G, ktéry ma liczbe dominowania wieksza niz sam graf G.
Konstrukeja ta jest skomplikowana i do§é zmudna. Wymaga rozwazenia spo-
rej liczby przypadkoéw i dopracowania wielu szczegdtow. Autorka wykazala
tu duza pomystowosé i biegtosé w prowadzonych rozwazaniach, a wymyslenie
samej idei dowodu wymagalo zapewne nabycia sporej intuicji dotyczacej tego
problemu.

Rozdziat 2 zawiera jeszeze kilkanascie prostych spostrzezen i obserwacji



na temat wartosci pewnych wariantow liczby dominowania dla grafow pry-
zmowych. Sa one raczej nietrudne do pokazania. Najciekawsze w tej czesci
pracy sa, moim zdaniem, znajdujace si¢ w konicowej czgéci rozdziatu nie-
trywialne kontrprzykltady pokazujace, ze analogiczne jak dla zwyklej liczby
dominowania ograniczenia gorne i dolne na spdjng liczbg dominowania gra-
fow pryzmowych, nie sa prawdziwe.

Niedtugi Rozdzial 3 zawiera wyniki na temat liczb dominowania w gra-
fach permutacyjnych nad pewnym grafem (ang. permutation graphs over
a graph). Takie grafy s uogélnieniem zaréwno grafow pryzmowych, jak i
iloczynu kartezjanskiego grafow. Cho¢, moim zdaniem, sa dos¢ naturalnym
pojeciem, nie byty dotad intensywnie badane mimo, ze zostaly zdefiniowane
juz w roku 1995 (nie nalezy ich myli¢ z tym co zwykle okresla si¢ nazwa grafy
permutacyjne). Wyniki zawarte w tym rozdziale sa raczej nietrudnymi ob-
serwacjami prostych wlasnodci zwiazanych z dominowaniem w tych grafach.
Najciekawsze jest Twierdzenie 27, ktore zawiera niebanalne dolne ogranicze-
nie na liczbe dominowania grafu permutacyjnego. Interesujace jest uzycie
przez autorke pojecia utamkowego dominowania w rozwazaniach w tym roz-
dziale. W koricowej czesci Rozdziatlu 3, autorka zwraca uwage na zwiazek
uzyskanych przez siebie rezultatow ze znang hipoteza Vizinga moéwiaca, ze
liczba dominowania iloczynu kartezjanskiego dwoch grafow jest nie mniej-
sza od iloczynu liczb dominowania tych grafow. Z rezultatow uzyskanych w
tym rozdziale wynika, ze jesli odpowiednie liczby dominowania tych grafow
spelniaja pewien warunek, to zachodzi dla nich hipoteza Vizinga. Brak mi
tu jednak dyskusji, jakie grafy ten warunek spetniaja. W rezultacie czytel-
nik pracy nie wie, czy wyniki uzyskane w tym rozdziale pozwalaja czy nie
stwierdzi¢ prawdziwosé hipotezy Vizinga w jakim$ przypadku, dla ktorego
jej prawdziwosé nie byla dotad znana.

Ostatni rozdzial pracy poswigcony jest szczegblnym poetykietowaniom
grafow, w ktorych kazdej krawedzi przyporzadkowujemy permutacje zbioru
liczb {0,1,...,n — 1}. W przypadku, gdy graf jest nieskierowany, interesuja
nas poetykietowania wierzchotkéw liczbami ze zbioru {0,1,...,n—1} (zwane
zgodnymi) takie, ze dla kazdej krawedzi obrazem etykiety jednego konca kra-
wedzi w permutacji, ktora jest etykiets tej krawedzi, jest etykieta drugiego jej
korica. W przypadku nie istnienia zgodnego poetykietowania wierzchotkow
interesuja nas takie poetykietowania, gdy powyzszy warunek nie zachodzi dla
jak najmniejszej liczby krawedzi. Ten, mogacy si¢ na pierwszy rzut oka wyda-
waé sztucznym, problemjest w przypadku n = 2 znany i szeroko badany od
dawna pod nazws zbalansowania graféw oznakowanych (ang. signed graphs
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balancing). Posiada tez liczne zastosowania, m. in. w socjologii. Juz w 1953
roku Harary znalazt warunek konieczny i wystarczajgcy istnienia zgodnego
poetykietowania wierzchotkéw grafu dla zadanego poetykietowania krawedzi
grafu permutacjami zbioru {0,1}. Dla autorki rozprawy, motywacja podje-
cia tej tematyki byly jej zastosowania w fizyce kwantowej. W omawianym
rozdziale autorka systematycznie zbadata wlasnosci rozwazanych poetykie-
towan krawedzi grafu. Bardzo dobrym pomystem bylo wykorzystanie do
prowadzonych rozumowan szczegélnego rodzaju grafu permutacyjnego, co
pozwolito poda¢ bardzo zgrabne dowody twierdzen dotyczacych istnienia i
liczby zgodnych poetykietowan wierzchotkéw. Omawiany rozdzial zawiera
szereg drobnych spostrzezen i twierdzen. Autorka definiuje m. in. relacje
rownowaznosci pomiedzy poetykietowanymi grafami, bada zachowanie sie
parametrow opisujgcych poetykietowania wierzchotkéw przy pewnych ope-
racjach wykonywanych na grafach z poetykietowanymi krawedziami, a takze
dowodzi wlasnosci rozwazanych parametrow, jesli zawezimy sie tylko do ety-
kiet krawedzi z pewnych szczeg6lnych zbiorow permutacji. Uzyskanie tych
drobnych wynikéw nie prowadzi niestety do pokazania jakiego$ bardziej spek-
takularnego rezultatu. Wybor takich, a nie innych watkéw badawczych byt,
jak si¢ wydaje, motywowany wspomnianymi zastosowaniami w fizyce kwan-
towej, cho¢ nie do konica wynika to z tresci rozprawy doktorskiej. W koncowe;
czesci omawianego rozdziatu autorka opisuje sposéb wykorzystania uzyska-
nych wezesniej wynikéw w jednym tylko twierdzeniu. Nie jest dla mnie jasne,
czy inne spostrzezenia z tego rozdziatu tez znajduja podobne zastosowania.
Ta nieco krytyczna uwaga nie zmienia mojej zdecydowanie pozytywnej oceny
tej czesci pracy. Uwazam badanie rozwazanych przez autorke graféow z poety-
kietowanymi krawedziami za bardzo ciekawy i wart kontynuowania kierunek
badawczy.

Praca jest napisana dos¢ zwiezle, ale starannie i z dbaloscig o Scistosé
rozumowan. Znalazlem niewiele drobnych, raczej nieistotnych, pomytek i
literowek. W szczegdlnosci w definicji identyfikowania wierzchotkow w po-
etykietowanych grafach (str. 44-45) nie jest dla mnie jasne jaka jest definicja
etykiety krawedzi wv w przypadku, gdy w oryginalnym grafie u jest wspol-
nym sgsiadem wierzchotkéw vy i vy, W niektorych miejscach warto byloby
podac wiecej przyktadow (np. przy definicjach poetykietowari dobrych, ztych
i brzydkich na str. 37).

Podsumowujac, moja ogélna ocena pracy doktorskiej mgr inz. Moniki
Rosickiej jest bardzo dobra. Autorka udowodnita postawiong przez Myn-
hardt i Xu hipoteze o liczbie dominowania w grafach pryzmowych. Ponadto
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uzyskata szereg wynikow dotyczacych wiasnosci graféw z krawedziami po-
etykietowanymi przez permutacje, ktore maja ciekawe implikacje w fizyce
kwantowe;j.

Uwazam wiec, ze praca doktorska mgr inz. Moniki Rosickiej zdecydowa-
nie spelnia wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane rozprawom doktor-
skim i uzasadnia nadanie jej stopnia naukowego doktora nauk matematycz-
nych.
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