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Recenzja

rozprawy doktorskiej Pani mgr inz. Moniki ROSICKIEJ
pt. Permutation Graphs and Their Properties

Opiniowana praca jest poswiecona grafom permutacyjnym (ang. permutation graphs).

Zaczne jednak od dygresji. Jako ,dinozaura” wérod badaczy teorii graféw, zaskoczyiy juz
pierwsze akapity pracy, a doktadniej — pojecie grafu permutacyjnego. Ot6z ,klasyczna” defi-
nicja grafu permutacyjnego pochodzi z poczatkow lat 70" XX wieku. Jest to graf o zbiorze
wierzchotkow {1, 2, 3, ..., n}, dla ktérego istnieje permutacja = liczb z tego zbioru taka, ze
{i, } jest krawedzig, jesli wieksza z liczb i oraz j stoi w permutacji = na lewo od mniejszej.
Grafy permutacyjne w tym sensie majg wiele ciekawych i waznych zastosowan jako grafy
przecieé skojarzen czy modele sortowania z najmniejszg liczbg kolejek i powigzan z innymi
klasami graféw, na przyktad z grafami doskonatymi. Wiecej klasycznych rezultatbw mozna
znalez¢ w ksiazce M. Golumbic, Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, Academic
Press, New York 1980, a nowsze — sg cytowane np. w hasle permutation graphs w Wikipedii.
Autorka opiniowanej dysertacji nie wspomina jednak o tej innej definicji grafow permutacyj-
nych.

Graf permutacyjny w tej pracy, to graf otrzymany z innego grafu (lub graféw) z wykorzysta-
niem permutaciji.

W sktad pracy wchodzi Wstep, poprzedzony streszczeniami po polsku i po angielsku, oraz
4 rozdziaty. Wstep jest bardzo zwiezlym opisem zawartosci pracy z naciskiem na uzyskane
rezultaty. Rozdziat 1 przynosi podstawowe definicje i oznaczenia z teorii grafow i na koncu —
dotyczace permutacji. Trzy zasadnicze rozdzialy pracy dotycza graféw permutacyjnych,
z tym, ze Rozdzialy 2 i 3 sg poswiecone zagadnieniom dominowania, a ostatni rozdziat —
grafom z oznakowanymi krawedziami i wierzchotkami. W tym ostatnim rozdziale pojawiajg
sie tylko szczegolnej postaci grafy permutacyjne, rozwazane zagadnienia zas nie dotyczg
dominowania.

Rozdziat 2 dotyczy pryzm, czyli grafow pryzmowych, i zawiera jeden z zasadniczych rezulta-
tow pracy — odpowiedz na przypuszczenie Mynhardt i Xu z 2009 roku. Pryzme otrzymuje sie
z dowolnego grafu G i permutacji = przez utworzenie dwéch egzemplarzy grafu G i potacze-
nie ich wierzchotkdéw skojarzeniem wyznaczonym przez permutacje n. Przypuszczenie Myn-
hardt i Xu dotyczy liczby dominacji w pryzmach, czyli najmniejszej liczby wierzchotkow
w grafie, ktore dominujg wszystkie wierzchotki grafu. Na ogot ta liczba jest wigksza dla pry-
zmy grafu G niz dla G. Ciekawym pytaniem jest wigc, kiedy liczba dominacji dla pryzmy grafu
G jest taka sama jak dla grafu G i to dla kazdej permutacji n. Mynhardt i Xu przypuszczali, ze
poza oczywistym przypadkiem grafu bez krawedzi nie ma innego takiego grafu, i nie pomylili
sie. Kilka szczegdlnych przypadkow zostato rozstrzygnietych wczesniej, m.in. przez Autorke
dysertacji dla graféw z Cs-wolnymi wierzchotkami (praca [15]). Ten szczegdiny przypadek
grafow jest znacznie prostszy do rozstrzygniecia i stusznie poprzedza w pracy (p. 2.2) przy-




padek dowolnego grafu (p. 2.3). Niemal w tym samym czasie (w roku 2014) przypuszczenie
Mynhardt i Xu zostato rozstrzygniete niezaleznie przez K. Wash. Dowdd Autorki ma te prze-
wage na dowodem Wash, ze jest dowodem konstrukcyjnym — dla dowolnego grafu G, ktéry
zawiera przynajmniej jedng krawedz, budowana jest permutacja =, dla ktorej liczba dominag;ji
pryzmy grafu G jest wieksza od liczby dominacji grafu G. W dowodzie Autorka wykorzystata
niektore fakty, wczeéniej podane przez autoréw hipotezy, jednak sama idea dowodu jest
osiggnigciem Autorki. To dos¢ zmudny, ale i pomystowy dowdd konstrukeji pryzmy dla dane-
go grafu G, ktéra ma liczbe dominacji wigkszg od liczby dominacji grafu G. Zapewne lekture
tego dowodu utatwitaby ilustracja dla grafu, dla ktérego nie znikaja zadne konstruowane w
dowodzie zbiory, grafy i permutacje — samodzielne utworzenie petnej takiej ilustracji to ponad
sity recenzenta.

Tutaj rodzi sie dygresja: ilez zachodu wymagato wykazanie, ze wprowadzone pojecie —
a universal fixer — nie jest spetnione przez zaden graf z wyjatkiem grafu bez krawedzi! To
oczywiscie nie umniejsza znaczenia tego rezultatu w pracy i wysitku Autorki.

W koncowej czesci Rozdziatu 2 Autorka rozwaza szczegdine warianty zbiorow dominujgcych
i liczb dominacji w pryzmach. Cze$¢ wynikow, m.in. dotyczgcych wypuktej dominaciji, Autorka
uzyskata wspolnie z R. Zuazua (praca [10]). Analiza kontrprzyktadéw pod koniec rozdziatu
ilustruje, ze nieréwnosci (oszacowania) prawdziwe dia zwyktej dominacji nie przenoszg sie
na wypuktg dominacje dla pryzm.

Rozdziat 3 jest poswigcony zagadnieniom dominacji w grafach permutacyjnych, ktére sg
wspolnym uogolnieniem pryzm i iloczynu kartezjaniskiego grafow. Te grafy nie byty wczesniej
szeroko badane poza ich okresleniem w 1995 roku. Autorka wprowadza w tym rozdziale
dodatkowe rodzaje dominaciji (zbioréw, funkgii, liczb), dominacje utamkowa. Rezultaty w te;
czesci pracy majg gtownie charakter oszacowan (Twierdzenie 27). W szczegélnosci, wyniki
w tej czesci pracy odnoszg sig do iloczynu kartezjanskiego grafow (Obserwacja 30), jako
szczegolnego przypadku rozwazanych graféw permutacyjnych. Dla tych graféw znane jest
przypuszczenie Vizinga z 1963 roku, wedtug ktérego liczba dominaciji iloczynu kartezjanskie-
go dwoch grafow jest wieksza lub réowna iloczynowi liczb dominagiji tych graféw. Autorka ko-
mentuje to przypuszczenie swoimi wynikami, ale nie jest jasne, w jakim stopniu prowadzi to
do okreslenia istotnie nowych klas graféw, i jakich, dla ktérych przypuszczenie Vizinga jest
prawdziwe.

Rozdziat 4 jest poswigcony szczegélnym rodzinom graféw oznakowanych lub poetykieto-
wanych (ang. /abeled graphs). W takich grafach, krawedzie sg etykietowane permutacjami
liczb {0, 1, 2, ..., n — 1}, a wierzchotki — liczbami z tego zbioru. Za zgodne oznakowanie
wierzchotkéw grafu uznaje sie takie, dla ktérego obrazem etykiety jednego konca krawedzi
w permutacji, bedacej etykietq tej krawedzi, jest etykieta drugiego jej konca, dla kazdej kra-
wedzi grafu. Liczba sprzecznosci grafu oznakowanego okresla najmniejszg liczbe krawedzi,
ktoére nie sg zgodne, po wszystkich oznakowaniach wierzchotkow. Autorka wykorzystuje
specjalny rodzaj grafow permutacyjnych wprowadzonych w Rozdziale 3. Bada najmniejszg
liczbe sprzecznosci oraz liczbe mozliwych oznakowani bez sprzecznosci. To zagadnienie,
w szczegolnym przypadku n = 2, byto przedmiotem badan jednego z ojcéw teorii grafow,
Franka Harary’ego w 1953 roku, pod nazwa rownowazenie graféw oznakowanych (ang. si-
gned graphs balancing) — ten szczegélny przypadek problemu wyrést w socjologii. Autorka
zas skupita swojg uwage na przygotowaniu gruntu do wykorzystania graféw oznakowanych
w teorii informacji kwantowej — oryginalne prace z tego zakresu ([14] i [16]) powstaly w ze-
spole naukowcdw uznawanych za $wiatowych ekspertéw w tej dziedzinie. Nie znam sie na
tej teorii, ale z duzym zainteresowaniem $ledzitem, jak kombinatoryka, a w szczegolnosci
dos¢ zaawansowana teoria graféw, znajduje zastosowania w tak, zdawa¢ by sie mogto, od-
legtej dziedzinie, jak fizyka kwantowa, nie tylko jako (graficzna) ilustracja, ale jako narzedzie
badan. Te czes¢ pracy réwniez, obok wyniku z Rozdziatu 2, oceniam bardzo wysoko.

Praca jest przejrzyscie skomponowana i zredagowana, co byto do$é¢ trudnym zadaniem przy
tak rozbudowanej terminologii i mnogosci konstrukeji. Drobne potkniecia jezykowe (w angiel-




skim) nie utrudniaty lektury. Widziatbym jednak szanse na poprawienie czytelnosci. Jak na
prace z teorii grafow, praca jest do$¢ oszczedna w ilustracje, ktdre znacznie utatwityby lektu-
re, zwlaszcza komus, jak recenzent, ktory nie prowadzi badan doktadnie w tym dziale teorii
grafow. Jak wspomniatem powyzej, taka ilustracja bytaby bardzo pomocna przy $ledzeniu
szczegotow dowodu gtéwnego wyniku z Rozdziatu 2.

Redakeyjnie, niezbyt szczesliwym, bo mato widocznym, wyréznieniem jest druk terminéw
definiowanych pismem prostym w tekécie ztozonym pismem pochytym — wyréznienie pi-
smem potgrubym utatwitoby wielokrotne odwotywanie sie do definicji, co byto nieuchronne.

Drobne watpliwosci: (1) W Twierdzeniu 7 nie jest chyba potrzebne zatozenie, ze graf G nie
jest bez krawedzi, bo przeciez zawiera nie izolowany wierzchotek Cs-wolny. Podobnie jest na
poczatku dowodu tego twierdzenia i byé moze w innych miejscach. (2) W Definicjach 31 i 32
i by¢ moze w innych miejscach, A jako podzbidr wierzchotkéow nie moze zawierad najkroét-
szych drog, definiowanych jako ciagi wierzchotkéw i krawedzi, tylko ich wierzchotki. Inne
drobiazgi pomijam.

Biorgc pod uwage wszystkie aspekty opiniowanej pracy w konkluzji stwierdzam, ze rozprawa
doktorska Pani mgr inz. Moniki Rosickiej pt. Permutation Graphs and Their Properties zde-
cydowanie spetnia ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o do-
puszczenie Autorki do dalszego toku przewodu doktorskiego.
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