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2. Omówienie osi¡gni�ia naukowego

W poni»szym omówieniu, opróz pra [H1-H5℄ ytowane s¡ równie» niektóre z

moih pozostaªyh pra [P1-P13℄, któryh listy znajduj¡ si� w paragrafah 3.1 i

3.2. Spis pra innyh autorów znajduje si� na ko«u autoreferatu.

2.1. Wst�p.

Grup¡ klas odwzorowa« (ang. mapping lass group) zwartej spójnej powierzhni

nieorientowalnej N , oznazan¡ przez M(N), nazywamy grup� klas izotopii home-

omor�zmów N równyh identyzno±i na brzegu ∂N , o ile jest on niepusty:

M(N) = Homeo(N, ∂N)/Homeo0(N, ∂N).

Tutaj Homeo0(N, ∂N) oznaza podgrup� Homeo(N, ∂N) skªadaj¡¡ si� z home-

omor�zmów izotopijnyh z identyzno±i¡, a przez izotopi� rozumiemy homotopi�

H : N× [0, 1] → N tak¡, »e H(−, t) ∈ Homeo(N, ∂N) dla t ∈ [0, 1]. Grup� klas od-

wzorowa« zwartej spójnej powierzhni orientowalnej S de�niuje si� analogiznie,

jako grup� klas izotopii homeomor�zmów zahowuj¡yh orientaj�:

M(S) = Homeo+(S, ∂S)/Homeo0(S, ∂S).

W przypadku gdy na powierzhni wyró»niono sko«zony zbiór punktów P , w po-

wy»szej de�niji zakªada si�, »e homeomor�zmy permutuj¡ P , a grup� klas od-

wzorowa« oznaza si� przez M(N,P ) lub M(S, P ).
Zwart¡ spójn¡ powierzhni�, o której nie zakªadamy ani »e jest orientowalna, ani

»e jest nieorientowalna, b�dziemy oznaza¢ przez F , a jej grup� klas odwzorowa«

przezM(F ) lubM(F, P ) w przypadku wyró»nionyh punktów. B�dziemy równie»

stosowa¢ oznazenia Ng,n, Sg,n, Fg,n dla powierzhni rodzaju g o n skªadowyh

spójno±i brzegu, przy zym b�dziemy opuszza¢ n, gdy n = 0. Tak wi� Ng,n

oznaza powierzhni� homeomor�zn¡ z sum¡ spójn¡ g pªaszzyzn rzutowyh, z

której usuni�to wn�trza n parami rozª¡znyh dysków.

Grupa klas odwzorowa« odgrywa niezwykle wa»n¡ rol� w nisko-wymiarowej to-

pologii (w tym teorii rozmaito±i wymiaru 3 i 4), a tak»e w teorii funkji zmiennej

zespolonej, geometrii algebraiznej oraz geometryznej teorii grup. Grupa ta ieszy

si� ogromnym zainteresowaniem wielu matematyków i jest przedmiotem intensyw-

nyh bada« nieprzerwanie od ponad pi�¢dziesi�iu lat. Pomimo tego, wi¡» nie

brakuje zwi¡zanyh z ni¡ otwartyh problemów.

Badanie grupy klas odwzorowa« zapoz¡tkowali w latah dwudziestyh ubie-

gªego stuleia, niezale»nie od siebie, M. Dehn i J. Nielsen; jednak prawdziwie

dynamizny rozwój tej teorii rozpoz¡ª si� dopiero w latah sze±¢dziesi¡tyh i byª

nap�dzany w nast�pnyh dziesi�ioleiah przez przeªomowe prae takih matema-

tyków jak W. B. R. Likorish, J. S. Birman, W. P. Thurston, J. L. Harer, N. V.

Ivanov, D. Johnson, B. Wajnryb. Twierdzenia i metody wypraowane przez tyh

autorów do dzisiaj stanowi¡ podstawowe narz�dzia badawze w omawianej dzie-

dzinie. Co wi�ej, niektóre z tyh metod, szzególnie te pohodz¡e od Thurstona,

stosuje si� z powodzeniem do badania innyh, pokrewnyh grup, przede wszystkim

warkozy i automor�zmów grupy wolnej.
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Jednym z powodów du»ego znazenia grupy M(Sg) jest jej rola w konstrukji

przestrzeni moduli powierzhni Riemanna, gdzie grupa ta dziaªa wªa±iwie niei¡-

gle jako peªna grupa izometrii przestrzeni Teihmüllera Teich(Sg), za± przestrze«
orbit M(Sg) = Teich(Sg)/M(Sg) tego dziaªania jest wspomnian¡ przestrzeni¡ mo-

duli zwartyh powierzhni Riemanna rodzaju g (g ≥ 2), entralnym obiektem

teorii funkji zmiennej zespolonej oraz teorii krzywyh algebraiznyh. Dopusz-

zaj¡ antyholomor�zne funkje przej±ia mi�dzy mapami otrzymuje si� poj�ie

dianalityznej struktury powierzhni Kleina na powierzhni nieorientowalnej Ng.

Obiekty te rozpatrywane byªy ju» przez samego Kleina. W systematyzny spo-

sób zostaªy opisane we wspóªzesnej monogra�i [1℄, natomiast metodologia ih

bada« zostaªa rozwini�ta w [18℄. Przestrze« moduli M(Ng) tyh powierzhni jest

znowu przestrzeni¡ orbit dziaªania grupy klas odwzorowa« M(Ng) na przestrzeni

Teihmüllera Teich(Ng).
Ka»da zwarta powierzhnia Kleina jest przestrzeni¡ orbit S/〈σ〉 dla dokªadnie

jednej pary (S, σ), gdzie S jest powierzhni¡ Riemanna, a σ : S → S jej symetri¡,

zyli antyholomor�zn¡ inwoluj¡. Przy dobrze znanej, funktorialnej, wzajemnie

jednoznaznej odpowiednio±i pomi�dzy zwartymi powierzhniami Riemanna, a

gªadkimi, nierozkªadalnymi krzywymi rzutowymi zespolonymi, symetryzne po-

wierzhnie odpowiadaj¡ krzywym, które posiadaj¡ równania rzezywiste. Par�

(S, σ) nazywa si� zwykle rzezywist¡ krzyw¡ algebraizn¡ [1℄.

Poniewa» Teich(F ) jest rozmaito±i¡ (homeomor�zn¡ z kul¡ w przestrzeni eu-

klidesowej), M(F ) ma struktur� orbifoldu, którego punkty osobliwe odpowia-

daj¡ przestrzeniom Riemanna lub Kleina posiadaj¡ym nietrywialne automor�-

zmy. W grupie M(F ) zakodowana jest wi�kszo±¢ topologiznyh wªasno±i prze-

strzeni M(F ) i na odwrót, niezmienniki takie jak homologie M(F ) s¡ zdeter-

minowane przez topologi� M(F ). Jako przykªady powy»szej zale»no±i mo»na

przywoªa¢ dowody jednospójno±i przestrzeni moduli powierzhni Riemanna [64℄

i Kleina [P1℄, twierdzenie Harera [31℄ o stabilno±i grup (ko)homologii M(S) i

M(S), zy te» twierdzenie Madsena-Weissa [65℄ dowodz¡e hipotezy Mumforda o

stabilnyh grupah kohomologii M(S). Analogizne twierdzenia dla powierzhni

nieorientowalnyh udowodniªa N. Wahl [82℄.

Drugim, po przestrzeni Teihmüllera, fundamentalnym obiektem, na którym

dziaªa grupaM(F ) jest kompleks krzywyh C(F ) zde�niowany przez Harvey'a [35℄.
Jest to kompleks symplijalny, którego k-sympleksami s¡ klasy izotopii rodzin k+1
parami rozª¡znyh i parami nieizotopijnyh krzywyh zamkni�tyh zwyzajnyh

na F . Kompleks ten odgrywa kluzow¡ rol� w praah Harera [31, 32℄, Ivanova [43℄

i Wahl [82℄ dotyz¡yh (ko)homologii M(F ). Po udowodnieniu hiperbolizno±i

C(S) przez Masura i Minsky'ego [66℄, badanie grupy klas odwzorowa« nabraªo no-

wej dynamiki. W naszym nieorientowalnym przypadku hiperbolizno±¢ kompleksu

krzywyh C(N) zostaªa udowodniona przez Bestvin� i Fujiwar� [7℄ u»ywaj¡ pray

Bowditha [12℄, a tak»e, inna metod¡, przez Masura i Shleimera [67℄. W pra-

ah [H1, H5℄ u»yli±my dziaªania M(N) na kompleksie krzywyh do wyznazenia

sko«zonej prezentaji tej grupy.
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Pierwsze prae po±wi�one w aªo±i grupie klas odwzorowa« powierzhni nie-

orientowalnej, autorstwa Likorisha [61, 62℄, Chillingwortha [19℄ oraz Birman i

Chillingwortha [9℄, powstaªy jeszze w latah sze±¢dziesi¡tyh ubiegªego wieku. W

i¡gu nast�pnyh trzydziestu lat miaª miejse pewien zastój, zako«zony praami

Korkmaza [52, 53℄ i od tego momentu tematyka grup klas odwzorowa« powierzhni

nieorientowalnyh ieszy si� stale rosn¡ym zainteresowaniem.

Ka»da powierzhnia nieorientowalna N dopuszza nakryie stopnia dwa po-

wierzhni¡ orientowaln¡ S. Na moy twierdzenia Birman-Chillingwortha [9℄, grupa

M(N) jest izomor�zna z podgrup¡ niesko«zonego indeksu grupy M(S), skªa-
daj¡¡ si� z elementów przemiennyh z inwoluj¡ nakrywaj¡¡. Ta zale»no±¢ po-

woduje, »e niektóre wªasno±i M(S) automatyznie przenosz¡ si� na M(N) - na
przykªad wszelkiego rodzaju wªasno±i rezydualne. Z drugiej strony, niesko«zo-

no±¢ indeksu jest powa»n¡ przeszkod¡ w problemah takih jak, na przykªad, znale-

zienie sko«zonej prezentaji. Tak wi� hoia» twierdzenie Birman-Chillingwortha

jest bardzo wa»ne, to jednak jego u»ytezno±¢ jest ogranizona. Ponadto, wiele

rezultatów dotyz¡yh M(S) w fundamentalny sposób wykorzystuje orientowal-

no±¢. Tym samym prosta adaptaja do przypadku powierzhni nieorientowalnej

nie jest mo»liwa i wymaga ona nowyh pomysªów.

Wiele wa»nyh twierdze« o M(S) dozekaªo si� swoih odpowiedników dla po-

wierzhni nieorientowalnej, jak wspomniane wy»ej twierdzenia Harera, Madsena-

Weissa i Masura-Minsky'ego, zy te» nie mniej sªynne twierdzenie Ivanova [46℄ o

automor�zmah C(S), przeniesione ostatnio na powierzhnie nieorientowalne przez
Atalan i Korkmaza [3℄. Do niedawna, jednym z gªównyh wyj¡tków od powy»-

szej reguªy byªo twierdzenie Wajnryba [83, 86℄ podaj¡e prost¡ prezentaj� grupy

M(S) za pomo¡ generatorów i relaji. Brak takiej prezentaji dla grupy M(F )
zostaª uzupeªniony w pray [H5℄, o uwa»am za swoje najwa»niejsze osi¡gni�ie.

Na zako«zenie tego wst�pu przedstawi� krótko moje gªówne wyniki uzyskane

w praah [H1-H5℄, w kolejno±i ih wa»no±i wedªug mojej oeny.

• Prae [H1, H5℄ po±wi�one s¡ problemowi wyznazenia sko«zonej pre-

zentaji dla grup M(Ng,n). W [H1℄ wyznazyªem tak¡ prezentaj� dla

(g, n) = (4, 0), a w [H5℄, wspólnie z L. Parisem dla n ∈ {0, 1} i dowol-

nego g takiego, »e g + n > 3. W problemie wyznazania prezentaji grup

M(Ng,n) najbardziej istotny jest przypadek n = 0, poniewa» zazynaj¡

od prezentaji M(Ng,0) mo»na indukyjnie oblizy¢ prezentaj� M(Ng,n)
dla dowolnego n metod¡ opart¡ na i¡gu dokªadnym Birman, jak w pray

[60℄ w przypadku powierzhni orientowalnyh.

• W pray [H4℄ opisaªem wszystkie nietrywialne homomor�zmy M(Ng) →
GL(m,C) dla g ≥ 5 i m ≤ g−1. W ten sposób rozszerzyªem, na przypadek

powierzhni nieorientowalnej, wyniki uzyskane niedawno przez J. Franksa,

M. Handela i M. Korkmaza i uzupeªniªem opis reprezentaji liniowyh ni-

skiego wymiaru grup klas odwzorowa« powierzhni. Praa [H4℄ stanowi

istotny wkªad do tego opisu, poniewa» dla powierzhni nieorientowalnyh

sytuaja jest bardziej skomplikowana ni» dla powierzhni orientowalnyh.
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Jako zastosowanie, wykazaªem, »e dla h < g i g ≥ 5 dowolny nietrywialny

homomor�zm M(Ng) → M(Nh) ma obraz izomor�zny z Z2 lub Z2 × Z2,

przy zym ten drugi przypadek jest mo»liwy tylko dla g ∈ {5, 6}.

• Prae [H2, H3℄ po±wi�one s¡ grupie klas odwzorowa« poziomu 2, ozna-

zanej przez Γ2(Ng) i zde�niowanej jako podgrupa M(Ng) skªadaj¡a si�

z klas izotopii homeomor�zmów indukuj¡yh identyzno±¢ na H1(Ng,Z2).
W [H2℄ wykazaªem, »e Γ2(Ng) jest generowana przez tak zwane Y-homeo-

morfizmy zde�niowane przez Likorisha w 1963 r., a tak»e jest generowana

przez inwoluje (elementy rz�du 2). W [H3℄ znalazªem sko«zony zbiór

generuj¡y t¡ grup�.

W dalszej z�±i autoreferatu opisze powy»sze wyniki bardziej szzegóªowo, na

tle rezultatów innyh autorów.

2.2. Prezentaja za pomo¡ generatorów i relaji. [H1, H5℄

MCool [70℄ podaª pierwszy algorytm wyznazenia sko«zonej prezentaji grupy

M(Sg,1). Jego podej±ie byªo zysto algebraizne i za pomo¡ tego algorytmu

nie uzyskano jawnej prezentaji. W przeªomowej pray [37℄ Hather i Thurston

podali algorytm oblizenia sko«zonej prezentaji tej grupy oparty na jej dziaªa-

niu na pewnym jednospójnym 2-wymiarowym CW-kompleksie. Za pomo¡ tego

algorytmu, Harer [30℄ wyznazyª sko«zon¡, ale bardzo skomplikowan¡ prezenta-

j� M(Sg,1) dla dowolnego g. Ta prezentaja zostaªa nast�pnie uproszzona przez

Wajnryba [83, 86℄, który równie» znalazª prezentaj� M(Sg,0). U»ywaj¡ rezultatu
Wajnryba, Matsumoto [68℄ podaª inne prezentaje M(Sg,1) i M(Sg,0), a Gervais

[26℄ wyznazyª prezentaj� M(Sg,n) dla dowolnyh g ≥ 1 i n. Labruère i Paris [60℄
znale¹li sko«zon¡ prezentaj� M(Sg,n, P ) dla dowolnyh g ≥ 1, n i P . Benvenuti
[6℄ i Hirose [38℄ pokazali niezale»nie, jak mo»na otrzyma¢ prezentaj� Gervais u»y-

waj¡ dziaªania M(Sg,n) na kompleksie krzywyh Harvey'a, zamiast kompleksu

Hathera-Thurstona.

Je±li hodzi o prezentaje M(Ng,n), to przed praami [H1, H5℄ byªy one znane

tylko dla kilku powierzhni nieorientowalnyh rodzaju g ≤ 3, w tym M(N2,0) ∼=
Z2 × Z2 [61℄ i M(N3,0) ∼= GL(2,Z) [9, 27℄. U»ywaj¡ wyników Likorisha [61, 62℄

Chillingworth [19℄ podaª sko«zony zbiór generuj¡y M(Ng,0) dla dowolnego g ≥
3. Ten wynik zostaª uogólniony na powierzhnie nieorientowalne z wyró»nionymi

punktami [53℄ i z brzegiem [77℄.

W elu sformuªowania gªównego wyniku pra [H1, H5℄ ustalmy model powierzhni

nieorientowalnej. Dla Ng,1 (odpowiednio Ng,0) b�dzie to 2-wymiarowy dysk (odp.

sfera), z którego wyi�to wn�trza g parami rozª¡znyh dysków, a nast�pnie uto»-

samiono punkty antypodyzne na ka»dej z powstaªyh skªadowyh brzegu, lub

równowa»nie: wklejono wst�gi Möbiusa w miejsa usuni�tyh dysków. Na Ry-

sunku 1 wn�trza usuni�tyh dysków s¡ zaieniowane i ponumerowane od 1 do g.
Dla dowolnego niepustego podzbioru I ⊆ {1, 2, . . . , g} nieh γI oznaza krzyw¡

zamkni�t¡ zwyzajn¡ na N przedstawion¡ na Rysunku 1. Zauwa»my, »e taka

krzywa jest jednostronna je±li I ma nieparzyst¡ lizb� elementów, a w przeiwnym
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1

. . .

i1

. . .

i2

. . .

. . .

ik

. . .

g

Rysunek 1. Krzywa γI dla I = {i1, i2, . . . , ik}.

γ

δ

Tγ

−→

Rysunek 2. Twist Dehna wzgl�dem dwustronnej krzywej γ.

wypadku - dwustronna. Z ka»d¡ dwustronn¡ krzyw¡ zamkni�t¡ zwyzajn¡ γ na N
mo»na stowarzyszy¢ twist Dehna wzgl�dem γ, zyli klas� izotopii homeomor�zmu

zde�niowanego nast�puj¡o. Wybieramy zorientowane domkni�te otozenie regu-

larne A ⊂ N krzywej γ, które uto»samiamy ze standardowym walem S1 × [0, 1].
Twist Dehna Tγ jest równy identyzno±i poza A, natomiast jego dziaªanie na A
jest takie, jak na Rysunku 2: odinek δ jest przeksztaªany w spiralny ªuk, zgodnie

ze wzorem

Tγ(x) =

{

x dla x /∈ A

(e2iπ(θ+r), r) dla x = (e2iπθ, r) ∈ A = S1 × [0, 1].

Dla I ⊆ {1, 2, . . . , g} o parzystej lizbie elementów oznazamy przez TI twist

Dehna wzgl�dem γI w kierunku oznazonym strzaªkami na Rysunku 1. Przyjmijmy

te» oznazenia:

ai = T{i,i+1} dla i = 1, 2, . . . , g − 1;
bj = T{1,2,...,2j+2} dla 1 ≤ j ≤ (g − 2)/2.

Dla i = 1, 2, . . . , g− 1 de�niujemy homeomor�zm ui zamieniaj¡y miejsami dwie

kolejne wst�gi Möbiusa jak na Rysunku 3 i równy identyzno±i na zewn¡trz bu-

telki Kleina z brzegiem zawieraj¡ej te wst�gi. Klas� izotopii ui oznazamy tym

samym symbolem i nazywamy rossap transposition. Jeste±my ju» gotowi do

sformuªowania gªównyh wyników pray [H5℄.

Twierdzenie 1 (Paris-Szepietowski [H5, Theorem 3.5℄). Dla g ≥ 3 grupa M(Ng,1)
posiada prezentaj� o generatorah ui, ai dla 1 ≤ i ≤ g−1, bj dla 0 ≤ j ≤ (g−2)/2
i relajah:

(A1) aiaj = ajai dla |i− j| > 1,
(A2) aiai+1ai = ai+1aiai+1 dla 1 ≤ i ≤ g − 2,
(A3) aib1 = b1ai dla i 6= 4 je±li g ≥ 4,
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i i+ 1

ui−→

Rysunek 3. Crossap transposition ui.

a1 a2
a3 a4

b1

a5 a6

b2 bρ−1

ag−1
a1 a2

a3 a4

b1

a5 a6

b2

ag−2
ag−1

bρ−1 bρ

Rysunek 4. Krzywe na orientowalnej podpowierzhni rodzaju ρ =
⌊g−1

2
⌋ de�niuj¡e generatory ai, bj .

(A4) b1a4b1 = a4b1a4 je±li g ≥ 5,
(A5) (a2a3a4b1)

10 = (a1a2a3a4b1)
6

je±li g ≥ 5,
(A6) (a2a3a4a5a6b1)

12 = (a1a2a3a4a5a6b1)
9

je±li g ≥ 7,
(A7) b0 = a1,
(A8) bi+1 = (bi−1a2ia2i+1a2i+2a2i+3bi)

5(bi−1a2ia2i+1a2i+2a2i+3)
−6

dla 2 ≤ 2i ≤ g − 4,
(A9) b g−2

2

ag−5 = ag−5b g−2

2

je±li g jest parzyste i g > 6,

(A10) b2b1 = b1b2 je±li g = 6.

(B1) uiuj = ujui dla |i− j| > 1,
(B2) uiui+1ui = ui+1uiui+1 dla i = 1, . . . , g − 2.

(C1) a1ui = uia1 dla i = 3, . . . , g − 1,
(C2) aiui+1ui = ui+1uiai+1 dla i = 1, . . . , g − 2,
(C3) ai+1uiui+1 = uiui+1ai dla i = 1, . . . , g − 2,
(C4) a1u1a1 = u1,
(C5) u2a1a2u1 = a1a2,
(C6) (u3b1)

2 = (a1a2a3)
2(u1u2u3)

2
je±li g ≥ 4,

(C7) u5b1 = b1u5 je±li g ≥ 6,
(C8) a4u4(a4a3a2a1u1u2u3u4)b1 = b1a4u4 je±li g ≥ 5.

Twisty Dehna ai, bj s¡ zde�niowane przy pomoy krzywyh le»¡yh na orien-

towalnej podpowierzhni homeomor�znej z Sρ,r, gdzie r ∈ {1, 2} i g = 2ρ + r
(Rys. 4). Generatory te, wraz z relajami (A1-A10) stanowi¡ prezentaj� grupy

M(Sρ,r) [H5, Theorem 3.1℄. Gdy g jest nieparzyste, to relaji (A9) i (A10) nie ma

i mo»na usun¡¢ z prezentaji generatory bj dla j = 0 i j > 1 oraz relaje (A7, A8).

Pozostaªe generatory ai, i = 1, . . . , g − 1 i b1 wraz z relajami (A1-A6) stanowi¡

prezentaj� M(Sρ,1) znalezion¡ przez Matsumoto [68℄. Gdy g jest parzyste, to
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tak samo mo»na wyrugowa¢ bj dla j 6= 1. Jednak wówzas w relajah (A9, A10)

b g−2

2

musiaªoby by¢ zast¡pione przez odpowiednie wyra»enie w generatorah ai i

b1. Znalezienie takiego jawnego wyra»enia znaznie upro±iªoby nasz¡ prezentaj�.

Generatory ui, i = 1, . . . , g − 1 wraz z relajami (B1, B2) tworz¡ dobrze znan¡

prezentaj� grupy warkozy Bg. Tak wi� Twierdzenie 1 mówi, »e M(Ng,1) jest

izomor�zna z grup¡ ilorazow¡ powstaj¡¡ przez podzielenie produktu wolnego

M(Sρ,r) ∗ Bg przez relaje (C1-C8). Aby otrzyma¢ prezentaj� M(Ng,0) nale»y

doda¢ jeszze trzy relaje.

Twierdzenie 2 (Paris-Szepietowski [H5, Theorem 3.6℄). Dla g ≥ 4 grupa M(Ng,0)
jest izomor�zna z grup¡ ilorazow¡ powstaj¡¡ przez podzielenie M(Ng,1), o pre-

zentaji danej w Twierdzeniu 1, przez relaje:

(B3) (u1u2 · · ·ug−1)
g = 1,

(B4) (u1u2 · · ·ug−2)
g−1 = 1.

(D) a1(a2a3 · · · ag−1ug−1 · · ·u3u2)a1 = a2a3 · · · ag−1ug−1 · · ·u3u2.

Przyjmuj¡ g = 4 w Twierdzeniu 2 otrzymujemy prezentaj� grupy M(N4,0)
ró»ni¡¡ si� od tej podanej w [H1, Theorem 2.1℄. W [H5, Setion 4℄ pokazali±my, »e

te prezentaje s¡ równowa»ne, wykonuj¡ w ten sposób krok bazowy indukyjnego

dowodu Twierdzenia 2. Tak wi� mo»na powiedzie¢, »e praa [H1℄ zawiera z�±¢

dowodu Twierdzenia 2.

Dowody Twierdze« 1 i 2 s¡ indukyjne wzgl�dem rodzaju g, przy zym Twier-

dzenie 1 dowodzimy przy zaªo»eniu, »e prawdziwe jest Twierdzenie 2. Dowód

Twierdzenia 2 wykorzystuje twierdzenie K.S. Browna [16℄ umo»liwiaj¡e wylize-

nie sko«zonej prezentaji grupy, która dziaªa na jednospójnym CW-kompleksie

X permutuj¡ jego komórki, przy zaªo»eniu, »e:

• stabilizator ka»dego wierzhoªka X ma sko«zon¡ prezentaj�;

• stabilizator ka»dej kraw�dzi X jest sko«zenie generowany;

• lizba orbit komórek wymiaru ≤ 2 jest sko«zona.

Twierdzenie Browna stosujemy do dziaªania M(N), gdzie N = Ng,0, g ≥ 4, na
uporz¡dkowanym kompleksie krzywyh Cord(N), zde�niowanym w [6℄ podobnie

do kompleksu krzywyh Harvey'a. Dwie uporz¡dkowane k-krotki parami rozª¡z-

nyh i nieizotopijnyh krzywyh zamkni�tyh zwyzajnyh na N , (γ1, γ2, . . . , γk)
i (γ′1, γ

′
2, . . . , γ

′
k), s¡ równowa»ne, je±li γi i γ

′
i s¡ izotopijne (jako niezorientowane

krzywe) dla i = 1, . . . , k. Klasy równowa»no±i takih k-krotek s¡ (k − 1)-sym-

pleksami kompleksu Cord(N). Uzyskanie prezentaji M(N) u»ywaj¡ dziaªania

tej grupy na Cord(N) wymaga oblizenia prezentaji stabilizatorów wierzhoªków,

wybieraj¡ po jednym reprezentanie z ka»dej orbity wierzhoªków. Stabilizator

StabM(N)[γ] wierzhoªka [γ] jest bardzo bliski grupie klas odwzorowa« powierzhni

Nγ powstaj¡ej przez rozi�ie N wzdªu» krzywej γ. Dzi�ki temu, ªatwo oblizy¢

prezentaj� StabM(N)[γ] znaj¡ prezentaj� M(Nγ), która z kolei mo»e by¢ obli-

zona rekurenyjnie, poniewa» Nγ ma ni»szy rodzaj ni» N . Sytuaj� komplikuje

nieo fakt, »e Nγ ma niepusty brzeg, w przeiwie«stwie do N .
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Wpray [P4℄ zaproponowaªem algorytm wyznazania prezentajiM(N), oparty
na powy»szym twierdzeniu Browna. Prezentaja b�d¡a jego wynikiem jest sko«-

zona, ale olbrzymia; zawiera oblizane rekurenyjnie prezentaje stabilizatorów

wierzhoªków kompleksu Cord(N) oraz wiele relaji zwi¡zanyh z sympleksami wy-

miaru 1 i 2. Aby otrzyma¢ jawn¡ prezentaj� M(N) o rozs¡dnej lizbie gene-

ratorów i relaji trzeba ten algorytm stosowa¢ w subtelny sposób, dbaj¡ o to,

»eby prezentaje otrzymywane w krokah po±rednih nie byªy zbyt du»e. W pray

[H1℄ udaªo si� to zrobi¢ dla g = 4, a ostatezny el, to znazy jawna prezentaja

M(Ng) dla dowolnego g, zostaª osi¡gni�ty w pray [H5℄. Dzi�ki temu, »e przypa-

dek g = 4 zostaª rozpatrzony we wze±niejszej pray [H1℄, w [H5℄ mogli±my u»y¢

przeªomowego pomysªu polegaj¡ego na zast¡pieniu kompleksu Cord(N) jego pod-

kompleksem zbudowanym tylko z krzywyh nierozdzielaj¡yh, który jest jedno-

spójny dla g ≥ 5. W przypadku g ≥ 7 u»yli±my jeszze mniejszego podkompleksu,

o znaz¡o zmniejszyªo prezentaj� wynikaj¡¡ z twierdzenia Browna.

Wyhodz¡ od prezentajiM(Ng,0)mo»na indukyjnie oblizy¢ prezentaj� grupy

M(Ng,n, P ) dla dowolnyh n i P metod¡ opart¡ na i¡gu dokªadnym Birman, jak w

pray [60℄ w przypadku powierzhni orientowalnyh. Znalezienie takiej prezentaji

w ogólnym przypadku jest iekawym wyzwaniem badawzym.

Z prezentaji podanyh w Twierdzeniah 1 i 2 mo»na dosy¢ ªatwo wyrugowa¢

generatory ui dla i > 1. Zrobiª to Stukow [78℄ otrzymuj¡ w ten sposób prezenta-

je M(Ng,1) i M(Ng,0) z mniejsz¡ lizb¡ generatorów i relaji, a przy ih pomoy

oblizyª pierwsz¡ grup� homologii M(Ng,n) o wspóªzynnikah w H1(Ng,n;Z) dla
n ≤ 1 [79℄. Niedawno w repozytorium arXiv pojawiª si� iekawy preprint Omori

[72℄, zawieraj¡y niesko«zone prezentaje grup M(Ng,1) i M(Ng,0) z bardzo pro-

stymi relajami. Generatorami w tyh prezentajah s¡ wszystkie twisty Dehna

oraz wszystkie Y-homeomor�zmy (nazywane równie» rossap slides, o któryh

pisz� poni»ej w paragra�e 2.4). Dowód gªównego wyniku pray [72℄ korzysta z

prezentaji Stukowa [78℄, a wi� po±rednio równie» z Twierdze« 1 i 2.

Warto doda¢, »e nie jest mo»liwa prezentaja M(Ng,n), w której wszystkie ge-

neratory byªyby twistami Dehna. Istotnie, podgrupa M(Ng,n) generowana przez

wszystkie twisty Dehna ma indeks 2 [62, 76℄.

2.3. Reprezentaje liniowe i inne homomor�zmy. [H4℄

Dziaªanie grupy M(Sg,n) na H1(Sg,Z) zahowuje algebraizny indeks przei�ia,
który jest form¡ symplektyzn¡. Indukowany surjektywny homomor�zm

Φ: M(Sg,n) → Sp(2g,Z),

nazywany standardow¡ reprezentaj¡ symplektyzn¡, jest jednym z wa»niejszyh

narz�dzi do badania grupy klas odwzorowa« powierzhni orientowalnej. W ostat-

nih latah J. Franks, M. Handel i M. Korkmaz [23, 57, 58℄ udowodnili, »e dla

g ≥ 3 najmniejszym stopniem nietrywialnej reprezentaji M(Sg,n) → GL(m,C)
jest m = 2g, a standardowa reprezentaja symplektyzna jest jedyn¡, z dokªadno-

±i¡ do sprz�»enia w C, zespolon¡ reprezentaj¡ M(Sg,n) wymiaru 2g. W pray
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[H4℄ udowodniªem analogizne twierdzenia dla grupy klas odwzorowa« powierzhni

nieorientowalnej.

Mówimy, »e dwa homomor�zmy f1, f2 z grupy G do H s¡ sprz�»one, je±li istnieje

takie y ∈ H , »e f1(x) = yf2(x)y
−1

dla ka»dego x ∈ G. Obraz homomor�zmu f
oznazamy przez Im(f).
Ustalmy podwójne nakryie P : Sg−1 → Ng. Na moy twierdzenia Birman i Chil-

lingwortha [9℄ M(Ng) jest izomor�zna z podgrup¡ M(Sg−1) zªo»on¡ z zahowu-

j¡yh orientaj� podniesie« homeomor�zmów Ng. St¡d mamy dziaªanie M(Ng)
na H1(Sg−1,Z). Oznazmy przez Kg jadro homomor�zmu P∗ : H1(Sg−1,Z) →
H1(Ng,Z)/Z2 indukowanego przez nakryie P , gdzie Z2 oznaza podgrup� tor-

syjn¡ H1(Ng,Z). Grupa Kg jest niezmienniza wzgl�dem dziaªania M(Ng) na

H1(Sg−1,Z). Ponadto, Kg i H1(Sg−1,Z)/Kg s¡ wolnymi Z-moduªami rangi g − 1,
a zatem otrzymujemy dwie reprezentaje M(Ng) stopnia g − 1

Ψ1 : M(Ng) → GL(Kg), Ψ2 : M(Ng) → GL(H1(Sg−1,Z)/Kg),

które, po ustaleniu baz, traktujemy jako homomor�zmy w GL(g − 1,C). S¡ one

niesprz�»one, hoia» kerΨ1 = kerΨ2 [H4, Lemma 4.1℄. Pierwszy rezultat pray

[H4℄ mówi, »e g−1 jest najmniejszym stopniem nietrywialnej (nieabelowej) repre-

zentaji M(Ng).

Twierdzenie 3 (Szepietowski [H4, Theorem 1.3℄). Nieh n ≤ 1, g ≥ 5, m ≤ g−2 i
zaªó»my, »e f : M(Ng,n) → GL(m,C) jest nietrywialnym homomor�zmem. Wtedy

Im(f) jest izomor�zne z Z2 lub Z2 × Z2, przy zym drugi przypadek jest mo»liwy

tylko dla g = 5 lub 6.

Powy»szy rezultat zostaª wze±niej udowodniony przez Korkmaza [57℄ przy do-

datkowym zaªo»eniu, »e m ≤ g − 3 je±li g jest parzyste. Nowo±¢ Twierdzenia 3

polega na tym, »e obejmuje ono równie» przypadek m = g − 2 dla parzystego g.
Jako zastosowanie Twierdzenia 3 udowodniªem nast�puj¡y rezultat, który stanowi

rozwi¡zanie Problemu 3.3 z [56℄.

Twierdzenie 4 (Szepietowski [H4, Theorem 1.4℄). Zaªó»my, »e g ≥ 5, h < g i

f : M(Ng) → M(Nh) jest nietrywialnym homomor�zmem. Wtedy Im(f) jest jak
w Twierdzeniu 3.

Analogizne twierdzenie dla grup klas odwzorowa« zamkni�tyh powierzhni

orientowalnyh udowodnili Harvey i Korkmaz [36℄. Zarówno Twierdzenie 3 jak i 4

nie zahodz¡ dla g = 4, poniewa» pokazaªem, »e istnieje homomor�zm z M(N4)
do M(N3) ∼= GL(2,Z), którego obraz jest niesko«zon¡ grup¡ diedraln¡ [H4, Co-

rollary 6.2℄. Do skonstruowania takiego homomor�zmu u»yªem prezentaji grupy

M(N4) z pra [H1, H5℄.
Zaªó»my, »e g ≥ 7. Wtedy abelianizaja M(Ng) jest izomor�zna z Z2 [52℄.

Oznazamy przez ab: M(Ng) → Z2 kanonizne rzutowanie i dla i = 1, 2 de�niu-

jemy Ψ′
i : M(Ng) → GL(g−1,C) wzorem Ψ′

i(x) = (−1)ab(x)Ψi(x) dla x ∈ M(Ng).
Kolejny rezultat pray [H4℄ jest nast�puj¡y.
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Twierdzenie 5 (Szepietowski [H4, Theorem 1.5℄). Nieh g ≥ 7, g 6= 8 i zaªó»my,

»e f : M(Ng) → GL(g − 1,C) jest nietrywialnym homomor�zmem. Wtedy albo

Im(f) ∼= Z2, albo f jest sprz�»ony z jednym z homomor�zmów Ψ1, Ψ
′
1, Ψ2, Ψ

′
2.

Dla g = 8 udowodniªem analogizne twierdzenie [H4, Theorem 1.6℄. W tym

przypadku mamy dodatkowy homomor�zm M(N8) → GL(7,C) wynikaj¡y z

faktu, »e istnieje epimor�zm z M(N8) na Sp(6,Z2), a ostatnia grupa ma nie-

przywiedln¡ reprezentaj� w GL(7,C).

2.4. Grupa klas odwzorowa« poziomu 2. [H2, H3℄

Skªadaj¡ standardow¡ reprezentaj� symplektyzn¡ grupy M(Sg) z homomor-

�zmem redukji modulo m, dla pewnej lizby naturalnej m ≥ 2, otrzymujemy

surjektywn¡ reprezentaj� M(Sg) → Sp(2g,Zm), której j¡dro oznazamy przez

Γm(Sg) i nazywamy grup¡ klas odwzorowa« poziomu m powierzhni Sg. Grupa

Γm(Sg) mo»e by¢ równie» opisana jako grupa klas izotopii homeomor�zmów Sg

dziaªaj¡yh trywialnie na H1(Sg,Zm). Podsumowuj¡, mamy krótki i¡g do-

kªadny

1 → Γm(Sg) → M(Sg) → Sp(2g,Zm) → 1.

Grupy Γm(Sg) byªy intensywnie badane, mi�dzy innymi przez Haina [29℄ i Ivanowa

[45℄, a z nowszyh rezultatów warto wspomnie¢ oblizenie ih abelianizaji [74, 75℄.

W przypadku powierzhni nieorientowalnej Ng, algebraizny indeks przei�ia

na H1(Ng,Z) jest zde�niowany jedynie modulo 2. Z tego powodu bardzo natural-

nie jest rozwa»a¢ dziaªanie M(Ng) na H1(Ng,Z2) i jego j¡dro Γ2(Ng). Grup�

automor�zmów H1(Ng,Z2) zahowuj¡yh algebraizny indeks przei�ia ozna-

zamy, za Korkmazem [52℄, przez Iso(H1(Ng,Z2)). Wybieraj¡ standardow¡ baz�

H1(Ng,Z2) otrzymujemy izomor�zm

Iso(H1(Ng,Z2)) ∼= {A ∈ GL(g,Z2) | AA
t = I}.

MCarthy i Pinkall [69℄ oraz Gadgil i Panholi [24℄ wykazali, »e odwzorowanie

M(Ng) → Iso(H1(Ng,Z2)) jest surjekj¡. Mamy zatem krótki i¡g dokªadny

1 → Γ2(Ng) → M(Ng) → Iso(H1(Ng,Z2)) → 1.

Prae [H2, H3℄ po±wi�one s¡ grupie Γ2(Ng). Do sformuªowania zawartyh w nih

wyników potrzebne jest poj�ie Y-homeomor�zmu.

W odró»nieniu odM(Sg), grupaM(Ng) nie jest generowana przez twisty Dehna.
Udowodniª to Likorish [61℄, który podaª pierwszy przykªad elementu M(Ng),
który nie jest ilozynem twistów. Jest to Y-homeomor�zm, nazywany tak»e ros-

sap slide. Zaªó»my, »e g ≥ 2 i α i β s¡ dwiema krzywymi zamkni�tymi zwy-

zajnymi na Ng, przeinaj¡ymi si� transwersalnie w jednym punkie, gdzie α jest

jednostronna, a β dwustronna. Nieh K ⊂ Ng b�dzie otozeniem regularnym

α∪ β, homeomor�znym z butelk¡ Kleina z brzegiem. Oznazmy przez M wst�g�

Möbiusa b�d¡¡ otozeniem regularnym krzywej α. Y-homeomor�zm Yα,β mo»e

by¢ opisany jako efekt przei¡gni�ia M jeden raz wzdªu» krzywej β, zahowuj¡
przy tym ka»dy punkt na brzegu K (Rys.5).
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α
K

β

Yα,β

Rysunek 5. Y-homeomor�zm lub rossap slide.

Likorish wykazaª, »e dla g ≥ 2 grupa M(Ng) jest generowana przez twisty

Dehna i jeden Y-homeomor�zm, a podgrupa generowana przez wszystkie twisty

ma indeks 2 [61, 62℄. Oznazmy przez Y(Ng) podgrup� M(Ng) generowan¡ przez

wszystkie Y-homeomor�zmy. Jak ªatwo sprawdzi¢, ka»dy Y-homeomor�zm in-

dukuje identyzno±¢ na H1(Ng,Z2), a zatem Y(Ng) ⊆ Γ2(Ng). W pray [H2℄

wykazaªem, »e zahodzi równo±¢ Y(Ng) = Γ2(Ng).

Twierdzenie 6 (Szepietowski [H2, Theorem 5.5℄). Nieh g ≥ 2. Element f ∈
M(Ng) indukuje identyzno±¢ na H1(Ng,Z2) wtedy i tylko wtedy gdy f jest ilozy-

nem Y-homeomor�zmów.

W szzególno±i, Y(Ng) jest wªa±iw¡ podgrup¡ M(Ng) sko«zonego indeksu.

Dla I, J ⊆ {1, 2, . . . , g} oznazmy YγI ,γJ przez YI;J , gdzie γI , γJ s¡ krzywymi z Ry-

sunku 1, zakªadaj¡, »e krzywe te speªniaj¡ zaªo»enia de�niji Y-homeomor�zmu.

Wykazaªem, »e Y(Ng) jest domkni�iem normalnym w M(Ng) jednego Y-homeo-

mor�zmu Y{1};{1,2} [H2, Lemma 3.6℄, który jest ilozynem dwóh inwoluji nale»¡-

yh do Y(Ng). W ten sposób udowodniªem nast�puj¡e twierdzenie.

Twierdzenie 7 (Szepietowski [H2, Theorem 3.7 i Corollary 5.7℄). Dla g ≥ 2 grupa

Γ2(Ng) jest generowana przez inwoluje.

Z ostatniego twierdzenia wynika, »e abelianizaja grupy Γ2(Ng) jest Z2-moduªem.

Poniewa» M(Ng) jest sko«zenie generowana, Γ2(Ng) równie» jest sko«zenie

generowana, jako podgrupa sko«zonego indeksu. Wobe tego, naturalnym pro-

blemem jest znalezienie sko«zonego zbioru generuj¡ego dla Γ2(Ng). Problem ten

rozwi¡zaªem w pray [H3℄, której gªówny wynik jest nast�puj¡y.

Twierdzenie 8 (Szepietowski [H3, Theorem 3.2℄). Dla g ≥ 3, grupa Γ2(Ng) jest
generowana przez nast�puj¡e elementy:

(1) Y{i};{i,j} dla i ∈ {1, 2, . . . , g − 1}, j ∈ {1, 2, . . . , g}, i 6= j;
(2) Y{i,j,k};{i,j,k,l} dla i < j < k < l, je±li g ≥ 4.

Dla uzupeªnienia dodajmy, »e Γ2(N1) = M(N1) = {1} i Γ2(N2) ∼= Z2.

W Twierdzeniu 8, ka»dy generator Y{i,j,k};{i,j,k,l} typu (2) mo»e by¢ zast¡piony

przez T 2
{i,j,k,l}, gdzie T{i,j,k,l} jest twistem Dehna wzgl�dem γ{i,j,k,l} [H3, Remark

3.9℄. Zauwa»my, »e jest (g − 1)2 generatorów typu (1) i

(

g

4

)

generatorów typu (2).

W ostatniej z�±i pray [H3℄ wykazaªem, »e lizba generatorów Γ2(Ng) z Twier-

dzenia 8 jest minimalna dla g = 3 i 4. Dziaªanie M(N3) na H1(N3,Z) indukuje
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izomor�zm M(N3) → GL(2,Z), który przeprowadza Γ2(N3) na gªówn¡ podgrup¡

kongruenyjn¡ poziomu 2 grupy GL(2,Z) [H3, Corollary 4.2℄. Nast�puj¡e twier-

dzenie mówi, »e lizba generatorów Γ2(N4) z Twierdzenia 8 jest równa randze

abelianizaji tej grupy, a wi� jest minimalna.

Twierdzenie 9 (Szepietowski [H3, Theorem 4.3℄). Grupa H1(Γ2(N4),Z) jest izo-
mor�zna z Z10

2 .

Dowód Twierdzenia 9 wykorzystuje Twierdzenia 7 i 8, a tak»e prezentaj� grupy

M(N4) z pray [H1℄. Dla g > 4 zbiór generuj¡y Γ2(Ng) z Twierdzenia 8 nie

jest minimalny. Hirose i Sato [41℄ pokazali, »e zawiera on podzbiór moy

(

g+1
3

)

,

który równie» generuje Γ2(Ng), a nast�pnie udowodnili, »e H1(Γ2(Ng),Z) ma rang�

równ¡

(

g+1
3

)

, o stanowi uogólnienie powy»szego Twierdzenia 9. Do oblizenia

abelianizaji Γ2(Ng) Hirose i Sato wykorzystali moje Twierdzenia 7 i 8.

Praa [H2℄ zawiera wa»n¡ konstrukj� homomor�zmu rossap pushing map

ψ : π1(Ng−1, x0) → M(Ng),

gdzie Ng−1 powstaje przez wyi�ie z Ng wst�gi Möbiusa i zast¡pienie jej dyskiem

z wyró»nionym punktem x0. Gdy α ∈ π1(Ng−1, x0) jest klas¡ homotopii reprezen-

towan¡ przez krzyw¡ zwyzajn¡, to ψ(α) jest albo Y-homeomor�zmem, gdy α jest

jednostronna, albo ilozynem dwóh twistów, gdy α jest dwustronna. Pozwala to

na otrzymywanie w M(Ng) relaji postai

(1) ψ(αβ) = ψ(α)ψ(β),

gdzie po obu stronah wyst�puj¡ Y-homeomor�zmy lub twisty, o ile α, β i αβ s¡

reprezentowane przez krzywe zwyzajne (uwaga: tutaj ilozyn αβ w π1(Ng−1, x0)
oznaza najpierw β, a potem α). W ten sposób uzyskano niektóre relaje wyst�pu-

j¡e w sko«zonyh prezentajah grup M(Ng) i M(Ng,1) znalezionyh w praah

[H5℄ i [78℄. Co wi�ej, (1) jest jedn¡ z relaji de�niuj¡yh w niesko«zonej pre-

zentaji Omori [72℄. Homomor�zm ψ jest podstawowym narz�dziem sªu»¡ym

do badania Y-homeomor�zmów, wykorzystanym w praah [H2, H3℄, a tak»e w

praah innyh autorów, mi�dzy innymi w [42℄ oraz we wspomnianyh powy»ej

praah [72, 78℄. S¡dz�, »e narz�dzie to ma du»y potenjaª, poniewa» badanie

Y-homeomor�zmów jest wa»n¡ z�±i¡ teorii grupy klas odwzorowa« powierzhni

nieorientowalnej.

Grup� Γ2(Ng) mo»na widzie¢ jako pewne przybli»enie podgrupy Torelli I(Ng)
skªadaj¡ej si� z elementów M(Ng) indukuj¡yh identyzno±¢ na H1(Ng,Z). Z

jednej strony jest to przybli»enie bardzo niedokªadne, bo I(Ng) jest podgrup¡

Γ2(Ng) niesko«zonego indeksu. Z drugiej strony jednak, sko«zony zbiór gene-

ruj¡y Γ2(Ng) wyst�puj¡y w Twierdzeniu 8 i zredukowany w [41℄ stanowi jeden

ze skªadników wyj±iowyh dowodu gªównego twierdzenia pray [42℄, w której Hi-

rose i Kobayashi znale¹li pewien niesko«zony zbiór generuj¡y I(Ng). Wynik ten

jest analogizny do klasyznego twierdzenie Powella [73℄ o generatorah grupy To-

relli powierzhni orientowalnej. Warto doda¢, »e do tej pory nie jest znany »aden

sko«zony zbiór generuj¡y I(Ng).
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Twierdzenia 6 i 8 zostaªy tak»e wykorzystanie w dowodzie gªównego twierdzenia

pray [40℄, podaj¡ego warunek koniezny i wystarzaj¡y na to, »eby homeomor-

�zm powierzhni nieorientowalnej, zanurzonej w pewien standardowy sposób w

4-wymiarowej sferze S4
, rozszerzaª si� do homeomor�zmu S4

.

3. Pozostaªe osi¡gni�ia naukowo-badawze

3.1. Prae przed uzyskaniem doktoratu:

[P1℄ B. Szepietowski, Mapping lass group of a non-orientable surfae and mo-

duli spae of Klein surfaes, Comptes Rendus de l'Aademie des Sienes,

Paris, Ser. I 335 (2002) 1053�1056.

[P2℄ B. Szepietowski, Involutions in mapping lass groups of non-orientable sur-

faes, Colletanea Mathematia 55, 3 (2004), 253�260.

[P3℄ B. Szepietowski, The mapping lass group of a nonorientable surfae is

generated by three elements and by four involutions, Geometriae Dediata

117 (2006), 1�9.

[P4℄ B. Szepietowski, A presentation for the mapping lass group of a non-

orientable surfae from the ation on the omplex of urves, Osaka Journal

of Mathematis 45 (2008), 283�326.

3.2. Prae po uzyskaniu doktoratu:

[P5℄ B. Szepietowski, On the ommutator length of a Dehn twist, Comptes

Rendus Mathematuque 348 (2010), 923�926.

[P6℄ E. Bujalane, F. J. Cirre, M. D. E. Conder, B. Szepietowski, Finite group

ations on bordered surfaes of small genus, Journal of Pure and Applied

Algebra 214 (2010), 2165�2185.

[P7℄ B. Szepietowski, Embedding the braid group in mapping lass groups, Pu-

bliaions Matematiques 54 (2010), 359�368.

[P8℄ B. Szepietowski, Counting pseudo-Anosov elements in the mapping lass

group of the three-puntured projetive plane, Turkish Journal of Mathe-

matis 38 (2014) 524�534.

[P9℄ B. Szepietowski, On �nite index subgroups of the mapping lass group of

a nonorientable surfae, Glasnik Matemati£ki 49 (2014) 337�350.

[P10℄ E. Bujalane, J. J. Etayo, E. Martínez, B. Szepietowski, On the onneted-

ness of the branh loi of non-orientable unbordered Klein surfaes of low

genus, Glasgow Mathematial Journal 57 (2015), 211�230.

[P11℄ G. Gromadzki, B. Szepietowski, On topologial type of periodi self-homeo-

morphisms of losed non-orientable surfaes, Revista de la Real Aademia

de Cienias Exatas, Físias y Naturales, Serie A, Matemátias, online �rst

2015, 18 pp. DOI: 10.1007/s13398-015-0234-6

[P12℄ G. Gromadzki, B. Szepietowski, X. Zhao, On lassi�ation of yli orient-

ation-reversing ations of big order on losed surfaes, Journal of Pure and

Applied Algebra, 220 (2016), 465-481.
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[P13℄ F. Atalan, B. Szepietowski, Automorphisms of the mapping lass group

of a nonorientable surfae, preprint 2014, ArXiv:1403.2774. Zªo»one do

publikaji.

W przygotowaniu:

[P14℄ G. Gromadzki, S. Hirose, B. Szepietowski, On topologial lassi�ation of

�nite yli ations on bordered surfaes, preprint 2015.

Poni»ej opisz� najwa»niejsze wyniki powy»szyh pra, zazynaj¡ od tyh po-

±wi�onyh ±i±le grupom klas odwzorowa«. Nast�pnie omówi� prae dotyz¡e

innej tematyki, gdzie we wspóªpray z innymi matematykami udaªo mi si� zasto-

sowa¢ moje do±wiadzenia w badaniu grupy klas odwzorowa«. S¡ to ztery prae

dotyz¡e topologiznej klasy�kaji dziaªa« grup sko«zonyh na powierzhniah

[P6, P11, P12, P14℄ oraz jedna praa o spójno±i miejsa osobliwego przestrzeni

moduli nieorientowalnyh powierzhni Kleina [P10℄.

3.3. Podgrupy sko«zonego indeksu grupy klas odwzorowa« powierzhni

nieorientowalnej. [P9℄

Na moy twierdzenia Grossman [28℄, grupa M(Sg,n) jest rezydualnie sko«zona,
a poniewa» M(Ng,n) jest izomor�zna z podgrup¡ M(Sg−1,2n), wi� te» jest re-

zydualnie sko«zona. To oznaza, »e grupy klas odwzorowa« posiadaj¡ bardzo

du»o podgrup sko«zonego indeksu. Warto doda¢, »e ka»dej takiej podgrupie od-

powiada pewne nakryie sko«zonego stopnia odpowiedniej przestrzeni moduli. Z

drugiej strony, A. J. Berrik, V. Gebhardt i L. Paris [8℄ wykazali, »e dla g ≥ 3
minimalny indeks wªa±iwej podgrupy M(Sg,n) wynosi 2

g−1(2g − 1). Dokªadniej,

w [8℄ udowodniono, »e M(Sg,n) zawiera jedyn¡ z dokªadno±i¡ do sprz�»enia pod-

grup� indeksu m−
g = 2g−1(2g − 1), jedyn¡ z dokªadno±i¡ do sprz�»enia podgrup�

indeksu m+
g = 2g−1(2g + 1), a wszystkie inne wªa±iwe podgrupy M(Sg,n) maj¡

indeks wi�kszy od m+
g (o najmniej 5m−

g je±li g ≥ 4).
Dla g ≥ 2 minimalny indeks wªa±iwej podgrupy M(Ng,n) wynosi 2, a je±li

g ≥ 7, to jedyn¡ podgrup¡ M(Ng,n) indeksu 2 jest podgrupa generowana przez

wszystkie twisty Dehna, oznazana przez T (Ng,n). Zaªó»my, »e g ≥ 7, n ∈ {0, 1}
i przyjmijmy h = ⌊(g − 1)/2⌋. Nieh G oznaza grup� M(Ng,n) lub T (Ng,n). W

[P9, Theorem 1.1℄ wykazaªem, »e G zawiera jedyn¡ z dokªadno±i¡ do sprz�»enia

podgrup� indeksu m−
h = 2h−1(2h − 1), jedyn¡ z dokªadno±i¡ do sprz�»enia pod-

grup� indeksu m+
h = 2h−1(2h + 1), a wszystkie inne wªa±iwe podgrupy G maj¡

indeks wi�kszy od m+
h (o najmniej 5m−

h je±li h ≥ 4). W szzególno±i, minimalny

indeks wªa±iwej podgrupy T (Ng,n) wynosi m
−
h .

Dla 2 ≤ g ≤ 6, minimalny indeks wªa±iwej podgrupy T (Ng,n) wynosi 2. Dla

g ∈ {5, 6} wykazaªem [P9, Theorem 4.1℄, »e T (Ng,n) zawiera jedn¡ podgrup�

indeksu 2, dwie podgrupy indeksu m−
2 = 6 i jedn¡ podgrup� indeksu m+

2 = 10,
z dokªadno±i¡ do sprz�»enia, a wszystkie inne wªa±iwe podgrupy T (Ng,n) maj¡

indeks wi�kszy ni» 10. Poniewa» abelianizaja grupy T (N4,0) jest izomor�zna

z Z × Z2 [76℄, ka»da lizba aªkowita dodatnia jest indeksem pewnej podgrupy

T (N4,n).
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3.4. Zanurzenia grupy warkozy w grupy klas odwzorowa«. [P7℄

Gdy dwie dwustronne krzywe zamkni�te zwyzajne α, β na powierzhni F nie

przeinaj¡ si�, to odpowiadaj¡e im twisty Dehna komutuj¡: TαTβ = TβTα; nato-
miast gdy α i β przeinaj¡ w jednym punkie, to twisty speªniaj¡ w M(F ) relaj�
warkoza: TαTβTα = TβTαTβ (o ile kierunki twistów zgadzaj¡ si� w punkie prze-

i�ia). Tak wi� ka»demu ªa«uhowi α1, α2, . . . , αn−1 dwustronnyh krzywyh

zamkni�tyh zwyzajnyh na F , gdzie αi ∩ αj = ∅ dla |i− j| > 1 oraz αi przeina

αi+1 w jednym punkie dla i = 1, 2, . . . , n−2, odpowiada homomor�zm z grupy Bn

warkozy o n pasmah do grupy klas odwzorowa« M(F ). Taki homomor�zm jest

na ogóª ró»nowarto±iowy. Praa [P7℄ byªa motywowana pytaniem B. Wajnryba

[87℄ o istnienie �niegeometryznyh� zanurze« Bn → M(F ), przy któryh obrazy

standardowyh generatorów Bn nie s¡ twistami Dehna. W pray [P7℄ udowodni-

ªem, »e odwzorowanie standardowyh generatorów Bg na rossap transpositions

ui (Rys. 3), i = 1, . . . , g − 1, de�niuje zanurzenie

ϕ : Bg → M(Ng,1).

W tej samej pray uogólniªem twierdzenie Birman-Chillingwortha na powierzhnie

z brzegiem dowodz¡, »e M(Ng,n) jest izomor�zna z podgrup¡ M(Sg−1,2n), o
pozwoliªo zde�niowa¢ zanurzenie

ψ : Bg → M(Sg−1,2)

przez podniesienie ui z Ng,1 do podwójnego nakryia Sg−1,2. Oba zanurzenia ϕ i

ψ maj¡ t� wªasno±¢, »e obrazy standardowyh generatorów Bg nie s¡ twistami

Dehna. Bödigheimer i Tillmann [11℄ wykazali, »e zanurzenie ψ indukuje od-

wzorowanie zerowe pomi�dzy grupami homologii dodatniego stopnia, o ile rodzaj

powierzhni jest odpowiednio du»y w stosunku do stopnia homologii. T� sam¡

wªasno±¢ maj¡ standardowe zanurzenia geometryzne oraz inne niegeometryzne

zanurzenia grupy warkozy w grup� klas odwzorowa« powierzhni orientowalnej

opisane w [11℄, ale nie zanurzenie ϕ. Dla g ≥ 7 i 0 < k ≤ g/3 indukowany

homomor�zm ϕ∗ : Hk(Bg;Z2) → Hk(M(Ng,1);Z2) jest ró»nowarto±iowy [11℄.

3.5. Twist Dehna jako komutator. [P5℄

Podgrup� grupy G generowan¡ przez wszystkie komutatory [a, b] = aba−1b−1
,

a, b ∈ G oznaza si� przez [G,G]. Dla x ∈ [G,G] nieh clG(x) oznaza najmniejsz¡

lizb� naturaln¡ k tak¡, »e x jest ilozynem k komutatorów, a sclG(x) nieh oznaza

grani�

sclG(x) = lim
n→∞

cl(xn)

n
.

Lizby clg(x) i sclG(x) nazywa si� odpowiednio dªugo±i¡ komutatorow¡ (om-

mutator length) i stabiln¡ dªugo±i¡ komutatorow¡ (stable ommutator length)

elementu x w grupie G.
Zaªó»my, »e S jest zamkni�t¡ powierzhni¡ orientowaln¡ rodzaju g ≥ 3. Grupa

klas odwzorowa« M(S) jest doskonaªa, to znazy [M(S),M(S)] = M(S) [73℄.

Nieh α b�dzie krzyw¡ zamkni�t¡ zwyzajn¡ na S, nie±i¡galn¡ do punktu, a Tα
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nieh oznaza twist Dehna wzgl�dem α. Wtedy clM(S)(Tα) = 2 [59℄ i sclM(S)(Tα) ≥
1

18g−6
[20, 54℄. W szzególno±i, i¡g clM(S)(T

n
α ), n ∈ Z jest nieogranizony. Rozsze-

rzon¡ grup� klas odwzorowa« M⋄(S) de�niuje si� jako grup� klas izotopii wszyst-

kih homeomor�zmów S, równie» tyh odwraaj¡yh orientaj�. W pray [P5℄

udowodniªem, »e T n
α jest równe pojedynzemu komutatorowi elementów M⋄(S)

dla dowolnego n ∈ Z. Zatem clM⋄(S)(T
n
α ) = 1, a st¡d sclM⋄(S)(Tα) = 0.

Zaªó»my, »e N jest zamkni�t¡ powierzhni¡ nieorientowaln¡ rodzaju g ≥ 7.
Wtedy [M(N),M(N)] = T (N) = [T (N), T (N)], gdzie T (N) jest podgrup¡

M(N) indeksu 2 generowan¡ przez wszystkie twisty Dehna [52℄. W pray [P5℄

udowodniªem, »e clM(N)(T
n
α ) = 1 dla dowolnej krzywej zamkni�tej zwyzajnej

dwustronnej α na N i dowolnego n ∈ Z, a przy dodatkowyh zaªo»eniah o α i N
tak»e clT (N)(T

n
α ) = 1.

3.6. Funkja wzrostu i g�sto±¢ elementów pseudo-Anosova w grupie klas

odwzorowa« pªaszzyzny rzutowej z trzema nakªuiami. [P8℄

Grupa G z ustalonym zbiorem generuj¡ym A mo»e by¢ wyposa»ona w metryk�,

zwan¡ metryk¡ sªów. W tej metrye, dªugo±i¡ elementu x jest minimalna lizba

zynników, potrzebna do zapisania x w postai ilozynu generatorów ze zbioru

A. Dla dowolnego podzbioru X grupy G de�niuje si� szereg pot�gowy, którego

wspóªzynniki an s¡ równe lizbom elementów zbioru X o dªugo±i n. Szereg ten

nazywa si� szeregiem wzrostu, a funkja, któr¡ on de�niuje nazywa si� funkj¡

wzrostu. G�sto±i¡ zbioru X nazywamy grani�

lim
n→∞

|B(n) ∩X|

|B(n)|
,

gdzie B(n) oznaza zbiór elementów G dªugo±i nie wi�kszej ni» n.
Nieh N b�dzie powierzhni¡ nieorientowaln¡ ze sko«zonym zbiorem P wyró»-

nionyh punktów (nakªu¢). Czyst¡ grup� klas odwzorowa« PM(N,P ) de�niujemy

jako grup� klas izotopii homeomor�zmów N zahowuj¡yh ka»dy punkt z P oraz

zahowuj¡yh lokaln¡ orientaj� w ka»dym punkie z P . W pray [P8℄ rozwa»yªem

grup� PM(N,P ), gdzie (N,P ) jest pªaszzyzn¡ rzutow¡ z trzema wyró»nionymi

punktami, wyposa»on¡ w metryk� sªów indukowan¡ przez pewien ustalony zbiór

generuj¡y. Oblizyªem funkje wzrostu dla zbiorów elementów redukowalnyh i

pseudo-Anosova. Okazaªo si�, »e funkje te s¡ wymierne. Udowodniªem te», »e

zbiór elementów pseudo-Anosova ma g�sto±¢ równ¡ 1.
Analogizne wyniki uzyskano w [2℄ dla sfery z zterema nakªuiami i w [81℄

dla torusa. Opisane rezultaty stanowi¡ z�±iow¡ odpowied¹ na pytanie 3.13 i

potwierdzenie hipotezy 3.15 z [22℄ w szzególnym przypadku.

3.7. Inne prae po±wi�one grupie klas odwzorowa« powierzhni nie-

orientowalnej. [P1-P4,P13℄

Praa [P1℄ zawiera wyniki uzyskane w mojej pray magisterskiej, a prae [P2,

P3, P4℄ stanowi¡ trzon mojego doktoratu, hoia» [P4℄ zostaªa opublikowana dwa

lata po moim doktoraie.
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Nieh Ng oznaza zamkni�t¡ powierzhni� nieorientowaln¡ rodzaju g ≥ 3. W

[P1℄ udowodniªem, »e grupa klas odwzorowa« M(Ng) jest generowana przez in-

woluje. Jako wa»ne zastosowanie tego faktu, wykazaªem jednospójno±¢ prze-

strzeni moduli M(Ng) powierzhni Kleina homeomor�znyh z Ng, na±laduj¡ do-

wód jednospójno±i przestrzeni moduli powierzhni Riemanna podany przez Ma-

lahlana [64℄. W [P2℄ udowodniªem, »e grupa M(Ng, P ), gdzie P jest sko«zo-

nym zbiorem wyró»nionyh punktów na Ng, równie» jest generowana przez in-

woluje. W [P3℄ wykazaªem, »e M(Ng) jest generowana przez trzy elementy, a

tak»e jest generowana przez ztery inwoluje. Praa [P3℄ byªa inspirowana ar-

tykuªami [13, 50, 55, 84℄ zawieraj¡ymi podobne wyniki dla grupy klas odwzo-

rowa« powierzhni orientowalnej. W [P4℄ podaªem algorytm rekurenyjnego wy-

znazania prezentaji grupy klas odwzorowa« M(Ng,n) wykorzystuj¡y jej dzia-

ªanie na kompleksie krzywyh. Algorytm ten zostaª zastosowany w praah [H1,

H5℄. W [P4℄ wyznazyªem te» sko«zone prezentaje grup M(Ng,n) dla (g, n) ∈
{(1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (3, 1)}. Dla tyh powierzhni kompleks krzywyh nie jest

jednospójny.

W pray [P13℄, jak dot¡d nieopublikowanej, udowodnili±my wspólnie z F. Ata-

lan, »e je±li N jest zamkni�t¡ powierzhni¡ nieorientowaln¡ rodzaju g ≥ 5 z dowol-
nym sko«zonym (by¢ mo»e pustym) zbiorem wyró»nionyh punktów P , to ka»dy

automor�zm grupy M(N,P ) jest wewn�trzny. Analogizne twierdzenie dla grupy

klas odwzorowa« powierzhni orientowalnej udowodniª Ivanov [44℄. Pokazaª on,

»e je±li S jest powierzhni¡ orientowaln¡ rodzaju g ≥ 3 ze zbiorem wyró»nionyh

punktów P , to ka»dy automor�zm M(S, P ) jest indukowany przez homeomor�zm

S, niekonieznie zahowuj¡y orientaj�.

3.8. Topologizna klasy�kaja dziaªa« grup sko«zonyh na zwartyh po-

wierzhniah. [P6, P11, P12, P14℄.

Przez dziaªanie grupyG na powierzhni F rozumiemy zanurzenieG w Homeo(F ),
a dwa takie dziaªania nazywamy topologiznie równowa»nymi je»eli ih obrazy

s¡ sprz�»one w Homeo(F ). Klasy�kaja dziaªa« grup sko«zonyh na zwartyh

powierzhniah, z dokªadno±i¡ do topologiznej równowa»no±i, jest klasyznym

problemem, którego historia si�ga zasów Nielsena, a literatura po±wi�ona tej te-

matye jest bardzo obszerna, szzególnie w przypadku powierzhni orientowanyh.

W praah [P6, P11, P12, P14℄ stosujemy metody kombinatoryznej teorii nie-

euklidesowyh grup krystalogra�znyh, w skróie NEC, zyli dyskretnyh i ko-

zwartyh podgrup grupy izometrii pªaszzyzny hiperboliznej H, zapoz¡tkowanej

przez Mabeatha [63℄. Dziaªanie sko«zonej grupy G na zwartej powierzhni F o

ujemnej harakterystye Eulera mo»e by¢ zrealizowane jako dziaªanie analityzne

lub dianalityzne wzgl�dem pewnej struktury powierzhni Riemanna lub Kleina

na F . Oznaza to, »e takie dziaªanie mo»e by¢ zadane przez gªadki epimor�zm

θ : Λ → G, gdzie Λ jest pewn¡ grup¡ NEC, którego j¡dro równie» jest grup¡ NEC,

beztorsyjn¡ gdy F jest powierzhni¡ zamkni�t¡, lub nie zawieraj¡¡ zahowuj¡-

yh orientaj� izometrii sko«zonego rz�du gdy F jest powierzhni¡ z brzegiem.

Rzez w tym, »e topologia dziaªania G jest zdeterminowana przez algebraizne
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wªasno±i θ i Λ. Tak wi� w badaniu dziaªa« grup sko«zonyh mo»na ogranizy¢

si� do algebry i kombinatoryki, zapominaj¡ o aspektah analityznyh. W tym

j�zyku, dwa dziaªania grupy G na F s¡ topologiznie równowa»ne wtedy i tylko

wtedy, gdy odpowiadaj¡e im gªadkie epimor�zmy θi : Λi → G, i = 1, 2 wpisuj¡

si� w diagram przemienny

(2)

Λ1
θ1−−−→ G





y

α





y

β

Λ2
θ2−−−→ G

gdzie α i β s¡ pewnymi izomor�zmami. Aby rozstrzygn¡¢, zy dwa dane gªad-

kie epimor�zmy Λ → G odpowiadaj¡ topologiznie równowa»nym dziaªaniom,

potrzebujemy zatem zna¢ grup� automor�zmów grupy NEC Λ. W tym miejsu

wykorzystujemy bliski zwi¡zek grupy Out(Λ) automor�zmów zewn�trznyh grupy

Λ i odpowiednio zde�niowanej grupy klas odwzorowa« M(H/Λ) orbifoldu H/Λ.
Znaj¡ generatory grupy M(H/Λ) mo»emy w ªatwy sposób otrzyma¢ generatory

Out(Λ), a gdy rz¡d grupy G jest odpowiednio du»y w stosunku do rodzaju po-

wierzhni, to grupy M(H/Λ) i Out(Λ) s¡ sko«zone, o umo»liwia efektywne ba-

danie topologiznej równowa»no±i dziaªa« opisanyh przez gªadkie epimor�zmy.

Prae [P11, P12, P14℄ stanowi¡ ykl po±wi�ony dziaªaniom sko«zonyh grup

ykliznyh du»ego rz�du na zwartyh powierzhniah. Pod konie XIX w. Wi-

man [89℄ udowodniª, »e rz¡d zahowuj¡ego orientaj� automor�zmu powierzhni

Riemanna rodzaju g ≥ 2 wynosi o najwy»ej 4g + 2, a Harvey [33℄ wykazaª, »e

ogranizenie to jest osi¡galne dla wszystkih g ≥ 2. Analogizne wyniki doty-

z¡e maksymalnego rz�du periodyznego homeomor�zmu odwraaj¡ego orienta-

j� oraz periodyznego homeomor�zmu powierzhni nieorientowalnej zostaªy udo-

wodnione w praah [17, 21, 88℄. Naturalnym pytaniem jest, do jakiego stopnia

rz¡d periodyznego homeomor�zmu powierzhni determinuje jego klas� sprz�»o-

no±i. W przypadku zahowuj¡yh orientaj� homeomor�zmów Sg wiadomo, »e

rz¡d determinuj� klas� sprz�»ono±i o ile ten rz¡d i rodzaj g s¡ odpowiednio du»e

[4, 39℄. W praah [P11℄ i [P12℄ rozwa»yli±my analogizny problem odpowied-

nio dla homeomor�zmów Ng, g ≥ 3 i odwraaj¡yh orientaj� homeomor�zmów

Sg, g ≥ 2. W pray [P11℄ (odpowiednio [P12℄) oblizyli±my lizby topologiznie

nierównowa»nyh dziaªa« grupy ykliznej Zn na Ng (odp. na Sg zawieraj¡yh

homeomor�zmy odwraaj¡e orientaj�), w zale»no±i od typu orbifoldu Ng/Zn,

dla n > g − 2 (odp. Sg/Zn, dla n > 2g − 2). W szzególno±i udowodnili±my,

»e dziaªania maksymalnego rz�du s¡ jedyne z dokªadno±i¡ do topologiznej rów-

nowa»no±i, z wyj¡tkiem powierzhni nieorientowalnej parzystego rodzaju g, na
której mamy dwa ró»ne typy topologizne dziaªa« maksymalnego rz�du n = 2g.
Warto podkre±li¢, »e hoia» w twierdzeniah sformuªowanyh w [P11, P12℄ podali-

±my tylko lizby dziaªa« du»ego rz�du, to w dowodah wyznazyli±my odpowiada-

j¡e im gªadkie epimor�zmy, a zatem otrzymali±my ih topologizn¡ klasy�kaj�.

Praa [P14℄, b�d¡a w przygotowaniu, zawiera analogizn¡ klasy�kaj� dziaªa«

na powierzhniah z brzegiem grup ykliznyh rz�du wi�kszego ni» p − 2, gdzie
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p jest algebraiznym rodzajem powierzhni. W szzególno±i, sklasy�kowali±my

dziaªania realizuj¡e rozwi¡zania tak zwanyh problemów minimalnego rodzaju i

maksymalnego rz�du dla powierzhni z brzegiem, znalezione trzydzie±i lat temu

w [18℄.

W pray [P6℄ sklasy�kowali±my, z dokªadno±i¡ do topologiznej równowa»no-

±i, dziaªania dowolnyh grup sko«zonyh rz�du o najmniej 6, na zwartyh po-

wierzhniah z brzegiem rodzaju algebraiznego p dla 2 ≤ p ≤ 6. W przypadku

powierzhni orientowalnyh bez brzegu, analogizna topologizna klasy�kaja zo-

staªa przeprowadzona dla powierzhni rodzaju 2 i 3 przez Broughtona [15℄ oraz 4
przez Bogopolskiego [10℄ i Kimur� [51℄. W elu znalezienia wszystkih mo»liwyh

gªadkih epimor�zmów Λ → G dla danej grupy Λ, u»yli±my tutaj programu kom-

puterowego MAGMA. Dla p = 5 i 6 otrzymali±my odpowiednio 273 i 216 topolo-

giznie nierównowa»nyh dziaªa«. W [P6, Setion 3℄ rozwa»yli±my tak»e dziaªania

grup rz�du mniejszego ni» 6, ale jest ih zbyt du»o, aby poda¢ peªn¡ klasy�kaj�.

Zamiast tego, dla ka»dej grupy rz�du o najwy»ej 5 wyznazyli±my wszystkie typy

topologizne powierzhni z brzegiem, dowolnego rodzaju, na któryh taka grupa

dziaªa. Analogizny wynik otrzymali±my równie» dla grup, któryh rz¡d jest lizb¡

pierwsz¡.

Jak pisaªem we wst�pie, ka»dej powierzhni Kleina odpowiada funktorialnie

pewna rzutowa krzywa algebraizna rzezywista, rozumiana zwykle jako krzywa

zespolona zde�niowana przy pomoy równania rzezywistego. Wobe tej odpo-

wiednio±i, wyniki otrzymane w praah [P6, P11, P14℄ mog¡ by¢ interpretowane

jako topologizna klasy�kaja dziaªa« odpowiednih grup sko«zonyh na krzy-

wyh rzezywistyh.

3.9. Miejse osobliwe przestrzeni moduli nieorientowalnyh powierzhni

Kleina. [P10℄

Nieh F b�dzie zamkni�t¡ powierzhni¡ o ujemnej harakterystye Eulera. Prze-

strze« moduliM(F ) powierzhni Riemanna lub Kleina homeomor�znyh z F jest

przestrzeni¡ orbit wªa±iwie niei¡gªego dziaªania grupy klas odwzorowa« M(F )
na przestrzeni Teihmüllera Teich(F ). Poniewa» Teich(F ) jest rozmaito±i¡, ho-

meomor�zn¡ z kul¡ w przestrzeni euklidesowej, M(F ) ma struktur� orbifoldu.

Punkty osobliwe M(F ) odpowiadaj¡ powierzhniom Riemanna lub Kleina posia-

daj¡ym nietrywialne automor�zmy. Zbiór wszystkih punktów osobliwyh M(F )
nazywamy miejsem osobliwym (branh lous) i oznazamy przez B(F ).
Badanie miejsa osobliwego B(Sg) przestrzeni moduli powierzhni Riemanna ro-

dzaju g ≥ 2 jest klasyznym problemem, którego historia si�ga lat sze±¢dziesi¡tyh

ubiegªego stuleia. Obszerna literatura po±wi�ona tej tematye zawiera seri� pra

dotyz¡yh spójno±i B(Sg). Ostatezny rezultat jest nast�puj¡y: B(Sg) jest

spójnym podzbiorem M(Sg) wtedy i tylko wtedy, gdy g ∈ {3, 4, 7, 13, 17, 19, 59}
[5℄.

W pray [P10℄ badamy miejse osobliwe B(Ng) przestrzeni moduli nieoriento-

walnyh powierzhni Kleina bez brzegu rodzaju 3 ≤ g ≤ 5. Jako gªówny wynik,
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udowodnili±my, »e B(Ng) jest spójnym podzbioremM(Ng) dla g = 4 i g = 5. Spój-
no±¢ B(N3) byªa znana wze±niej. Wynika ona z faktu, »e wszystkie powierzhnie

Kleina rodzaju 3 s¡ hipereliptyzne, a zatem posiadaj¡ nietrywialne automor�zmy.

Podobnie jak w [5℄, nasz dowód spójno±i B(Ng) opiera si� na dobrze znanej

straty�kaji przestrzeni moduli, opisanej mi�dzy innymi w [14, 34℄. Wzgl�dem tej

straty�kaji, B(Ng) rozkªada si� na sum� pewnyh spójnyh podzbiorów M(Ng),
odpowiadaj¡yh klasom topologiznej równowa»no±i dziaªa« grup sko«zonyh

na Ng. W ten sposób badanie spójno±i B(Ng) wi¡»e z tematyka opisan¡ w pa-

ragra�e 3.8. Ten w¡tek badawzy powinien by¢ kontynuowany, w elu znalezienia

wszystkih warto±i g, dla któryh B(Ng) jest spójnym podzbiorem M(Ng).

4. Plany badawze

Na zako«zenie autoreferatu przedstawi� moje plany badawze w szerszej per-

spektywie zasowej, konentruj¡ si� na poz¡tkowyh krokah w ka»dym z pla-

nowanyh w¡tków, o do któryh mam ju» do±¢ konkretne przemy±lenia i plany.

W pierwszym rz�dzie rozwijany b�dzie nadal w¡tek grupy klas odwzorowa« po-

wierzhni nieorientowalnej, w kierunkah z�±iowo nakre±lonyh przy omawianiu

moih dotyhzasowyh osi¡gni�¢ naukowyh. My±l� te» o poszerzeniu obszaru ba-

da« o naturalne zastosowania, wymagaj¡e ró»norodnyh umiej�tno±i i narz�dzi.

Wobe tego liz� na udziaª w realizaji poszzególnyh w¡tków wspóªpraowników,

maj¡ wst�pn¡ zgod� wielu z nih. W pierwszym rz�dzie b�dzie to wspóªpraa w

ramah istniej¡ej grupy badawzej w moim maierzystym zakªadzie Algebry na

UG (przede wszystkim G. Gromadzki i M. Stukow). Program jest równie» tak

pomy±lany, aby znalazªo si� w nim miejse dla przyszªyh doktorantów, a jego

ostateznym elem jest stworzenie zespoªu badawzego zajmuj¡ego si� kilkoma

szerokimi w¡tkami badawzymi, u podstaw któryh le»y znajomo±¢ grup klas od-

wzorowa« powierzhni.

4.1. Grupa Torelli powierzhni nieorientowalnej. Jedn¡ w najwa»niejszyh

podgrup grupy klas odwzorowa« powierzhni F jest podgrupa Torelli I(F ) skªada-
j¡a si� z klas izotopii homeomor�zmów indukuj¡yh identyzno±¢ na H1(F,Z).
W przypadku powierzhni orientowalnej podstawowe twierdzenia i narz�dzia sªu-

»¡e do badania podgrupy Torelli pohodz¡ od D. Johnsona [47, 48, 49℄. O grupie

Torelli powierzhni nieorientowalnej wiadomo bardzo niewiele. Pierwszy znaz¡y

wynik dotyz¡y I(N) uzyskali dopiero niedawno Hirose i Kobayashi [42℄ poda-

j¡ pewien zbiór generuj¡y I(N). Zbiór ten jest jednak niesko«zony i jednym

z moih elów b�dzie znalezienie sko«zonego zbioru generuj¡ego I(N) oraz roz-
wini�ie teorii analogiznej do teorii Johnsona grupy I(S). Jednym z pierwszyh

zada« szzegóªowyh jest zde�niowanie �homomor�zmu Johnsona� dla I(N), jako
krok w kierunku oblizenia abelianizaji tej grupy w dalszej perspektywie. Wydaje

si� »e do tego zadnia mo»na podej±¢ w duhu pray [H4℄, wykorzystuj¡ podwójne

nakryie Sg−1 → Ng. W zwi¡zku z tym, »e na moy twierdzenia Gastesi [25℄, które

(notabene) mo»na otrzyma¢ jako wniosek z mojego Lematu 4.1 w [H4℄, I(Ng) jest
izomor�zna z podgrup¡ I(Sg−1), mo»na obi¡¢ homomor�zm Johnsona okre±lony
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na I(Sg−1) do homomor�zmu I(Ng) → ∧3H1(Sg−1,Z). Pojawiaj¡ si� przy tym

naturalne pytania o obraz i generatory j¡dra powy»szego homomor�zmu. Podej-

miemy te» prób� zde�niowania homomor�zmu Johnsona dla I(N) bez odwoªywa-
nia si� do powierzhni orientowalnej. Warto tutaj wspomnie¢, »e Hirose i Sato

[41℄ u»yli homomor�zmu Johnsona modulo 2, okre±lonego na grupie Γ2(N) klas

odwzorowa« poziomu 2 powierzhni nieorientowalnej, do oblizenia abelianizaji

tej grupy, gdzie mam równie» wªasne do±wiadzenie z pra [H2, H3℄. Na kwieie«

2016 roku zaplanowana jest moja tygodniowa wizyta na uniwersyteie w Tokio, z

inijatywy profesora Nariya Kawazumi, aªkowiie �nansowana z jego ±rodków na

badania. Profesor Kawazumi jest wybitnym ekspertem w tematye homomor�-

zmu Johnsona i jestem przekonany, »e dyskusja z nim b�dzie dla mnie inspiruj¡a.

Reasumuj¡, S. Hirose i N. Kawazumi s¡ tymi ekspertami, na któryh wspóªpra�

w tym temaie liz�.

4.2. Generatory torsyjne. Wiadomo, »e grupa klas odwzorowa« zamkni�tej po-

wierzhni jest generowana przez elementy sko«zonego rz�du. Wa»n¡ wªasno±¢

takih elementów stanowi to, »e mog¡ by¢ one reprezentowane przez konforemne

automor�zmy powierzhni Riemanna, dla odpowiednio dobranej struktury anali-

tyznej, o pozwala przy ih analizie stosowa¢ metody geometrii hiperboliznej i

kombinatoryznej teorii grup, dzi�ki twierdzeniu Riemanna o uniformizaji. Jest

to niezwykle silna metoda, która pozwoliªa swego zasu C. Malahlanowi wykaza¢

jednospójno±¢ przestrzeni moduli krzywyh algebraiznyh zespolonyh [64℄, a mi

w moim magisterium [P1℄ uzyska¢ analogizny wynik dla zysto urojonyh krzy-

wyh algebraiznyh rzezywistyh (s¡ to krzywe zespolone posiadaj¡e równania

rzezywiste ale nie posiadaj¡e punków R-wymiernyh). W dziedzinie tej mam

tak»e sporo innyh do±wiadze« z zasów mojego doktoratu. W pray [P3℄ wyka-

zaªem, »e dla g ≥ 3 grupa M(Ng) jest ona generowana przez ztery inwoluje, a

tak»e przez trzy elementy, z któryh dwa maj¡ niesko«zony rz¡d. Otwartym py-

taniem jest, zy jest ona generowana przez dwa elementy lub przez trzy inwoluje.

Inne pytanie, na które hiaªbym odpowiedzie¢ jest nast�puj¡e. Czy M(Ng) jest
generowana przez elementy maksymalnego sko«zonego rz�du? Je±li tak, to jaka

jest najmniejsza lizba takih generatorów? Powy»sze pytanie jest motywowane

twierdzeniem Korkmaza [55℄, który udowodniª, »e grupa M(Sg) jest generowana
przez dwa elementy maksymalnego sko«zonego rz�du 4g + 2. W¡tek ten wpraw-

dzie nie jest dla mnie osobi±ie wysoko priorytetowy, ale s¡dz�, »e rozwinieie

tego tematu stanowi¢ mo»e dobry materiaª dla przyszªego doktoranta przeze mnie

prowadzonego.

4.3. Kompleksy symplijalne zwi¡zane z powierzhniami nieorientowal-

nymi. Na moy sªynnego twierdzenia Ivanova [44℄ grupa automor�zmów kom-

pleksu krzywyh C(S) na powierzhni orientowalnej S jest izomor�zna z rozsze-

rzon¡ grup¡ klas odwzorowa« M⋄(S). Twierdzenie to zostaªo uogólnione na roz-

maite inne kompleksy symplijalne zwi¡zane z powierzhni¡ orientowaln¡, a ostat-

nio równie» na przypadek powierzhni nieorientowalnej [2℄. Ostatni wynik stanowi
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motywaj� do badania automor�zmów i geometryznyh wªasno±i ró»nyh kom-

pleksów, które mo»na stowarzyszy¢ z powierzhni¡ nieorientowaln¡. Mam na my±li

przede wszystkim rozmaite naturalne podkompleksy kompleksu krzywyh, takie

jak, na przykªad, kompleks krzywyh rozdzielaj¡yh, krzywyh jednostronnyh o

nieorientowalnym uzupeªnieniu, krzywyh reprezentuj¡yh ustalon¡ klas� homo-

logii. To znowu, moim zdaniem, mo»e by¢ dobry materiaª na przyszªy doktorat

przeze mnie kierowany.

4.4. Rozmaito±i trójwymiarowe - dziaªania grup sko«zonyh na ku-

lah z r¡zkami. Podj�ie tematyki rozmaito±i trójwymiarowyh jest dla mnie

naturalnym krokiem, bior¡ pod uwag� rol�, jak¡ w tej teorii peªni¡ powierzh-

nie i ih grupy klas odwzorowa« (wystarzy tu wspomnie¢ rozkªady Heegaarda,

zy te» rozkªady ksi¡»kowe 3-rozmaito±i). W pierwszej kolejno±i zamierzam si�

skonentrowa¢ na kulah z r¡zkami (handlebodies), przy zym b�d� rozwa»aª rów-

nie» nieorientowalne 3-rozmaito±i powstaj¡e przez doklejenie do kuli skr�onyh

r¡zek (nonorientable handlebodies). Jednym z dªugoterminowyh elów w tej

tematye jest wypraowanie nowyh metod konstruowania i klasy�kaji dziaªa«

grup sko«zonyh na kulah z r¡zkami. Jest to klasyzna tematyka o bogatej

literaturze, je±li hodzi o przypadek orientowalny. Zamierzam spróbowa¢ w niej

swoih siª, uwzgl�dniaj¡ przypadek rozmaito±i nieorientowalnyh, bazuj¡ na

do±wiadzeniu nabytym podzas badania dziaªa« grup sko«zonyh na powierzh-

niah (paragraf 3.8) i kontynuuj¡ owon¡ wspóªpra� z G. Gromadzkim. Przy

realizaji tego projektu liz� równie» na wspóªpra� M. Stukowa, który jest eks-

pertem w dziedzinie grup klas odwzorowa« podobnie jak ja, a tak»e R. Hidalgo z

Chile, który jest znaw¡ grup Shottky.

Naszym elem jest wypraowanie algebraiznego kryterium pozwalaj¡ego roz-

strzyga¢ dwie rzezy. Po pierwsze, zy dziaªanie grupy sko«zonej G na zamkni�tej

powierzhni F , zadane przez gªadki epimor�zm (tak jak to opisaªem w paragra�e

3.8) rozszerza si� do dziaªania na kuli z r¡zkami, której brzegiem jest F ? Po dru-

gie, kiedy dwa ro»ne rozszerzenia tego samego dziaªania s¡ topologizne sprz�»one?

Naszym pierwszym zadaniem, które traktujemy jako rodzaj poligonu do±wiadzal-

nego, b�dzie klasy�kaja dziaªa« grup sko«zonyh na orientowalnyh kulah z

r¡zkami niskiego rodzaju (2, 3, 4), z dokªadno±i¡ do topologiznego sprz�»enia.

Punktem wyj±ia jest klasy�kaja z dokªadno±i¡ do izomor�zmu, grup sko«zo-

nyh dziaªaj¡yh na takih kulah z r¡zkami znaleziona w [71℄, a tak»e wyniki

dotyz¡e topologiznej klasy�kaji dziaªa« grup sko«zonyh na powierzhniah

orientowalnyh rodzaju 2, 3 i 4 autorstwa Broughtona [15℄, Kimury [51℄ i Bogo-

polskiego [10℄, który wyraziª zainteresowanie udziaªem w realizaji tego zadania.

Udziaª O. Bogopolskiego, który jest wybitnym spejalist¡ w dziedzinie kombinato-

ryznej teorii grup, jest wa»ny w konte±ie naszyh planów rozszerzenia na przypa-

dek nieorientowalny klasyznej metody konstrukji dziaªa« na kulah z r¡zkami

grupy podstawowej grafu grup, podanej przez D. MCullougha, A. Millera i B.

Zimmermanna w [71℄.
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4.5. Grupa klas odwzorowa« kuli z nieorientowalnymi r¡zkami. Kolej-

nym elem natury globalnej jest zbadanie algebraiznyh wªasno±i grupy klas od-

wzorowa« kuli z nieorientowalnymi r¡zkami, której brzegiem jest nieorientowalna

powierzhnia parzystego rodzaju. Przykªadowe ele szzegóªowe to wyznazenie

sko«zonego ukªadu generatorów tej grupy, a nast�pnie sko«zonej prezentaji,

u»ywaj¡ metod podobnyh do tyh, które doprowadziªy do analogiznyh rezul-

tatów dla orientowalnyh rozmaito±i [80, 85℄, wykorzystuj¡ do±wiadzenie na-

byte podzas mojej pray nad prezentaj¡ grupy klas odwzorowa« powierzhni.

Równie» w ramah tego w¡tku planuj� i liz� na owona wspóªpra� z S. Hirose,

zapoz¡tkowan¡ podzas jego wizyty w Gda«sku w zerwu 2015. Temat jest, w

zasadzie, zupeªnie nowy i s¡dz�, »e i tu jest miejse na udziaª przyszªego dokto-

ranta.
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