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Recenzja pracy doktorskiej Pana mgra Pawla Klingi pt. ,,Permutacje
i odwzorowania o nos$nikach idealowych oraz ich zastosowanie w szeregach

i odwzorowaniach osiowych”

Klasyczne twierdzenie Riemanna moéwi, ze elementy szeregu warunkowo zbieznego mozna,
przepermutowac tak, by byl on zbiezny do z géry danej liczby. Filipéw i Szuca badali pro-
blem czy teza twierdzenia Riemanna zachodzi, jesli o pemutacji zatozy¢, ze jej nosnik nalezy
do pewnego idealu. Okazuje sie, ze dla jednych idealow tak jest w istocie (np. dla idealu
gestosci zero), podczas gdy dla innych nie (np. dla ideatu zbioréw skoniczonych). Wiasnosé te
nazwali (R). Autorzy wykazali, ze wlasno$é (R) przystuguje ideatom, ktérych nie da sie rozsze-
rzy¢ do ideatéw sumowalnych. Jako, ze istnieje wielowymiarowa wersja twierdzenia Riemanna
(udowodniona przez Levy’ego i Steinitza), naturalnym pytaniem jest, czy wielowymiarowy od-
powiednik wlasnosci (R) dla idealow jest rownowazny wlasnosci (R). Ciekawe jest takze, ktore
znane idealy maja wlasnosé (R), lub rownowaznie, nie rozszerzaja sie do idealow sumowalnych.
Znaczng czes¢ rozprawy Autor poswieca tym pytaniom.

W roku 1935 Stefan Banach postawit w stynnej Ksiedze Szkockiej pytanie, czy kazda permu-
tacja w? jest zlozeniem skonczenie wielu permutacji osiowych. Problem ten zostal pozytywnie
rozwigzany przez Ehrenfeuchta i Grzegorka, ktorzy wykazali, ze wystarczg 4 permutacje osiowe
i ze nie da sie tego wyniku poprawi¢. Autor analizuje nastepujgce pytanie — czy wyniki Ehren-
feuchta i Grzegorka da sie wzmocni¢ zastepujac permutacje osiowe, permutacjami osiowymi,
ktore na kazdej osi majg nos$nik skoriczony lub nalezacy do ustalonego ideatu?

Praca zawiera Wstep, w ktorym znajduje sie¢ wprowadznie do tematyki oraz krétkie stresz-
czenie uzyskanych w rozprawie wynikow. W pierwszym rozdziale zatytulowanym ,Podstawowe
pojecia” umieszczone sa definicje uzywanych w pracy pojeé oraz gléwne fakty, ktore zostang
wykorzystane w dalszych czesciach pracy. Wyniki autora sa zamieszczone w kolejnych czterech
rozdzialach, ktore skladajg si¢ na dwie tematyczne czedci. Czes¢ pierwsza — rozdzialy drugi i
trzeci — to nawigzanie do 'Wyriikc’)w uzyskanych przez Filipowa i Szucg. Cz¢s¢ druga — rozdziaty

czwarty 1 piaty — to nawigzanie do wynikéw Ehrenfeuchta i Grzegorka.

Rozdzial 2 rozpoczyna sie od Twierdzenia 2.1.1. méwiacego, ze jesli ideal 7 ma wlasnosé
(R), a zbior S(3°
prostg [, to zbiér S(3, ., vn) osiggalnych sum dla permutacji o nosnikach w Z tez jest prosta

new Un) Osiggalnych sum dla szeregu »° v, elementow plaszczyzny R? jest



[. W dalszej czesci rozdzialu Autor zmierza do udowodnienia tego wyniku w przypadku, gdy
S(D,ew Un) jest caly plaszczyzng. Zamiar ten w znacznej mierze, cho¢ nie do korica, udaje si¢
osiagna¢. W przypadku, gdy Z jest maksymalny, udaje sie to pokaza¢ — Twierdzenie 2.2.4 i
Whniosek 2.2.5. Glowny wynik rozdziatu, czyli Twierdzenie 2.2.16 méwi o tym, ze wlasnosé (R)
dla ideatu Z jest rownowazna temu, ze S(}_, ., vn) = R? implikuje istnienie zbioru indeksow
W € T takiego, ze S(3_,cwvn) = R? Jest to stabsza wlasnosé¢ od oczekiwanej, gdyz nie
wiadomo czy szereg > _y v, jest zbiezny. Gdyby tak bylo, to mielibysmy Sz(3°,c., vn) =
S(> new vn) = R?, co dawalo by analogon Twierdzenia 2.1.1.

W dowodzie Twierdzenia 2.2.16. Autor rozwaza dwa przypadki:
1) Dla kazdego v z okregu jednostkowego istnieje wektor Levy’ego u szeregu >, _ vy taki, ze
kat pomiedzy v i u jest mniejszy niz 7/2.
2) Istnieja tylko dwa, réwnolegle i przeciwnie skierowane, wektory Levy’ego.

Jesli zachodzi przypadek 1), to Autor potrafi uzyska¢ odpowiednie wzmocnienie — Twier-
dzenie 2.2.17. W przypadku 2) nie ma takiego wzmocnienia. Praca zawiera je jedynie w
ot Znew((‘l)"ﬂ U™ Autor wprowadza pojecie

n+l 7 y/n+l
superwektora Levy’ego i dowodzi, ze przypadek 2) implikuje istnienie dwoch superwektorow

szczegolnym przypadku, gdy > .. vn
Levy’ego (Twierdzenie 2.2.10). Niestety ta cze$¢ drugiego rozdzialu, cho¢ obiecujgca, nie pro-
wadzi do rozstrzygniecia przypadku 2). Przez to rozwazania o superwektorach Levy’ego pozo-
staja w pewnym zawieszeniu, bez widocznego powigzania z tymi gltéwnymi.

W dowodzie Twierdzenia 2.2.16 nie wszystkie przypadki zostaly uwzglednione. Rozwazmy
nastepujacy szereg. Niech Ny = 0, N}, = 3-4*+ N, _,. Dlan € (N,_1, N;] zdefiniujmy elementy
(zn, yn) nastepujaco:

il 1 1 1 1 1 1
(?7 E% (07 —4_k)7 (_?7 0)7 ey (?7 E)a (0’ _4_k)’ (_?7 0) .

4k razy

Niech a,b € R bedg takie, ze a® + b?> > 0. Wowczas

i(axn +by,)t = iélk(a;—k + bzll;) = 00, gdy a,b > ‘0;

n=1 k=1
i(axn—l—byn 24’“ a—b)jk) 0o, gdy a > 0,b < 0;
n=1
i(amnanyn Z4k —a+b)— +bzlg):oo, gdy a <0,b > 0;
n=1 .

i(aazn +by,) T = i4k(_a2_1k - b41k) oo, gdy a,b < 0.

n=1 k=1

Zatem S(>_07 (T4,yn)) = R% Szereg ten zawiera dokladnie 3 wektory Levy’ego: (1,0), (0,-1)
oraz (-1,0). Jednak kat pomiedzy zadnym z nich i wektorem (0,1) nie jest mniejszy niz 7/2.
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Ten przypadek mozna podciagnaé pod przypadek 2) w dowodzie Twierdzenia 2.2.16. Wy-
nika to z tego, ze Autor nigdzie w dowodzie nie skorzystat z faktu, ze istnieja tylko dwa
wektory Levy’ego, a jedynie z tego, ze istnieja dwa rownolegte i przeciwnie skierowane wektory
Levy’ego. Jednak przy takim sformulowaniu przypadku 2) nie implikuje on juz zatozei Twier-
dzenia 2.2.10 i rozwazania o superwektorach czyni jeszcze odleglejszymi od tematyki drugiego
rozdziatu.

W dowodzie Twierdzenia 2.2.16. Autor pisze, ze bez zmniejszenia ogélno$ci mozna wy-
magac¢ by ciag a;u; + w; byt postaci a;uy, czyli mozna zaniedbaé zaburzenie o szereg zbiezny
bezwzglednie. Uwazam, ze to powinno byé doktadniej uzasadnione. W dowodzie Wniosku
2.2.18. wlasnosé¢ (W) jest zastosowana do szeregu o wyrazach dodatnich, podczas gdy formal-
nie stosuje sie ja tylko do szeregdéw warunkowo zbieznych. Potrzeba, by w tym miejscu przejs$é

przez jaki§ pomocniczy szereg warunkowo zbiezny.

Rozdzial 3 zawiera odpowiedz na pytanie czy idealy ven der Waerdena W i Hindmana ‘H
maja wlasnosé (R), lub réwnowaznie czy nie sa zawarte w ideatach sumowalnych. Okazuje sie,
ze W da sie rozszerzy¢ do ideatu sumowalnego (Twierdzenie 3.1.1.), podczas gdy H ma wlasnosé
(R) (Twierdzenie 3.2.1.). Nastepnie Autor wprowadza nowy wspotczynnik kardynalny ks (Z)
zwigzany z idealem Z. Definiuje go jako minimalng moc rodziny idealéw sumowalnych, ktérych
suma mnogosciowa zawiera Z. Jesli ideat Z nie ma wlasnosci (R), to xp(Z) = 1, w przeciwnym

‘razie kp(Z) > Ny (Twierdzenie 3.3.1.). Dla P-idealéw o wilasnosci (R) udowodnione jest
oszacowanie kK (Z) > Wy (Twierdzenie 3.3.2). W koncu, w Twierdzeniu 3.3.3. otrzymujemy
oszacowanie k7 (Z) > add*(Z). Nalezy zauwazy¢, ze dla dowolnego idealu mamy add*(Z) > Ry,
a dla P-ideatu add*(Z) > N;. Zatem Twierdzenia 3.3.1. i 3.3.2. wynikaja z Twierdzenia 3.3.3.,

ktore, z kolei, jest stosunkowo prosta obserwacja.

W rozdziale 4 przedstawione sg rozwazania nad mozliwoécig przedstawienia permutacji w?

jako zlozenia skonczenie wielu permutacji osiowych o skoficzonych nos$nikach na kazdej osi.

Moje watpliwosci budzi dowoéd Lematu 4.1.1. Rozwazmy nastepujacy przyklad. Niech
n=2m=6,L=1/06)*\[0,2)2 Rozwazmy nastepujaca permutacje o : L — L zdefiniowana
wzorem o(3,4) = (4,1), o(4,1) = (3,4) oraz o(z,y) = (z,y) w pozostatych przypadkach.
Woéwezas Ly = [2,6)%, L1 = [2,6] x [0,2) oraz A(1,2) = {(z,y) € Ly : o(z,y) € L1} =
{(3,4)}. Zauwazmy dalej, ze- f1(3,4) = (4,1) ® (0,2) = (4,3) oraz fi(4,3) = (4,3). Zatem
f1 nie jest réinowartoécibwa, a w konsekwencji nie jest permutacjg obszaru L. Aby f; byla
roznowartosciowa, trzeba by ja inaczej zdefiniowaé¢ w punkcie (4, 3).

Trudny do zrozumienia jest krok trzeci w konstrukcji. Zdanie ,Poniewaz Lo zawiera teraz
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elementy, ktore poczatkowo nalezaly do L;...” sugeruje, ze zbiory L; zmieniajg si¢ z kazdym

krokiem konstrukcji. Nalezaloby zmienia¢ nazwe zbioru po kazdej zmianie (np. Lf to zbior L;



w k-tym kroku) i precyzyjnie, przy uzyciu formuly, go opisa¢. Zmianie ulega tez zbior A(1,2)
1 nie jest dla mnie jasne jak wyglada on w trzecim i kolejnych krokach.

Dla lepszego zrozumienia nalezaloby napisaé, co sie wydarzyto po 4, 8 i ostatnim 12 kroku
konstrukcji. W obecnej formie dow6éd Lematu 4.1.1. nie tylko zawiera bledy, ale nie jest
napisany w sposéb przyjazny dla czytelnika. Nie udato mi sie zrekonstruowaé¢ dowodu tego
lematu. Mimo to jestem przekonany, ze Lemat 4.1.1. jest nie tylko prawdziwy, lecz takze
ciekawe geometryczne idee zawarte w jego dowodzie da sie dopracowac.

Dowo6d Wniosku 4.1.2. jest w moim odczuciu zbyt skrotowy. W tym miejscu okazuje sie
w jaki sposob L-permutacje sa istotne dla calego rozumowania. Oceniam to jako kluczowy
pomyst prowadzacy do rozwiazania problemu i dlatego uwazam, ze Autor powinien to dobrze
opisa¢, a nie pozostawiaé czytelnikowi uzupelnianie szczegotow.

Kolejna uwaga jest raczej psychologiczna. Autor definiuje odwzorowania pionowe jako
te, ktore zachowuja osie poziome, a odwzorowania poziome jako te, ktore zachowuja osie
pionowe. W Przyktadzie 4.1.7. i dalej pionowe osie nazywa wierszami, a poziome kolumnami.
Takie odwrocenie typowych poje¢ bylo dla mnie meczace i znacznie utrudniato analize tego
przykladu. Podobng uwage mam do Lematu 5.1.1., gdzie funkcja jest oznaczona przez litere

m podczas, gdy linijke wczesniej m oznacza liczbe naturalng.

Rozdzial 5 zawiera kontynuacje rozwazan z poprzedniego rodzialu. Autor bada, kiedy
mozna funkcje f : w? — w? przedstawié¢ jako zlozenie skoriczenie wielu odwzorowari osiowych o
nosnikach skoriczonych na kazdej osi. Okazuje sie, ze jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy
/ daje si¢ przedstawi¢ jako zlozenie skonczenie wielu odwzorowari majacych skoriczone orbity
(Twierdzenie 5.1.6). Nie kazda funkcja f : w? — w? ma te wlasnosé, co ilustruje Przyklad
5.1.2 oraz Fakt 5.1.3.

W dowodzie Lematu 5.1.5 niezrozumialy jest dla mnie napis
P
(a1,a9,. .., ap,b1,ba,...,bg) = (a1,...,a1,a2,...,a2,...,ap,...,ap).

Po pierwsze mamy tutaj kolizje oznaczen — p oznacza jednocze$nie odwzorowanie i liczbe
naturalna. Po drugie ciagi (a1,az,...,ap,b1,ba,...,b;) i (a1,...,a1,a9,...,09,...,0y,...,0,)
to numeracja odpowiednio dziedziny i przeciwdziedziny p. Powyzszy napis sugeruje, ze k-ty
element pierwszego ciagu przechodzi na k-ty element drugiego podczas, gdy ma to miejsce z

dokladnoscia do pewnej permutacji zbioru L.

Z obowiazku recenzenta wspomne o kilku bledach literowych:
str. 11 — zamiast a~ = min{a, 0} powinno by¢ a~ = max{—a, 0}.
str. 21 — W Twierdzeniu 2.2.7. po ,Istniejg ciagi liczb rzeczywistych (z))necw, (¢,)new’ nalezy
dopisaé ,zbiezne do zera”.

str. 12 — W Twierdzeniu 1.2.10. zamiast R™ powinno by¢ R™.
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Dotychczas skupitem sie na krytycznej analizie zawartosci rozprawy doktorskiej Pana mgra
Pawla Klingi. Teraz czas na podkreslenie mocnych stron tego doktoratu. Najobszerniejszy
1 najbogatszy w wyniki jest rozdzial 2, i on najbardziej mi si¢ podobal. Do najciekawszych
rezultatow zaliczam:

— Twierdzenie 2.2.7 moéwiace, ze w R? nie z kazdego szeregu potencjalnie warunkowo zbieznego
da si¢ wybraé¢ podszereg warunkowo zbiezny o tym samym zbiorze osiggalnych sum.

— Rozwazania o superwektorach Levy’ego zawarte w Twierdzeniu 2.2.10, ktére moim zdaniem
beda miaty ciekawe aplikacje.

— Glowny wynik tego rozdziatu, czyli Twierdzenie 2.2.16 oraz ptynagce z niego wnioski.

W tym rozdziale Autor uzywa aparatu matematycznego z mato znanej pracy Halperina Sums
of series, permitting rearrangements, ktory dalej z powodzeniem rozwija. Zawarto$é rozdziatu
odzwierciedla doglebng analize zachowania szeregéw warunkowo zbieznych na plaszczyznie
przeprowadzong przez Pana Pawla Klinge. Dowody wymagaly pomystowosci i pokonania
licznych probleméw technicznych.

Rozdzial 3 zawiera dwa interesujace wyniki — Twierdzenia 3.1.11 3.2.1. Dowody tych faktow
sg napisane w taki sposob, ze tatwo przez nie przebrnaé, ale jednoczesnie sg bardzo pomystowe,
wrecz trikowe. Po przeczytaniu tych dowodéw mialem wrazenie, ktére nie opuszcza mnie do
teraz, ze sam bym tego nie wymyslit.

Ostatnie dwa rozdzialy podobaly mi sie najmniej, gléwnie z powodu usterek w dowodzie
Lematu 4.1.1, na ktérym opiera si¢ gléwny wynik rozdzialu 4, na ktérym, z kolei, opiera sie
gtowny wynik rozdzialu 5. Po pominieciu tych niedociagnieé¢, nalezy docenié¢ idee stojace za
dowodami, ktére majg swoj urok.

Wyniki i techniki dowodowe zawarte w rozprawie doktorskiej sg réznorodne, pomystowe
i niekiedy trikowe. Znaczna czes¢ wynikoéw ujeta jest w samodzielnych pracach mgra Pawta
Klingi, co $wiadczy o jego naukowej samodzielno$ci. Uwazam, ze Autor ma znaczne szanse
na dalszg owocng kariere naukows i uzyskanie w przysztosci stopnia doktora habilitowanego.
Uwagi krytyczne zawarte w tej recenzji nie maja wplywu na moja pozytywng ocene oma-
wianej pracy. Uwazam ze spelnia ona kryteria stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o

dopuszczenie jej Autora do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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