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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MGR HANNY
WOJEWODKI

ANNA ZDUNIK

Rozprawa doktorska pani mgr Hanny Wojewddki dotyczy grupy zagadniert
zwigzanych ze stochastycznymi wlasnoéciami pewnej klasy operatoréow Mar-
kowa. Jakkolwiek zagadnienie czysto teoretyczne jest wystarczajaco interesu-
jace, dodatkowa motywacja do badania wybranej klasy operatorow jest mozliwe
zastosowanie w biologii do opisanego pokrotce w rozprawie prostego modelu cy-
klu komorkowego.

1. OMOWIENIE ZAWARTOSCI ROZPRAWY

Rozprawa sklada si¢ z siedmiu rozdzialéw. Pierwszy rozdzial wprowadza
definicje obiektéw badanych w pracy i omawia ich podstawowe wlasnosci.

Rozdzial 2. opisuje proces Markowa modelujacy cykl komérkowy. Model ten
byt badany wezesniej w pracach Lasoty i Mackey’a. Autorka formuluje w tym
miejscu zalozenia (I-VI, oraz, mocniejsze II’ i II”) o modelu, do ktérych bedzie
odwolywala sie w dalszych cze$ciach pracy.

W Rozdziale 3. kontynuuje si¢ badanie wlasnosci wprowadzonego modelu cyklu
komoérkowego, w szczgdlnosci sprawdza sie ze jest to operator fellerowski. W
rozdziale tym dowodzi si¢ takze wazny lemat (Lemat 3.1) pokazujacy jak za-
chowuje sie, przy braniu iteracji dowolnej miary, catka z funkeji odleglosci od
ustalonego punktu; w szczegolnosci- ze te calki pozostaja wspélnie ograniczone.
Funkcja ta, oznaczana dalej V(z) jest funkcja Lapunowa dla badanego uktadu.
Rozdzial 4 zawiera opis podstawowego narzedzia uzywanego w pracy. Jest to
bardzo elegancka konstrukcja specjalnej miary sprzegajacej (coupling). Kon-
strukcja ta zostala zaproponowana w pracy M. Hairera (pozycja [9] w bibliografii
rozprawy); w omawianej rozprawie jest przedstawona w kontekscie potrzebnym
do badania konkretnego modelu.

Rozdzial 5. zawiera najwazniejszy, w moim przekonaniu, wynik rozprawy. Do-

wodzi si¢ W nim, uzywajac wspomniane]j subtelnej kostrukeji miary sprzegaja-

cej, oraz wezesniej wykazanych wlasnosci ukladu, ze iteracje dowolnej miary dla
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ktorej funkcja V' ma skoriczong caltke, daza eksponencjalnie w metryce Fortreta—
Mouriera do jedynej miary stacjonarnej. Tempo eksponencjalnej zbieznosci nie
zalezy od wyjsciowej miary. Gléwnym wynikiem technicznym jest Twierdzenie
5.3, w ktorym dowodzi sie skonczonosci pewnej calki, co daje z kolei bardzo
dobre szacowanie na miare par trajektorii ktore ”spotykaja” sie (ang. "coupled”)
po czasie nie dluzszym niz n. Nastepujace potem Lemat 5.2 oraz Twierdze-
nie 5.5 nie s3 automatycznymi wnioskami, i wymagaja jeszcze sporo pracy, ale
glowna idea pozostaje szacowanie zawarte w Twierdzeniu 5.3.

Rozdzial 6. jest poswiecony dowodowi Centralnego Twierdzenia Granicznego
dla badanego modelu, przy silniejszym dodatkowym (naturalnym w tym kon-
tekscie) zatozeniu II”. Dowod przebiega dwustopniowo: w pierwszym kroku do-
wodzi sie z wersji CLT dla rozktadu stacjonarnego (wedtug koncepcji z pracy
Maxwella i Woodroofe’a). W drugim kroku, korzystajac z wykazanej wczesniej
eksponencjalnej zbieznoéci, wnioskuje sie CLT dla rozkladéw sum wzdtuz tra-
jektorii, startujac z dowolnego rozktadu poczatkowego.

Ostatni, siédmy rozdzial, rozwijajac znang z wczesniejszych zastosowan metode
martyngatowa, dowodzi Prawa Iterowanego Logarytmu dla badanego systemu.

2. OCENA WYNIKOW ROZPRAWY

Tematyka rozprawy lokuje sie w gléwnym nurcie badan w probabilistyce i
ukladach dynamicznych. Doéé powiedzie¢, ze Martin Hairer, ktorego wyniki
i metody byly bodaj glowna motywacja omawianej pracy, zostal w ubieglym
roku uhonorowany Medalem Fieldsa.

Rozprawa jest nielatwa, i wymagata od Autorki opanowania znacznego ma-
teriatu, i to takiego ktory w wiekszosci dotyczy nowych badan.

Jak wspomniano, glowny dowod pracy (eksponencjalne tempo zbieznosci ite-
racji operatora) jest oparty na strategii zaproponowanej przez M. Hairera. Cy-
towana praca Hairera dotyczyla zastosowan w stochastycznych réwnaniach réz-
niczkowych. Ogolna strategia dowodu, naszkicowana przez niego, musi by¢
adaptowana i rozwinieta dla konkretnej sytuacji, i takie rozwiniecie nie jest ani
natychmiastowe, ani tatwe. Autorka wywiazala sie bez zarzutu z tego ambitnego
zadania.

Dowod CLT zawarty w Rozdziale 5. jest pomystowym potaczeniem dowodu w
wersji "stacjonarnej” i wynikéw rozdziatu 4 - czyli oszacowania tempa zbieznosci
do rozkladu stacjonarnego.

Wreszcie dowdd LIL zawarty w rozdziale 7., jest przeprowadzony, co do za-
sady, wedlug strategii zapropowanej w pracy W.Botta, A.Majewskiego i T.Szarka
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(pozycja [3] w bibliografii rozprawy). Oczywiscie, i tutaj nalezalo przeprowa-
dzi¢ dowod stosownie do badanego modelu, i zadba¢ o wiele szczegdtow. Nie
wydaje mi si¢ jednak aby w tym miejscu pojawita si¢ jakas nowa, szczegélnie
istotna trudno$¢ do pokonania.

3. DODATKOWE UWAGI I KOMENTARZE

W komentarzu do Stwierdzenia 1.8 przydalby sie przyklad- kiedy miara gra-
niczna nie jest niezmiennicza, i krétkie uzasadnienie ze w przypadku operatorow
Fellerowskich- musi by¢ niezmiennicza.

W formule (2.12) oznaczenie I/g(w’t) pojawia sie bez wyjasnienia.
str 18 w tym miejscu pojawiaja sie mylace oznaczenia II. oraz II.

Sformulowanie Lematu 3.1 jest do$¢ niefortunne (”..stale A; i ¢ nie zaleza od
wyboru ciagu statych (h;)”). Przeciez te stale, jak wiemy, pochodzs z wzoréw
(2.4), (2.15), (2,16).

Rozdzial 4.1., Definicja miary sprzegajacej. W tym miejscu czytelnik zadaje
sobie pytanie: po co konstruowaé, skoro zwykta miara produktowa spelnia wa-
runki definicji. Zabraklo tu wyjasniajacego komentarza o oczekiwanych dodat-
kowych wtasnosciach miary sprzegajace;j.

Lemat 7.4, poczatek dowodu. "Postepujac analogicznie jak w dowodzie Lematu
7.3....7. Zabraklo dokladniejszego wyjasnienia.

Uwaga ogoblna: rozprawa jest bardzo techniczna, i brakuje w niej, w tekscie
pracy, poza wstepem, dokladniejszego przedstawienia celow poszczegdlnych kro-
kéw dowodu. Utatwitoby to zadanie czytelnikowi.

Warto byloby, moim zdaniem, poszukaé innych jeszcze zastosowan omawianej
w Rozdziatach 3 i 4 techniki Hairera w klasycznych ukladach dynamicznych.
Pewne wyniki w tym kierunku zostaly otrzymane w cytowanej w rozprawie
pracy M. Sleczki (pozycja [29] w bibliografii) oraz w pozniejszej pracy R. Kapicy
i M. Sleczki; dotycza one dosé regularnych iteracyjnych uktadéw funkcyjnych.

4. PODSUMOWANIE

W mojej opinii, Doktorantka wykazala sie gleboka wiedza, oraz umiejetnoscia
pracy w nielatwych i nowoczesnych technikach. Otrzymane wyniki sg bardzo
naturalne, ciekawe i wazne. Bez zastosowania wspomnianych technik bylyby
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zapewne- a przynajmniej wiekszo$¢ z nich - trudne do osiggniecia. Dodatko-
wym walorem pracy jest zwiazek otrzymanych wynikéw z zastosowaniami w
modelowaniu konkretnych zjawisk interesujacych biologéw.

Nie mam watpliwosci ze omawiana rozprawa spelnia, z nadmiarem, wyma-
gania stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze zatem o dopuszczenie pani mgr
Hanny Wojewodki do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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