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WSTEP

Twierdzenie, nazwane w pézniejszych latach twierdzeniem Ramseya, zostato udo-
wodnione przez Ramseya i opublikowane krétko po jego Smierci w 1930 roku [38].
Jedno z jego mozliwych, wspotczesnych sformutowan w jezyku teorii grafow mowi,
ze dla kazdej liczby k& € N istnieje liczba t € N taka, ze dowolne pokolorowanie kra-
wedzi grafu pelnego K; dwoma kolorami zawiera monochromatyczny podgraf pelny
rozmiaru k. Najmniejsze takie ¢t nazywamy liczbg Ramseya i oznaczamy ja przez
r(k). Pierwsza praca zawierajaca wartosci liczb Ramseya to opublikowana w 1955
roku praca Greenwood i Gleason [20]. Ramsey nie badal tego typu probleméw.

Bardzo szybko popularne staty sie liczby Ramseya dla graféw innych niz grafy
petne. Dwukolorowq liczbg Ramseya dla graféow G i H, oznaczana przez R(G, H),
nazywamy najmniejsze takie ¢, ze dowolne pokolorowanie krawedzi grafu K; dwoma
kolorami, powiedzmy czerwonym lub niebieskim, zawiera czerwong kopie grafu G
lub niebieska kopie grafu H. Analogicznie definiuje sie liczby Ramseya dla wiekszej
liczby grafow i kolorow, a takze dla hipergraféw. W kolejnych latach powstaty liczne
nieklasyczne odmiany liczb Ramseya, na przyktad dwudzielne, planarne, on-line, in-
dukowane, lokalne, diagonalne, geometryczne, teczowe, liniowe i inne. Czesto aktu-
alizowane ,,Small Ramsey Numbers” Radziszowskiego [37] zawiera przeglad znanych
klasycznych liczb Ramseya. Wiele artykutéw skupia sie na asymptotycznym podej-
Sciu do tematu. Niestety, w przypadku doktadnych wartosci od wielu lat postep jest
bardzo niewielki i to dla wielu liczb Ramseya. Dla przyktadu odnotujmy, ze najnow-
szy doktadny wynik dla dwukolorowej liczby Ramseya dla dwoch grafow pelnych
to r(4,5) = 25 i zostal on uzyskany przez McKaya i Radziszowskiego w 1995 roku.
Zatem od 20 lat nie ma tutaj poprawy, mimo ze popularnosé¢ tej tematyki jest duza.
W przypadku trojkolorowych liczb tego typu, w pracy Greenwood i Gleason z 1955
roku [20] przedstawiono wynik r(3,3,3) = 17. Dopiero w 2014 roku w pracy Codish,
Frank, Itzhakov i Miller [13] pojawil si¢ drugi rezultat, mianowicie r(3,3,4) = 30.
Przez wiele lat trwalo zawezanie oszacowan, a znacznego postepu dokonali tu Piwa-
kowski i Radziszowski w 1998 roku [34] (30 < 7(3,3,4) < 31). Analizujac doktadnie;
historie badan, mozna pokusi¢ sie o wniosek, ze im bardziej gesty graf, tym trudniej
jest wyznaczy¢ dla niego wartosé liczby Ramseya.

Istnieje wiele tematow badan, wiele otwartych probleméw i niewiadomych w teo-
rii Ramseya, cze$¢ z nich przedstawi ponizsze oméwienie. Wielu szeroko uznanych
badaczy pracowalo i pracuje nadal w tej tematyce. Dla przyktadu mozna tu wymie-
ni¢ kilka nowszych artykutéw nastepujacych badaczy: Alon [4], Alon i Kostochka [2],
[3], Baskoro i inni [5], Conlon i Sudakov [14], Nesetiil [30], Radziszowski [47], czy
West [52]. Soifer w swojej ksiazce z 2009 roku [43] przedstawia nie tylko rezultaty
ale i znanych badaczy pracujacych miedzy innymi w teorii Ramseya.

Teoria Ramseya ma szerokie zastosowanie w r6znych dziatach matematyki i in-
formatyki, sposrod ktorych wymieni¢é mozna teorie liczb, algebre, geometrie, to-
pologie, logike oraz teorie informacji. Jest przydatna przy budowie i analizowaniu
réznego typu sieci komunikacyjnych. Frederickson i Lynch [19] wykorzystali twier-
dzenie Ramseya w problemie obliczen rozproszonych, Snir [45] wykorzystal je do
problemu przeszukiwania posortowanych tablic przy wykorzystaniu réznych modeli



obliczen rownolegtych. Wiecej o zastosowaniach mozna przeczyta¢ w przegladowe;j
pracy Rosty pod tytutem ,Ramsey Theory Applications” [40)].

TROJKOLOROWE LICZBY RAMSEYA DLA SCIEZEK I CYKLI

W 2005 roku autor niniejszego oméwienia rozpoczat badanie liczb Ramseya po-
staci R(P;, P;, Cy) [P1] i otrzymat szereg pierwszych doktadnych wartosci liczb tego
typu. Praca ta byta poézniej kontynuowana przez wielu autoréow, miedzy innymi
w artykutach Bielak [8], Omidi, Raeisi [31], Shao, Xu, Shi, Pan [41]. W 2009 roku
w pracy [Al] (wspdlnej z R. Fidytkiem) otrzymano uogélnienie wezesniejszych re-
zultatow w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1 ([Al]). Niech i,k orazm bedg liczbami naturalnymi takimi, Ze m >

3 jest nieparzyste, k = m oraz k > %, gdy 1 jest nieparzyste, oraz k >

3i2—10i+20

S , gdy i jest parzyste. Wtedy

R(P,, P, C,y) = Q(k: + M) _3

W dowodzie tego wyniku zastosowano twierdzenia zwiazane z pancyklicznoscia,
(twierdzenie Brandta [11]) oraz z wielkoscia maksymalnych mozliwych cykli w grafie
(twierdzenia Woodalla [53] i Caccetta-Vijayan [12]). Metody te nie byly wczesniej
szerzej stosowane, natomiast byly pozniej stosowane przez wielu autoréw do innych
liczb Ramseya, na przyktad w pracy Broersma, Chen, Zhang [55] z 2015 roku. Warto
wspomnied¢, ze twierdzenie 1 nie rozpatruje wszystkich mozliwych przypadkow war-
tosci i, k, m, dalsze rezultaty mozna odnalezé w Omidi, Raeisi [31]. Mozna postawi¢
hipoteze, ze twierdzenie 1 jest prawdziwe dla innych wartosci parametréow i, k, m.
Nie zmienia to jednak faktu, ze tylko w niektorych przypadkach znamy wartos$é
liczby R(P;, Py, Cy,) 1 w ogélnosci jest to nadal problem otwarty. Jednym z mozli-
wych sposobow rozwigzania tego problemu jest by¢ moze wykorzystanie do tego celu
trojkolorowych liczb typu R(P;, P;, P;) i R(C;, C}, Cy), ktére takze sg intensywnie
badane (szczegdly odnalezé mozemy w zestawieniu Radziszowskiego [37]).

LiczBY TURANA

Bardzo silnie zwigzane z liczbami Ramseya i czesto wykorzystywane w dowo-
dach ich wartoéci sa liczby Turdna. Liczbg Turdna, oznaczana czesto przez ex(n, G),
nazywamy najwieksza liczbe krawedzi n-wierzchotkowego grafu, ktory nie zawiera
podgrafu izomorficznego z grafem G. Graf na n wierzchotkach nazywamy ekstremal-
nym ze wzgledu na graf G, jesli nie zawiera on podgrafu izomorficznego z G i ma
doktadnie ex(n, G) krawedzi. Juz w 1907 roku Mantel [29] odpowiedziat na pytanie,
ile wynosi ex(n, K3), jednak samo pojecie liczb Turdna pojawito sie po 1941 roku,
w ktérym to roku Turén rozwiazal problem wartosci ex(n,G) dla G bedacego gra-
fem pelnym [51]. Od tego czasu powstato wiele artykutéw z tej tematyki. W potowie
lat 70-tych catkowicie rozwiazano problem liczb Turdna dla $ciezek (Faudree, Schelp
[18]). Niestety dla cykli wiadomo znacznie mniej, jest wiele probleméw otwartych.



Nawet w przypadku cyklu Cy znamy dokladne wartosci tylko dla n < 32 (ostatni
rezultat ex (32, Cy) = 92 uzyskano w 2009 roku w pracy Shao, Xu i Xu [42]) i jedynie
oszacowania dla wiekszych wartosci n. Wiele prac zajmujacych sie liczbami Turana
dla cykli zawiera jedynie wyniki dla ex(n,Cy) gdzie k jest uzaleznione od n tak jak
na przyktad w pracy Bollobas [10], gdzie zawarto nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2 ([10]). Zaldézmy, ze 2k — 1 > $(n + 3). Wtedy

calnCo 1) — (n - (%2— 1) + 2) n ((% —21) - 1>'

W pracy [A2] postawiono dwa pytania. Czy rezultatéw dla cykli nie da sie prze-
nies¢ na kota? Czy liczby Turana dla kot nie zachowuja sie podobnie jak liczby
Turana dla innych graféw?

Koto W,, jest grafem na n wierzchotkach otrzymanym z C,_; przez dodanie
nowego wierzchotka i tylu krawedzi, by byt on sasiedni do wszystkich wierzchotkéw
cyklu C),_;. Rozwazmy ponadto n-wierzchotkowy, peilny, zbalansowany, d-dzielny
graf T™ taki, ze moc kazdej jego partycji wynosi [ 2] lub [ 2] + 1.

Klasyczny rezultat Simonovitsa [44] z 1968 roku orzeka:

Twierdzenie 3 ([44]). Niech G bedzie grafem, dla ktorego liczba chromatyczna x(Q)
spetnia warunek x(G) > d+1 oraz istnieje w nim krawed? e taka, ze x(G—{e}) = d.
Wtedy istnieje takie ng, ze jesli n > ng, to T™? jest jedynym grafem ekstremalnym
ze wzgledu na G.

Wiadomo, ze dla odpowiednio duzego n zachodzi ex(n, Woi) = ex(n, K;). W ar-
tykule [A2] ustalono, jak duze to n powinno by¢. Korzystajac z twierdzenia Woodalla
[53] i po ustaleniu wtasnosci liczb ex(n, Cor_1), uzyskano nastepujaca zaleznosé.

Twierdzenie 4 ([A2]). Dla dowolnego k > 3 oraz n > 6k — 10,

ex(n, W) = V?;J

Mozna postawié¢ hipoteze, ze liczby Turdna typu ex(n, W) dla innych wartosci
n < 6k — 10 réwniez sa rowne L%QJ Problemem otwartym pozostaje zatem otrzy-
manie lepszego oszacowania liczby n, dla ktorych zachodzi teza twierdzienia 4. Mate
wartosci liczb ex(n, Wy) daloby sie z pewnoscig wyznaczyé metodami komputero-
wymi.



DWUKOLOROWE LICZBY RAMSEYA DLA KOL I CYKLU ()

W 2002 roku Surahmat i inni [48] udowodnili, ze R(Cy,W,,) = 9,10 i 9 odpo-
wiednio dla n = 4,5 i 6. Niezaleznie Kung-Kuen Tse [50] pokazal, ze R(Cy, W,,) =
10,9,10,9,11,12, 13, 14,16 i 17 odpowiednio dlan = 4,5,6,7,8,9,10, 11,12 13. Na-
stepnie, w roku 2005, Surahmat i inni [49] wykazali, ze R(Cy, W,,) < n+[(n—1)/3].

W pracy [A3] (wspélnej z J. Dybizbanskim) uzyskano duzo lepsze oszacowanie.

Twierdzenie 5 ([A3]). Jesli n jest liczbg naturalng in > 11, to

R(Cy, W) <n+ |Vn—2|+1.

Niech g bedzie potega liczby pierwszej. Stynny graf Erdés-Rényi ER(q), skonstru-
owany przez Erdésa and Rényi’ego w 1962 roku, zostal szczegdtowo opisany przez
Parsonsa w pracy [33]. Korzystajac z wlasnosci grafu ER(q), w pracy [A3] (wspélnej
z J. Dybizbanskim) otrzymano takze nastepujace:

Twierdzenie 6 ([A3]). Jesli g > 4 jest potegq liczby pierwszej, to
R(Cy,yWei)=¢ +q+1.

Oszacowanie z twierdzenia 5 wydaje sie trudne do poprawienia, o czym swiadczy
praca Wu, Sun, Radziszowski [46] z 2015 roku. Zawarte sa w niej miedzy innymi
doktadne wartosci liczb R(Cy, W) dla n = 35,36, 37,44, ktére sa dokladnie réwne
n+ b/n — 2J + 1. Inna kontynuacje badan z [A3] mozna odnalezé w pracach Zhang
i innych [54] z 2014 roku oraz Radziszowskiego i innych [47] z 2015 roku.

Wiele probleméw otwartych dotyczy kot i innych cykli niz Cy. Najnowsze rezul-
taty z tego tematu mozemy odnalezé w pracy Broersma, Chen i Zhang [55] z 2015
roku.

LiczBY ZARANKIEWICZA I DWUDZIELNE LICZBY RAMSEYA

Naturalnym odpowiednikiem liczb Turana dla graféw dwudzielnych sg liczby Za-
rankiewicza. Liczba Zarankiewicza z(m,n; s, t) to najwieksza liczba krawedzi w pod-
grafie K,, ,,, ktéry nie zawiera podgrafu izomorficznego do K. Liczby Zarankiewi-
cza 1 zwiazane z nimi grafy ekstremalne studiowane byly przez wielu matematykdow
w wielu pracach. Warto wymienié¢ tu prace Kévari, Sés, Turan [26], Reiman [39],
Irving [25], oraz Goddard, Henning i Oellermann [21]. Podsumowania i przegladu
znanych wynikéw dostarczyt Bollobds w pracy [9].

W pracy [A4] (wspélnej z J. Dybizbanskim i S. Radziszowskim) rozwazano je-
dynie przypadek unikania cyklu Cy, czyli przypadek s =t = 2. W zwiazku z tym
w dalszej czeSci oméwienia odpowiadajgce temu problemowi liczby Zarankiewicza
beda zapisane w formie z(m,n) lub nawet z(n), zamiast odpowiednio z(m,n;2,2)
lub z(n,n;2,2).

Korzystajac z wtasnosci grafu dwudzielnego odpowiadajacego pewnej ptaszczyz-
nie rzutowej w pracy Kovéri, Sés, Turan [26] uzyskano:



Twierdzenie 7 ([26]).
2R+ k+1) =k +2k* + 2k + 1.

W pracy [A4] (wspdlnej z J. Dybizbanskim i S. Radziszowskim) kontynuowano
te badania i otrzymano nastepujaca wtasnosé.

Twierdzenie 8 ([A4]). Dla liczby naturalnej k bedgcej potegq liczby pierwszej, dla
h € {1,2,3,4} i dlan = k*> + k + 1 — h istniejg wolne od Cy podgrafy grafu K, ,
o rozmiarach dajgcych dolne oszacowania z(n) nastepujgco:

k3_'_2k2 dla h:17

k3 4+ 2k2 — 2k dla h =2

) B )
2P+ k+1—-h)> B3 +2k*—4k+1 dla h=3,
k> +2k*>—6k+2 dla h=4.

W pracy [A4] udalo sie takze uzyskaé¢ gérne oszacowania liczb z(k? + k + 1 — h)
dla h = 1,2, 3. Otrzymano réwnosci, ktére przedstawia nastepujace:

Twierdzenie 9 ([A4]). Dla dowolnego k bedgcego potegq liczby pierwszej, a takze
dla k =1, zachodzi

k3 + 2k dla h=1,
K2+ k+1—h)={ k*+ 2k — 2k dla h =2,
K42k —4k+1 dla h=3.

Uzyskano takze wartos¢ z(17) = 74. Oznacza to, ze znamy wszystkie wartosci
z(n) dla n < 21 i najmniejszym nieznanym przypadkiem jest z(22). Najnowsze
rozwazania na temat réznego typu liczb Zarankiewicza odnalezé mozemy w pracy
Damasdi, Héger i Szényi [16].

Liczby Zarankiewicza sa pomocne w wyznaczaniu wartosci lub oszacowan dwu-
dzielnych liczb Ramseya. Dwudzielng liczbg Ramseya b(ny, - -+ ,ng) nazywamy naj-
mniejsze naturalne b takie, ze dowolne pokolorowanie krawedzi grafu K przy uzyciu
k koloréw prowadzi do monochromatycznej kopii grafu K, ,, w i-tym kolorze dla
pewnego i, 1 < ¢ < k. Powstalo wiele prac zawierajacych doktadne wartosci i osza-
cowania dwudzielnych liczb Ramseya. Podobnie jak w przypadku klasycznych liczb
Ramseya jest wiele problemow otwartych.

Jesli n; = m dla wszystkich i, to dwudzielna liczbe Ramseya oznaczamy przez
br(m). Ustalenie doktadnej wartosci nawet takiej liczby jak by(2) wydaje si¢ by¢
trudne. Swiadczy o tym fakt, ze znano tylko rezultaty Beineke i Schwenka, ktérzy
udowodnili ze by(2) = 5 [7] oraz Exoo, ktéry znalazt druga wartosé bs3(2) = 11 [17].
Fakt ten stal sie inspiracja do rezultatéw zawartych w pracy [A4].

Modyfikujac nieznacznie konstrukcje Lazebnika i Woldara [28], w pracy [A4] otrzy-
mano nastepujacag nieré6wnosc.



Twierdzenie 10 ([A4]). Jesli k jest potegq liczby pierwszej, to
br(2) > k* + 1.

Kolejne twierdzenie zaprezentowane w pracy [A4] poprawia o 1 ustalone w 1998
roku przez Hattingha i Henninga [24] gérne oszacowanie liczby by (2) dla wszystkich
k>5.

Twierdzenie 11 ([A4]). Jesli k > 5 jest liczbg naturalng, to
b(2) < k*+k—2.

Korzystajac miedzy innymi z powyzej zaprezentowanych rezultatow dla liczb
Zarankiewicza, otrzymano:

Twierdzenie 12 ([A4]).
by(2) = 19.

Najmniejsza nieznana liczba tego typu jest wiec teraz bs(2). Warto jednak pod-
kresli¢, ze z twierdzen 10 i 11 dostajemy jej calkiem precyzyjne oszacowania.

Twierdzenie 13 ([A4]).
26 < bs(2) < 28.

LiczBY RAMSEYA ON-LINE

Liczby Ramseya on-line zdefiniowali niezaleznie Beck [6] oraz Kurek i Rucinski
[27]. Najlatwiej je zrozumieé rozpatrujac gre pomiedzy Budowniczym a Malarka,
rozgrywana na nieskonczonym zbiorze wierzchotkéw. W kazdej rundzie Budowniczy
taczy dwa niesasiednie wierzchotki krawedzig, a Malarka koloruje ja na czerwono
lub niebiesko. Celem Budowniczego jest zmuszenie Malarki do stworzenia mono-
chromatycznej kopii wezeéniej ustalonego grafu H w jak najmniejszej mozliwej licz-
bie ruchow. Malarka bedzie probowaé przeszkodzi¢ temu jak diugo sie tylko da.
Liczbg Ramseya on-line 7(H) grafu H jest najmniejsza liczba rund, w ktérej Bu-
downiczy osiggnie swoj cel, zakltadajac, ze oboje gracze rozgrywaja gre optymalnie.
Asymetryczna liczba Ramseya on-line 7(G, H) to najmniejsza liczba rund, w ktorej
Budowniczy zmusi Malarke do stworzenia czerwonej kopii grafu G lub niebieskiej
kopii grafu H, ponownie zaktadajac, ze oboje gracze graja optymalnie.

Teoria Ramseya on-line byta dos¢ szeroko rozwazana. Najlepsze znane goérne
oszacowanie liczby 7(K;) méwi, ze istnieje stala ¢ > 0 taka, ze 7(K;) < $CTogtost 41
(Conlon [15]). Najlepsze dolne oszacowanie postaci 7(K;) > &2_1 udowodnit Alon
(byto ono najpierw przedstawione w pracy Becka [6]). Conlon w pracy [15] udo-
wodnit réwniez, ze 7(K;) < C™* (’"(Qt)> dla pewnej stalej C' > 1 i nieskonczenie wielu
wartosci t.

Dla ogélnych graféw G, dolne oszacowanie dla 7(G) zostalo pokazane przez Gryt-
czuka, Kiersteada i Pratata [22]:



Twierdzenie 14 ([22]). Dla dowolnego grafu G zachodzi
H(G) 2 B(G)A(G) = 1)/2+e(G),
gdzie B(Q) to wielko$é najmniejszego pokrycia wierzcholkowego grafu G.

Rozwazano wiele r6znych ogélnych strategii dla Budowniczego i Malarki. Opis
kilku z nich znajdziemy w pracy [A5] (wspdlnej z J. Cyman, J. Lapinskasem i A. Lo).

Najprawdopodobniej wyznaczenie doktadnych wartosci liczb Ramseya on-line
jest trudniejsze niz wyznaczenie doktadnych wartosci klasycznych liczb Ramseya.
W zwiagzku z tym niewiele jest znanych doktadnych wartosci tego typu liczb i to
nawet dla stosunkowo nieduzych grafow. W przypadku gdy G i H sa Sciezkami,
Grytezuk, Kierstead i Pralat [22] oraz Pratat [35, 36] wyznaczyli dokladne wartosci
liczb 7(Pyy1, Py1), gdy max{k,l} < 8 (gdzie P; jest $ciezka na s wierzchotkach).
W pracy [22] podano tez nastepujace oszacowania.

Twierdzenie 15 ([22]). Dla dowolnych k,l € N, zachodzi

k+1—1<#(Pyyp1, Py1) < 2k +20— 3.

W pracy [A5] (wspélnej z J. Cyman, J. Lapinskasem i A. Lo) wykorzystujac
opisang strategie F-blokowania udato si¢ uzyska¢ dwa ogolne rezultaty dla liczb
Ramseya on-line, ktore sa pierwszymi tego typu ogdlnymi wynikami.

Twierdzenie 16 ([A5]). Dla kazdej liczby | > 2 mamy
f(Pg, Pl+1> - [5[/4—‘

Ponadto
[+ 2, jesli [ = 3,4,

r(Ps, Ch) =
7B, ) {[5[/41, jesli 1 > 5.

Dodatkowo podano nastepujace oszacowania na 7(Cly, Pryy).

Twierdzenie 17 ([A5]). Jesli | > 3, to 21 < 7(Cy, P11) < 41 — 4. Ponadto
7(Cy, Py) = 8.

W pracy [A5] udato sie rowniez w niektorych szezegélnych przypadkach poprawié
nieré6wnosci z twierdzenia 15.



5. Na pozostale osiggni¢cia naukowo-badawcze sktadaja si¢ nastepujace publikacje:

Artykuly w czasopismach — przed uzyskaniem doktoratu:

[P1]

[P2]

T. Dzido, Multicolor Ramsey numbers for paths and cycles, Discussiones Ma-
thematicae Graph Theory 25 (2005) 57-65.

T. Dzido, A. Nowik, P. Szuca, New lower bound for multicolor Ramsey num-
bers for even cycles, Electronic Journal of Combinatorics 12 (2005) #N13.

Artykuly w czasopismach — po uzyskaniu doktoratu:

[P3]

[P4]

[P5]

[P6]

[P7]

[P8]

[P9]

[P10]

P11]

P12]

P13]

P14]

T. Dzido, M. Kubale, K. Piwakowski, On some Ramsey and Turan-type num-
bers for paths and cycles, Electronic Journal of Combinatorics 13 (2006) #R55.

T. Dzido, R. Zakrzewska, The upper domination Ramsey number u(4, 4), Di-
scussiones Mathematicae Graph Theory 26 (2006) 419-430.

T. Dzido, R. Fidytek, The number of critical colorings for some Ramsey num-
bers, International Journal of Pure and Applied Mathematics 38 (2007) 433—
444.

T. Dzido, R. Zakrzewska, The nonclassical mixed domination Ramsey num-
bers, Australasian Journal of Combinatorics 45 (2009) 109-115.

T. Dzido, H. Furmanczyk, Altitude of wheels and wheel-like graphs, Central
European Journal of Mathematics 8 (2010) 319-326.

J. Dybizbanski, T. Dzido, On some Ramsey numbers for quadrilaterals, Elec-
tronic Journal of Combinatorics 18 (2011) #P154.

L. Boza, J. Dybizbanski, T. Dzido, Three color Ramsey numbers for graphs
with at most 4 vertices, Electronic Journal of Combinatorics 19 (2012) #P47.

J. Cyman, T. Dzido, A note on on-line Ramsey numbers for quadrilaterals,
Opuscula Mathematica 34 (2014) 463-468.

T. Dzido, K. Krzywdzinski, On a local similarity of graphs, Discrete Mathe-
matics 338 (2015) 983-989.

T. Dzido, K. Krzywdzinski, Edit distance measure for graphs, przyjeta do
druku w Czechoslovak Mathematical Journal.

J. Dybizbanski, T. Dzido, S. Radziszowski, On some values of three-color Ram-
sey numbers for paths, przedtozona do druku.

T. Dzido, A. Jastrzebski, Turan numbers for odd wheels, przedtozona do
druku.

Zawartos¢ wszystkich prac, w ktorych brat udzial autor rozprawy w calej do-
tychczasowej karierze naukowej, mozna podzieli¢ na kilka zasadniczych tematow.



KLASYCZNE LICZBY RAMSEYA

Oprécz prac [Al] i [A3] wchodzacych w sklad osiagniecia naukowego, powstaly
w tej tematyce réowniez prace [P1-P3], [P5], [P8], [P9], [P13]. Prace [P1-P3] sta-
nowity trzon pracy doktorskiej autora rozprawy. W pracy [P5] (wspélnej z R. Fi-
dytkiem) z pomoca komputera wyznaczono wszystkie kolorowania krytyczne dla
liczb R(K4, K5 —e) = 18 1 R(K5, Ky — e) = 15, co moze byé pomocne w pracach
nad poprawieniem oszacowan liczby 30 < R(K5, K5 — e) < 34, ktére nie zmie-
nity sie¢ od 1992 roku. W pracy [P8] (wspdlnej z J. Dybizbanskim) udowodniono,
ze R(Cy,Cy, Ky — €) = 16, co rozwiazalo jeden z otwartych probleméw postawio-
nych w pracy Arste, Klamroth, Mengersen [1]. Skorygowano przy tej okazji wartosé
liczby R(Cy, Py, Ky—e) z 10, jak btednie podano w [1], na 11. Przy uzyciu komputera
uzyskano takze szereg nowych oszacowan wielokolorowych liczb Ramseya z cyklem
Cy. Praca [P9] (wspélna z L. Boza i J. Dybizbanskim) to nowa wersja pracy Ar-
ste, Klamroth, Mengersen [1] zawierajaca przeglad wszystkich wartosci i oszacowan
trojkolorowych liczb Ramseya dla matych graféw oraz rozwiazanie wielu otwartych
probleméw. Praca [P13] (wspélna z J. Dybizbanskim i S. Radziszowskim) zawiera
wartosci nieznanych wezesniej liczb Ramseya Rs(FPs) = 14 1 R3(Py) = 17. Wartosci
te potwierdzaja znany wynik R(P,, P,, P,) = 2n—2+ (n mod 2), ktéry w 2007 roku
zostal udowodniony dla odpowiednio duzego n przez Gyarfas, Ruszinkd, Sarkozy
oraz Szemerédi [23].

LiczBY RAMSEYA Z PARAMETRAMI DOMINOWANIA

Artykuty [P4] i [P6] tacza klasyczne liczby Ramseya z parametrami dominowania
grafow. Liczbg Ramseya gornego dominowania u(m,n) nazywamy najmniejsze takie
p, ze dowolne 2-pokolorowanie krawedzi grafu K, kolorem czerwonym lub niebieskim
spetnia warunek I'(B) > m lub I'(R) > n. B i R oznaczaja podgraf K, indukowany
odpowiednio przez niebieskie i czerwone krawedzie, a I'(G) to najwiekszy rozmiar
minimalnego zbioru dominujacego grafu G. Praca [P4] (z R. Zakrzewska) zawiera
dowdd faktu, ze u(4,4) < 15.

W artykule [P6] (wsp6lnym z R. Zakrzewska) zdefiniowano nieklasyczng mie-
szang liczbe Ramseya dominowania v(m,G) jako najmniejsza taka n, ze dowolne
2-pokolorowanie krawedzi grafu K, kolorem czerwonym lub niebieskim spelnia wa-
runek, ze I'(B) > m lub istnieje niebieska kopia grafu G. Praca [P6] zawiera dowody
wielu wartosci liczb v(m, G); do najciekawszych nalezy v(3, K¢ — e) = 13.

PARAMETR ALTITUDE

Praca [P7] (wspélna z H. Furmanczyk) dotyczy jednego z parametréw opisuja-
cych etykietowanie krawedzi grafu (czyli nadawanie krawedziom kolejnych numeréw
od 1 do |E(G)|), a mianowicie altitude. Jesli rozpatrzymy wszystkie mozliwe etykie-
towania f € F grafu G i dla kazdego z nich znajdziemy dtugosé h(f) najdtuzszej
Sciezki, w ktorej etykiety rosna, to parametr altitude oznaczany przez o(G) mozemy
zdefiniowa¢ nastepujaco:

a(G) = rfrgjr__l h(f).
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W pracy [P7]| pokazano miedzy innymi, ze a(W,,) = 3 dla wszystkich n > 5.
LiczBy RAMSEYA ON-LINE

Oprécz pracy [A5] wchodzacej w sktad osiggniecia naukowego, powstala w tej
tematyce réowniez praca [P10] (wspélna z J. Cyman), ktora zawiera dowdd kilku
doktadnych wartosci liczb Ramseya on-line, sposrod ktorych najbardziej interesujacy
jest niekomputerowy dowdd faktu, ze 7(Cy) = 10.

PODOBIENSTWO GRAFOW

Artykuty [P11] i [P12] (wspdlne z K. Krzywdzinskim) zawieraja doktadne war-
tosci i oszacowania dwoch réznych parametréow opisujacych podobienstwo graféow.
Pierwsza z prac wprowadza parametr n(k,[), ktéry jest najmniejszym takim n, ze
w dowolnej [-elementowej rodzinie n-wierzchotkowych grafow istnieje k-podobna
para grafow. Méwimy, ze dwa grafy G i H, majace ta sama liczbe wierzchotkéw n,
sq k-podobne jesli zawieraja wspolny indukowany k-wierzchotkowy podgraf. W arty-
kule pokazano, ze n(k,3) = r(k), czyli n(k,l) moze by¢ traktowane jako uogdlnienie
liczby Ramseya. Wykazano takze szereg doktadnych wartosci oraz konstrukcyjnych
i asymptotycznych oszacowan.

Druga z prac wprowadza zupelnie inny parametr, niezwiazany z liczbami Ram-
seya, a mianowicie g(n, ), ktérego warto$¢ to najwieksze k gwarantujace, ze istnieje
[ grafébw na n wierzchotkach, z ktérych kazde dwa sa odlegte o przynajmniej k. Przez
odlegtosé dwoch graféw Gi F' rozumiemy tutaj liczbe krawedzi, ktore potrzeba dodaé
lub odja¢ z grafu GG, by uzyska¢ graf F'. Z ciekawszych rezultatow mozna wymieni¢
tu nastepujace:

Twierdzenie 18 ([P12]). Niech |l € {3,4,5,6}. Wtedy

7 g |G

LiczBY TURANA

Ostatnia z prac, a mianowicie [P14] (wspdlna z A. Jastrzebskim), przedstawia
dowody doktadnych wartosci i oszacowan dla liczb Turdna dla koét z nieparzysta
liczba wierzchotkéw. Praca ta stanowi kontynuacje badan zaprezentowanych w pracy
[A2], w ktorej rozpatrywano kola o parzystej liczbie wierzchotkéw. Zawiera ona
miedzy innymi doktadne wartosci liczb ex(n, Ws) i ex(n, Wr), zebrane w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie 19 ([P14]).

]+ 5] jeslin # 2 mod 4,

]+ 1552 jeslin =2 mod 4;

I 2] +1 jeslin =0 mod 2,

ex(n, W) = { s,

VLZJ + ng +2 geslin=1 mod 2.

W ogélnym przypadku nadal nie s znane rezultaty dla ex(n, Cy) i ex(n, Cg) czyli
dla obreczy kot Wi i Wr.
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