Department of Physics, Mathematics and Informatics, University
of Gdansk

PhD Thesis in Physics

Michat Studzinski

Application of theory of groups and
algebras representations to some
quanftum information processing
problems

Supervisor: prof. dr hab. Michat Horodecki
Assistant Supervisor: dr Jarostaw Korbicz

Institute of Theoretical Physics and Astrophysics, Gdansk
National Quantum Information Centre in Gdansk, Sopot

Gdansk, 2014



Student was supported by International PhD Program: “Physics of Fu-
ture, Quantum-based Technologies” grant MPD/2009- 3/4 sponsored by

Foundation for Polish Sciences.

EUROPEAN UNION

INNOVATIVE ECONOMY f
E AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA Fundac]a na rzecz EUROPEAN REGIONAL
‘ Py DEVELOPMENT FUND
Nauki Poiskiej



List of publications consist in PhD dissertation in the chronological

order

A

. M. Studzinski, P. Cwikliﬁski, M. Horodecki, M. Mozrzymas, Group
representation approach to 1 — N universal quantum cloning machines,

Physics Letters A

. M. Mozrzymas, M. Horodecki, M. Studzinski, Structure and properties
of the algebra of partially transposed permutation operators, Journal of
Mathematical Physics, 55 032202 (2014)
http://arxiv.org/abs/1308.2653

. M. Studzinski, M. Horodecki, M. Mozrzymas, Commutant Structure of
U®...®@U® U* transformations, J. Phys. A: Math. Theor. 46 395303
(2013)
http://arxiv.org/abs/1305.6183

. P. Cwiklinski, M. Horodecki, M. Studzinski, Region of fidelities for a
1 — N universal qubit quantum cloner, Physics Letters A 376 pp. 2178-
2187 (2012)
http://arxiv.org/abs/1201.6077

. M. Czechlewski, A. Grudka, M. Horodecki, M. Mozrzymas, M. Stu-
dzinski, Distillation of Entanglement by projection on permutationally in-
variant subspaces, ]. Phys. A: Math. Teor. 45 125303 (2012)
http://arxiv.org/abs/1109.3904



Other publised papers and e-prints in the chronological order

I. P. Cwiklinski, M. Studziriski, M. Horodecki, J. Oppenheim, Limita-
tions for thermodynamical processing of coherences

http://arxiv.org/pdf/1405.5029.pdf

II. M. Mozrzymas, M. Studziriski, M. Horodecki, A. W. Harrow, M. B.
Ruskai, Explicit constructions of unitary transformations between equ-
ivalent irreducible representations

http://arxiv.org/pdf/1405.2169.pdf

III. P. Cwiklinski, M. Horodecki, M. Mozrzymas, L. Pankowski, M.
Studzinski, Local random quantum circuits are approximate polynomial-
designs - numerical results, J. Phys. A: Math. Theor. 46 305301 (2013)
http://arxiv.org/pdf/1212.2556.pdf

IV. M. Studzinski, M. Przybylska, Darboux Points and Integrability Analy-
sis of Hamiltonian Systems with Homogeneous Rational Potentials, Phy-
sica D, 249 1-15 (2013)
http://arxiv.org/pdf/1205.4395.pdf



I. MOTYWACJA ORAZ CEL PRACY

Doskonale wiadomo, ze jezykiem fizyki jest matemtyka, ale takze
czym$ wiecej !. Struktury matematyczne z wielkim sukcesem uzywa-
ne przez fizykéw nie tylko opisuja przyrode, ale takze modeluja jej
wewnetrzng strukture (tzw. modelowanie matematyczne). To wlasnie
dzieki temu niezrozumiatemu do dzi§ potaczeniu nie tylko opisujemy
otaczajacy nas Swiat, tj. méwimy jakie otaczajace nas rzeczy sa, ale tak-
ze mozemy pokusi¢ sie poprzez czyste rozwazania logiczne o przewi-
dzenie zjawisk, ktérych nie mozemy bezposrednio zaobserwowac i od-
czué. To wlasnie modelowanie matematyczne czesto méwi nam co mie-
rzy¢, ktére z wlasnosci mozemy zaniedba¢ przy konstrukcji odpowied-
nich detektoréw oraz jak powinniSmy interpretowa¢ wyniki przepro-
wadzanych pomiaréw. W niniejszej rozprawie doktorskiej autor wraz z
wspotpracownikami porusza cykl probleméw wywodzacych sie z nowej
dziedziny nauki jaka jest informatyka kwantowa. Poruszane sa aspekty
teorio-grupowego opisu maszyn klonujacych, destylacji splatania a tak-
ze konstrukcji nowych narzedzi matematycznych majacych poméc w
wyzej wspomnianym modelowaniu matematycznym, tym razem w ska-
li mikro$wiata.

Przedstawmy teraz pokrétce motywacje do zajmowania sie problema-
mi kwantowego klonowania oraz destylacji splatania wtasnie od strony
matematycznej. Zacznijmy od kopiowania stanéw kwantowych.

Z liniowo$ci mechaniki kwantowej wiemy, ze niemozliwe jest dosko-
nate skopiowanie nieznanego stanu kwantowego. Méwi o tym tak zwa-
ne twierdzenie o zakazie kwantowego klonowania podane po raz pierw-
szy przez Zurka i Wootersa [1] oraz niezaleznie przez Dieksa [2]. Sko-
ro zatem przygotowanie doskonatych klonéw jest niemozliwe niejako z
definicji, to postawmy pytanie inaczej. Mianowicie zapytajmy: Czy moz-
liwe jest przygotowanie klonéw, ktoére sa bliskie stanowi wejSciowemu?

Jezeli tak to jak blisko mozemy sie zblizy¢ do stanu klonowanego - jak

!Wspomniany problem filozoficzny nosi nazwe: "The Unreasonable Effectiveness of Mathe-

matics in the Natural Sciences."



dobra kopie mozemy otrzyma¢ 2? Okazuje sie, ze odpowiedZ na pierw-
sze pytanie jest twierdzaca, a traktuje o tym szereg prac, m.in. [3-7].
Takze na drugie z pytan potrafimy juz satysfakcjonujaco odpowiedzie¢,
zaréwno dla symetrycznych, uniwersalnych maszyn klonujacych 3 jak i
w niedawno opublikowanych rezultatach dla asymetrycznych, uniwer-
salnych maszyn klonujacych # [8-10]. Mimo znaczacego postepu teorii
w tej dziedzine na przestrzeni ostatnich lat i wedlug naszej najlepszej
wiedzy nikt nie podal zwiazkéw pomiedzy maszynami klonujacymi a
struktura grupy symetrycznej S(n). Podanie odpowiednich zwiazkéw
jest jednym z celow tej rozprawy doktorskiej.

Drugim fizycznym aspektem poruszanym w rozprawie doktorskiej
jest destylacja splatania. Wiadomo juz nie od dzis, ze czyste splatanie
jest jednym z najwazniejszych zasobéw w informatyce kwantowej, moz-
na tutaj przytoczy¢ chociazby klasyczne w dziedzinie prace [11-13]. Jed-
nakze w znacznej wigekszosci praktycznych przypadkéw mamy dostep
do splatania mieszanego, ktére w ogélnosci nie jest juz tak uniwersalne a
zarazem przydatne. W celu otrzymania czystego splatania, zazwyczaj w
formie maksymalnie splatanych par powinnisémy by¢ w stanie je w jaki$
sposéb wydestylowaé z posiadanej mieszanki. Procedury, ktére pozwa-
laja na takie odfiltrowanie czystego splatania sa znane jako protokoty
destylacji splatania kwantowego, ktére realizowane sa poprzez operacje
typu LOCC ° [14-17]. Jezeli dwaj obserwatorzy dziela n kopii stanu za-
wierajacego mieszane splatanie, a nastepnie wykonaja na nim protokét
destylacji, to jako rezultat powinni otrzymac czyste splatanie w posta-
ci stanu bliskiego m (m < n) kopiom stanu maksymalnie splatanego,
a granica lim;, , 7 jest nazywana wydajnoscia protokotu. W niniejszej
rozprawie doktorskiej podajemy pewien protokét destylacji splatania,

do ktérego opisu wykorzystujemy bardzo silne narzedzie jakim jest teo-

2Uzywajac tutaj stowa "bliski” mamy tutaj na myéli miare, ktéra nazywamy kwantowa wier-
noscia (ang. quantum fidelity)

3Kwantowe wiernosci wszystkich klonéw obliczone wzgledem stanu wejsciowego sa iden-
tyczne.

4Kwantowe wiernosci wszystkich klonéw obliczone wzgledem stanu wejsciowego sa w ogol-
noéci rézne.

Sang. Local Operations and Classical Communication



ria reprezentacji grupy symetrycznej S(n).

Jak widzimy z powyzszego opisu gléwnym lacznikiem wszystkich
poruszanych probleméw w rozprawie doktorskiej jest teoria reprezen-
tacji grupy symetrycznej S(n) jak i pewne jej modyfikacje, o ktérych
czytelnik dowie sie z dalszej czesci tekstu. Dlatego tez, ze zajmujemy
sie wlasnosciami dos¢ szczegélnej klasy obiektéw (grupy) warto zanim
przejdziemy do streszczenia poszczegdlnych rezultatéw zawartych w
rozprawie oméwic¢ pokrétce metodologie wykorzystywana przez auto-
réw i problemy z jakimi musieli sie oni zetkna¢. Zaczniemy od zarysu
znanego juz przeszlo pét wieku dualizmu Schura-Weyla [18] a nastepnie
postawimy pewien problem stanowiacy prébe rozszerzenia wspomnia-
nego dualizmu na inna klase obiektéw.

Rozwazmy przestrzen Hilberta H®" opisujaca n uktadéw, przy czym
zakladamy, ze H = cH, gdzie d € N jest wymiarem kazdej z kopii H.

&n

Wiadomo, ze kazdy operator X : (C4)“" — (C4)®", ktéry komutuje z

operacjami unitarnymi typu U®", . spetnia relacje
(X, U®"] =0, (1)

moze by¢ przedstawiony jako pewna kombinacja liniowa operatoréw
permutacji V(o ):
X=) a(@)V(o), 2
oeS(n)
gdzie a(c) dla ¢ € S(n) sa pewnymi, znanymi wspoétczynnikami
kombinagji, a operatory permutacji V(o) dziataja na wektory bazowe

e, ) ®---® le; ) przestrzeni H®" nastepujaco:
1 n p p ]

Vo€ Sn) V(©o)ley)® - ®le,) = o ) G

_ (1)> K- & |el‘071(n

)

Zatem, aby pozna¢ nieprzywiedlne komponenty operatora X wystar-
czy pozna¢ nieprzywiedlne komponenty kazdego z operatoréw V(o)
oddzielnie. W tym momencie z pomoca przychodzi teoria reprezentacji.
Mianowicie juz od dawna istnieje dobrze opracowana teoria pozwalajaca
efektywnie znajdowaé nieprzywiedlne reprezentacje operatoréw V(o).
Moéwiac doktadniej, za kazdym razem gdy mamy do czynienia z za-

gadnieniem, gdzie operator X posiada wlasnos¢ opisana réwnaniem (1)



mozemy postuzy¢ sie teoria reprezentacji aby sprowadzi¢ zagadnienie

do badania operator6w V(o) w postaci blokowo-diagonalnej, tj.
V(o) =P Valo), (4)
A

gdzie suma prosta przebiega po wszystkich nieprzywiedInych reprezen-
tacjach A grupy symetrycznej S(n).

Idac dalej mozemy postuzy¢ sie dualizmem Schura-Weyla [18], kto-
ry to stwierdza dualno$¢ pomiedzy nieredukowalnymi reprezentacjami
grupy symetrycznej oraz pelnej grupy liniowej 6. Dzieki wspomnianemu

dualizmowi kazdy ze skltadnikéw sumy prostej (4) mozna zapisaé jako
V(o) =1 @ V5 (o), (5)

gdzie symbol U oznacza czeé¢ operatora dzialajaca na przestrzeni uni-
tarnej natomiast S na przestrzeni symetrycznej. Z réwnania (5) widzimy,
ze dodatkowo kazdy sktadnik V) (¢) ma strukture tensorowa, przy czym
nietrywialna czeé¢ dziata jedynie na tak zwanej czesci symetrycznej. Za-
tem, aby pozna¢ nieprzywiedlne reprezentacje operatora X wystarczy
pozna¢ nieprzywiedlne reprezentacje kazdej z czesci V‘A'S (0), gdzie krot-
nosci okreslone sa jako wymiar operatora 14. Sposéb budowy czesci
symetrycznej a méwiac dokladniej reprezentacji macierzowych Vf(o)
jest dany dzieki konstrukcji Younga-Yamanouchiego [19].

Mozemy sie teraz zapyta¢, co sie stanie z przedstawiona wyzej kon-
strukcja jezeli nasz operator X bedzie niezmienniczy ze wzgledu na

transformacje typu U®(" ) @ Uk, to znaczy gdy
X, U @ U] — o, (6)

gdzie * oznacza sprzezenie zespolone. Okazuje sie wtedy, ze 6w opera-
tor X moze by¢ przedstawiony nadal jako kombinacja liniowa operato-

réw permutagji V(o) tyle, ze czeSciowo transponowanych po k ostatnich

6Czytelnik zauwazy, ze w niniejszej rozprawie interesujemy sie tylko pewna podgrupa grupy

GL(n,C), a mianowicie grupa macierzy unitarnych U(n, C).



uktadach 7
X=Y bo)V'*0), Te=Ty g1 Tu (7)
oeS(n)
gdzie T; dlan —k+1 i n oznacza standardowa transpozycje na i—tym
poduktadzie.

W niniejszej rozprawie ograniczamy sie do najprostszego, ale nie-
trywialnego przypadku, gdy k = 1, czyli gdy czeSciowa transpozycja
dziala tylko na ostatnim n—tym podukladzie. Zatem naszym zadaniem
jest znalezienie rozktadu operatoréw VI"(c) podobnie jak w réwna-
niach (5), (6) a takze podanie konstrukcji ich nieredukowalnych repre-
zentacji macierzowych (podrozdziat c).

Posiadajac juz umiejetnos¢ rozkltadu operatoréw odpowiednio z réw-
nania (2) oraz (7) na nieprzywiedlne komponenty wraz z ich reprezenta-
cjami macierzowymi mozemy stosowac je jak to jest wyjasnione doktad-
niej w nastepnym rozdziale do teoriogrupowego oraz algebraicznego
opisu maszyn klonujacych (podrozdzialy a, b) czy obliczert wydajnosci

pewnego protokotu destylujacego splatanie (podrozdziat d).

I. OMOWIENIE WYNIKOW PRAC SKEADAJACYCH SIE NA ROZPRAWE

Prace sktadajace sie na rozprawe doktorska, tj. artykuly z pozydji [A-
E] mozna zasadniczo podzieli¢ na trzy grupy. Pierwsza grupa, czyli po-
zycje [E] oraz [D] wykorzysuja klasyczne juz elementy wiedzy z teorii
reprezentacji grup skoriczonych ze szczegélnym naciskiem na grupe sy-
metryczna (permutacji) S(n) do takich probleméw jak destylacja splata-
nia poprzez projekcje na permutacyjnie nizemiennicze podprzestrzenie
czy teoriogrupowy opis uniwersalnej, kubitowej 8 maszyny klonujacej.
Druga grupa artykuléw z pozyqji [C], [B] zawiera konstrukcje nieredu-
kowalnych reprezentacji czesciowo transponowanych operatoréw per-

mutacji uogoélniajace i rozszerzajace istniejaca juz wiedze na temat ope-

7Warto tutaj doda¢ komentarz, ze zalozenie sprzezenia k ostatnich operacji U nie zminiejsza

og6Inosci problemu. Zawsze mozemy dokona¢ takiej permutacji aby uzyskac zadana postac.
8ang. qubit od quantum bit, bit kwantowy; kubit jest to kwantowomechaniczny uklad opisa-

ny dwuwymiarowa przestrzenia Hilberta
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ratorow permutacji. Wreszcie ostatnia praca z serii skladajacej sie na
rozprawe, tj. pozycja [A] stosuje wcze$niej wypracowane narzedzia ma-
tematyczne z prac [C] oraz [B] do rozszerzenia rezultatéw z [D] dla wy-
zej wymiarowych przypadkéw. Oméwmy teraz pokrétce rezultaty za-
warte w wyzej wymienionych pracach zaczynajac od problemu kwan-
towego klonowania, zaréwno dla kubitéw jak i kuditéw (podrozdzialy
a,b), poprzez oméwienie konstrukcji nowych narzedzi matematycznych
(podrozdziat c) i koriczac na pewnym problemie matematycznym zwia-
zanym z destylacja splatania (podrozdziat d).

a. Teoriogrupowy opis uniwersalnych, kubitowych maszyn klonujacych
W pracy [D] prezentujemy teoriogrupowe podejscie do problemu w
przypadku gdy stanami klonowanymi sa kubitowe stany maksymalnie
splatane, na przyktad jeden ze stanéw Bella postaci °:

1
™) = 2

Gliéwnym celem artykutu [D] jest opisanie w spos6b analityczny do-

(100) +[11)). (8)

puszczalnego obszaru wiernoéci (ang. fidelity) uniwersalnej, kubitowej
maszyny klonujacej ' 1 — N wynikajacego z praw mechaniki kwan-
towej przy zastosowaniu teorii reprezentacji grupy symetrycznej S(n).
Moéwiac dokladniej chcemy poznac¢ analityczne ograniczenia na naste-

pujace wielkoSci:

F;=F(®", Trpp1.0) =Tr [\/V Ot Tr; 014 VO, )

gdzie @ = [pT) (Y|, wielkos¢ p1. , jest facznym stanem po zastosowa-
niu maszyny klonujacej a Tr; 1., stanem zredukowanym i—tej kopii 1.
Do analizy problemu wykorzystywane sa informacje opisane pokrétce
w pierwszym rozdziale ninijeszego streszczenia (rozdzial I). Okazuje
sig, ze w przypadku dwuwymiarowym (kubitowym) singletowe stany
maksymalnie splatane (patrz réwnanie (8)) sa U ® U niezmiennicze. Po-

zwala nam to na zapisanie facznego stanu po zastosowaniu maszyny

9Oczywiécie za punkt wyjécia mozemy wzia¢ takze inny stan Bella

10W catej rozprawie stosujemy nastepujaca konwencje: Liczbe kopii oznaczamy wielka litera
N, przy czym n = N + 1, gdzie n jest stopniem grupy symetrycznej S(n).

HPoprzez Trg701..n 0Znaczamy $lad czesSciowy po wszystkich uktadach poza pierwszym oraz

i—tym.
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klonujacej jako
Pl.n = @ ]llr/{()\) & 5/\/ (10)
A

ktory to réwniez jest unitarnie niezemienniczy ze wzgledu na trans-
formagje unitarne typu U®". W réwnaniu (10) przez r(A) oznaczyliSmy
wymiar nieprzywiedlnej reprezentacji odpowiadajacej podzialowi A, na-
tomiast ¢ jest odpowiednia nieprzywiedlna reprezentacja operatora p.
Dzieki tej wlasnosci dalej pokazujemy, ze obliczanie kwantowej wierno-
Sci Fj; pomiedzy kubitowym stanem wejSciowym p a i— ta kopia moze
by¢ sprowadzone do obliczania wiernos¢i na kazdej z niezmienniczych
permutacyjnie podprzestrzeni wynikajacej z rozkladu operatoréw per-

mutacji V(0) na nieprzywiedlne komponenty (Lemat 1):

, 1 1 .
F=TH s =l im(eviog). o
A

gdzie V§(1i) oznacza nieredukowalna reprezentacje operatora permu-
tacji V(o), gdy ¢ = (1i). Kolejnym waznym wynikiem otrzymanym
na drodze dalszych rozwazan bylo zauwazenie, ze do otrzymania ca-
fego dozwolonego zakresu dziatania maszyny klonujacej niezbedne jest
wziecie otoczki wypuklej ze zbioru wiernosci obliczonych dla wszyst-

kich mozliwych kopii 1 < i n oraz reprezentacji A (Twierdzenie 1)

F = conv (U{(Fﬁ,,l—"{‘» y) € Ch }) . (12)

A

Gléwna czes¢ pracy konczy sie dowodem Lematu 3, ktéry stwierdza,
ze do wygenerowania otoczki opisanej Twierdzeniem 1 potrzeba i wy-
starcza rozwazac czyste stany rzeczywiste. Méwiac inaczej pokazaliSmy
pewnego rodzaju majoryzacje stanéw zespolonych poprzez stany rze-
czywiste w sensie wiernoéci dla tego przypadku maszyn kolnujacych. W
artykule dodatkowo zamieszczone sa reprezentacje graficzne dozwolo-
nego zakresu wiernosci w przypadku uniwersalnej maszyny klonujacej
1 — 3 zaréwno dla kazdej z nieredukowalnych reprezentacji (Rysunek
2) jak takze po wygenerowaniu otoczki wypuklej (Rysunek 3). Pokazano
réwniez jak mozna zastosowaé opisana w tym rozdziale metode do od-
twarzania stanéw kwantowych o z géry zadanych wiezach na wiernosci,

oczywiScie w ramach dozwolonych przez teorie (Rozdziat VF).
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b. Algebraiczny opis uniwersalnych maszyn klonujacych Praca [A]
jest rozszerzeniem wynikéw z pracy [D] na przypadek gdy stanem wej-
$ciowym, przeznaczonym do klonowania jest kuditowy 12 stan maksy-

malnie splatany

1 &
]47*) — ﬁ Z |ii), (13)
i=1

gdzie d jest wymiarem przestrzeni Hilberta na ktérej opisujemy nasz
stan.

Okazuje sie, ze w tym przypadku, gdy d > 2 nie mozemy zastosowac
bezposrednio znanych narzedzi z teorii reprezentacji grupy symetrycz-
nej S(n) jak to mialo miejsce w przypadku kubitowym. Wynika to z
faktu, ze stany z réwnania (13) dla d > 2 nie sa juz U ® U niezmiennicze
tylko U* ® U niezmiennicze '3. Inna symetria w wyzej wymiarowym
przypadku powoduje, ze stan taczny p;._, po zastosowaniu maszyny

(n=1) Chcac na-

klonujacej jest niezmienniczy na operacje typu U* @ U®
dal dysponowac¢ reprezentacyjnym wyjasnieniem zagadnienia niezbed-
na staje sie znajomo$¢ nieredukowalnych reprezentacji algebry # cze-
$ciowo transponowanych operatoréw permutacji V" (c). Oczywisty sta-
je sie teraz fakt, ze kluczowa role odgrywaja narzedzie matematyczne
o ktérych mowa w podrozdziale c) niniejszego streszczenia. Autorzy
w pracy [D] pokazuja, ze wiernosci pomiedzy stanem wejsciowym a do-
wolnym z klonéw mozna zapisa¢ poprzez nieprzywiedlne reprezentacje
czeSciowo transponowanych operatoréw permutacji VI (k — 1 n), gdzie
1 < k n otrzymanych w [C], [B] oraz operatora gestosci p* dziatajacego
na odpowiedniej nieprzywiedlnej podprzestrzeni oznaczonej podziatem

«. Mianowicie zachodzi (Lemat 1):

. 1
B =Y Fj, sdzie Fi=3Tr[p*Vik—1m)|,  (19)
o

2ang. qudit, jest to kwantowomechaniczny uklad opisywany na d wymiarowej przestrzeni

Hilberta
13Przez * oznaczmy sprzezenie zespolone.
14Czy’celnik zwréci uwage na fakt, ze zbiér operatoréw permutacji tworzy grupe, czyli w

szczeg6lnosci kazdy element posiada swoja odwrotnosé. Natomiast zbiér czeSciowo transpo-
nowanych operatoréw permutacji tworzy juz tylko algebre, tzn. istnieja elementy dla ktérych

odwrotnoé¢ nie istnieje.
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gdzie d oznacza wymiar catkowitej przestrzeni Hilberta . Nalezy przy
tym zwrdéci¢ uwage na fakt, ze celowo wprowadzamy tutaj indeks a a
nie A jak w przypadku kubitowym aby odrézni¢ odpowiednie reprezen-
tacje. Z prac [B] oraz [C] wynika rozbicie algebry A (d) na sume dwéch
przestrzeni M oraz A,_1(d), przy czym wzory (14) opisuja wiernosci
obliczone dla elementéw z idealu M. W przypadku ideatu A,_;(d) for-

mutla na wiernosci redukuje sie do prostego wyrazenia

1

Dalej podobnie jak dla przypadku kubitowego autorzy pokazuja, ze do
otrzymania dozwolonego zakresu wiernosci w przypadku 1 — N uni-
wersalnej kuditowej maszyny klonujacej niezbedne jest wziecie otoczki
wypuklej ze zbioru wiernosci obliczonych dla wszystkich mozliwych
kopii 1 < i n oraz reprezentacji « (Twierdzenie 3) oraz fakt, Ze nadal
zachodzi majoryzacja w sensie wiernosci stanéw zespolonych poprzez
stany rzeczywiste (Lemat 4).

c. Nieredukowalne reprezentacje cze$ciowo transponowanych operato-
row permutacji Na ta cze$¢ rozprawy doktorskiej skladaja sie dwie pra-
ce z pozydji [C] oraz [B]. Przedstawiaja one dwa réwnowazne podejscia
do tego samego problemu, a mianowicie do znalezienia nieprzywiedl-
nych reprezentacji algebry Al(d) czesciowo transponowanych opera-
torow permutacji VIi(g) o ktérych mowa we wstepie do niniejszego
streszczenia.

Mimo, ze obydwa artykuly podejmuja te samo zagadnienie to jak sie
przekonamy pézniej daja catkowicie r6zny wglad w strukture proble-
mu, a takze artykul [B] jest istotnym poszerzeniem rezultatéw z pra-
cy [C] m.in. na niskowymiarowe przypadki oraz explicite taczy badana
strukture algebry z reprezentacja pewnej grupy indukowanej. Przybliz-
my teraz w paru zdaniach problemy z jakimi musieli zetkna¢ sie autorzy
w wyzej wymienionych pracach. Zacznijmy od pozydji [C].

W artykule tym wychodzimy z poziomu przestrzeni Hilberta i budo-
wy bazy wektorowej rozpinajacej kazda z nieredukowalnych podprze-
strzeni (Definicja 4). Pozwala nam to na budowe nieortogonalnej bazy

operatorowej w iloczynie Hilberta-Schmidta (Definicja 5, Lemat 8). Na
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tym etapie rozwazan kluczowe bylo spostrzezenie, ze istnieje pewien
zbior funkgji F!,, ktory wiaze nam elementy algebry C[S(n —2)] z ele-
mentami algebry M

]:t
C[S(n—2)] 2 V(0) =5 V' (o) € M, (16)
Z liniowosci przeksztalcen F!, wiemy natomiast, ze prawdziwe jest
]:'t
C[S(n—2)] 3 B % vl (a) € M, (17)

gdzie operatory Ef; sa dobrze znanymi operatorami Wignera dla grupy
symetrycznej S(n — 2). Powyzsze rownania implikuja nam bezposrednio
Twierdzenie 9, ktore jest jednym z kluczowych w catej pracy. A miano-
wicie méwi nam ono jak wyrazaja sie czeSciowo transponowane opera-
tory permutacji poprzez nasza nieortogonalna baze operatorowa i vice
versa oraz pozwala nam udowodni¢ zasady dziatanie VI"(¢) na nasza
operatorowa baze.

Niestety jak to wspomnieliSmy wyzej baza nasza jest nieortogonalna
co nie pozwala nam wyznaczy¢ reprezentacji macierzowych operatoréw
VIn (o) w formie takiej do jakiej to przywyklismy pracowaé w fizyce. W
celu obejécia tego problemu a raczej przedefiniowania naszej bazy uzy-
wamy macierzy Q(«) (Definicja 11), ktdra to jest macierza Grama wekto-
réw bazowych z definicji 4. Macierz ta jest macierza blokowo-diagonalna
posiadajaca wiele interesujacych cech, ktére determinuja nasza dalsza
droge w kierunku bazy ortogonalnej. Mianowicie, bloki macierzy Q(«)
sa macierzowymi reprezentacjami odpowiednich transpozycji (patrz De-
finicja 11, Spostrzezenie 12) a i co najwazniejsze, poniewaz jest to ma-
cierz Grama zdarzy¢ sie moze, ze dla pewnych relacji pomiedzy wymia-
rem d przestrzeni Hilberta a liczba n poduktadéw zbiér wektoréw stanie
sie liniowo zalezny a co za tym idzie macierz Q(«) nie bedzie juz dtuzej
odwracalna. Méwi nam o tym Twierdzenie 13, ktére stwierdza m.in., ze
kiedy tylko d > n — 2 macierz Grama zawsze posiada swoja odwrotnos¢.
Z kolei pozwala nam to na wspomniane juz wcze$niej przedefiniowanie
bazy operatorowej na nowa baze, juz ortogonalna w iloczynie Hilberta-
Schmidta wlasnie poprzez odwrotno$¢ macierzy Q(«) (doktadne sfor-

mulowanie znajduje sie w definicji 14). Stad juz tylko krok od znalezie-
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nia lewego dziatania juz ortogonalnych operatoréw bazowych na ope-
ratory V1" (c) (Wniosek 16) a co za tym idzie wyznaczenia elementéw
macierzowych szukanych niredukowalnych reprezentacji (Lemat 18).

Praca [C] porusza takze problem przypadku gdy d n — 2 (Rozdziat
IV.B) jednak nie daje wyczerpujacej odpowiedzi w jezyku bazy wekto-
rowej w przestrzeni Hilberta. Autorzy pokazuja tam, ze do konstrukcji
nieprzywiedlnych reprezentacji potrzeba i wystarcza wybrac¢ ze zbioru
wektoréw liniowo zaleznych podzbiér liniowo niezalezny a nastepnie
przeprowadzi¢ rozumowanie jak dla przypadku d > n — 2. Powoduje to
oczywiste zmniejszenie si¢ wymiaru tych operatoréw bazowych, ktére
dziataja na nowej "zredukowanej" podprzestrzeni (Przyklad 19). Nieste-
ty jednak nie jest tam podany przepis w jaki sposéb efektywnie przepro-
wadzi¢ wybér odpowiednich wektoréw i jak potaczy¢ go z globalnymi
wlasnosciami algebry Al (d).

Inne podejscie do tego samego problemu budowania nieprzywiedl-
nych reprezentacji operatoréw V(o) a zarazem pokrywajace luke przy-
padku matych wymiaréw d w stosunku do liczby poduktadéw n daje
praca [B]. W pracy tej autorzy traktuja algebre Al (d) w spos6b abstrak-
cyjny oraz korzystaja z zaawansowanych technik algebraicznych. Naj-
wazniejsza cecha tej pracy bylo zauwazenie, ze algebra A" (d) zawiera
podalgebre A, _1(d) generowana poprzez operatory reprezentujace pod-
grupe S(n —1) C S(n), ktére nie sa deformowane poprzez czeSciowa
transpozycje T,. Pozwolilo to na nastepujace rozbicie algebry Al (d) na

sume dwoéch podprzestrzeni
A (d) = M+ Ay _1(d), (18)

gdzie podprzestrzeri M jest idealem generowanym poprzez operatory
VTn(0), gdy permutacja o dziala na n w spos6b nietrywialny. Dodat-
kowo elementy generujace ideal M sa nieodwracalne co pokazuje jak
dodanie nawet jednej cze$ciowej transpozycji zmienia strukture proble-
mu. Innym bardzo waznym rezultatem zawartym tym artykule [B] jest

powiazanie struktury badanej algebry ze struktura reprezentacji induko-

(n—1)
(n—2)

dlne reprezentacje ¢* grupy S(n — 2) (Rozdziat IV). Doktadniej méwiac

wanej indg (¢*) grupy S(n — 1) indukowanej poprzez nieprzywie-
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autorzy pokazuja, ze wszystkie wartoéci wlasne macierzy ijb () sa in-

deksowane wiasnie poprzez nieprzywiedlne komponenty mdéEZ:;; (¢%)
a ich krotnos¢ jest rowna wymiarowi takiej reprezentacji (Twierdzenie
31). W kolejnym, piatym rozdziale przedstawiona jest konstrukcja nie-
redukowalnych reprezentacji operatoréw V' (). Punktem wyjécia dla
dalszych badan jest zdefiniowanie zbioru generatoréw {u(«)} ideatu M
(Definicja 39) wraz z prawem ich skladania oraz postacia lewego dziata-
nia na operatory V(o) (Wniosek 43). Dalej podobnie jak w [C] autorzy
przechodza do nowego zbioru generatoréw, ktéry posiada juz wymaga-
na wlasnoé¢ ortogonalnosci (Definicja 48) a takze podaja szukane formu-
ly na elementy macierzowe nieredukowalnych reprezentacji operatoréow
VT (o) (Wniosek 51) korzystajac z faktéw wyprowadzonych dla genera-
toréw u(a). Istotnym punktem tej pracy, w znacznym stopniu poszerza-
jacym dokonania autoréw z [C] jest opisanie przypadku detQ(a) = 0,
czyli gdy macierz Q(a) nie posiada macierzy odwrotnej. Oznacza to ty-
le, ze czes¢ generatoréw u(w) jest liniowo zalezna. Autorzy prezentuja
uniwersalna konstrukcje (Twierdzenie 77), ktéra prowadzi do tak zwanej
zredukowanej bazy dajacej konstruktywny opis zaréwno w przypadku
generatoréw liniowo zaleznych jak i moze by¢ wykorzystana do opi-
su przypadku generycznego, gdy rzad macierzy Q(«) jest maksymalny.
Wynik ten opiera sie na diagonalizacji rozwazanej juz wcze$niej macie-
rzy Q(a) (Twierdzenie 59) a nastepnie wykorzystanie macierzy diago-
nalizujacej do budowy nowego, obejmujacego juz przypadek niegene-
ryczny zbioru generatoréw. Okazuje sie, ze jezeli tylko det Q(x) = 0 to
dla jednej i tylko jednej (z doktadnoscia do krotnosci) nieredukowalnj re-
prezentacji grupy S(n —2) pojawiajacej sie w indiEZiég

zerowa warto$¢ wlasna Q(a). Wtedy réwniez generatory odpowiadajace

(¢") odpowiadaja

tej zerowej wartosci wlasnej sa operatorami zerowymi a pozostate two-
rza wyzej wspomniana baze zredukowana. Na zakoriczenie warto do-
da¢, ze w pracy tej pokazano réwniez relatywnie prosty algorytm przy
tej klasie zlozonosci problemu do znajdowania wszystkich warto$ci wia-
snych macierzy Q(a) i "odrzucania" generator6w liniowo zaleznych (Do-

datek A) oparty na twierdzeniu Frobeniusa [18]. Dzieki temu otrzymuje-
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my pelny opis algebry Al'(d) z konstrukcja nieredukowlanych kompo-
nentéw, dyskujsa wszelkich dodatkowych jej wlasnosci wraz z jawnym
wyeksponowaniem struktury grupy indukowane;.

d. Destylacja splatania kwantowego poprzez projekcje na permutacyjnie
niezmiennicze podprzestrzenie W artykule [E] przedmiotem rozwazan
byl problem destylacji kwantowego splatania ze stanu dwukubitowego,
ktory byt mieszanka dwoch czystych stanéw splatanych i jednego sta-
nu produktowego, prostopadlego do wczesniej wspomnianych stanéw

splatanych:

gdzie stan p’, ; jest w og6lnosci nieréwna mieszanka stanéw postaci

1DE(p))ap = /Pl00)ap = /1 — p|11)ap, p € [0,1]. (20)

W rozwazaniach zakladamy, ze n kopii stanu p4p jest wspoétdzielone
pomiedzy dwie osoby, zwyczajowo nazywane Alicja (dolny indeks A)
i Bobem (dolny indeks B). Po zaaplikowaniu odpowiedniego protokotu
destylujacego splatanie ([E|, rozdziat II) zadanie polegato na dostarcze-
niu analitycznych formul na wartosci wilasne operatora gestosci po od-
powiednim pomiarze wynikajacym z budowy protokotu. Wspomniany
stan po pomiarze ma nastepujaca forme:

oM — Pia ® PigpGpPia ® Pig
MAB " Tr(Pia ® Ppp’ypPra ® Pip)’

(21)

gdzie n oznacza ilo$¢ kopii stanu p 43 wspoétdzielonych przez wykonaw-

cow protokotu Alicje i Boba. Projektory P4, Pjp rzutuja na podprzestrze-

(n)

nie H," przestrzeni (C?) “" rozpietej przez wektory bazy standardowej

o wadze Hamminga réwnej [, tj. wektory zawierajace I jedynek oraz

n — | zer. Przykladem kanonicznym takiego wektora jest [0...01...1).
—

n—I )
Znajomos¢ spektrum operatora stanu pl(Z)B pozwalato na obliczenie wy-

dajnosci protokotu destylujacego R;, ktéra jest proporcjonalna do infor-

madji koherentnej 1° I. (pl(Z)B). Dalej okazato sie, ze macierz gestosci pf@

1ang. coherent information
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(1)

moze by¢ przedstawiona jako kombinacja liniowa operatoréw A, ’ dzia-

fajacych na podprzestrzeniach ’Hl(”) rozpietych przez wektory o usta-

lonej liczbie jedynek I (Lemat 1). Zatem znajomo$¢é wartosci wiasnych
()

wszystkich operatoréw A’ gwarantuje znajomos¢ spektrum operato-

(n)

ra gestosci p;,5- Druga wazna obserwacja na drodze do rozwiazania
problemu jest spostrzezenie, ze przestrzenie Hl(n) sa niezmiennicze ze
wzgledu na dziatanie grupy permutacji S(n). Fakt ten pozwala zapi-
sa przestrzen ’Hl(”) jako sume prosta nieredukowalnych podprzestrzeni
indeksowanych diagramami Younga o maksymalnie dwéch wierszach
(Lemat 4). Fakt ten oraz pewne teorio-grupowe oraz doé¢ skomplikowa-
ne kombinatoryczne rozwazania zawarte w m.in. propozycji 3, lematach
5 oraz 6 pozwala dowieé¢ formuly (41) z twierdzenia 1 podajacej anali-

(1)

tyczny przepis na obliczanie wartosci wtasnych operatoréw A;’ a co za

tym idzie pozna¢ spektrum operatora pl(z)B.

III. DALSZE PERSPEKTYWY

Na zakoriczenie niniejszego streszczenia rozprawy doktorskiej warto
wspomnie¢ o dalszych mozliwych kierunkach badan, ktére to sa kontu-
nuacja niektérych koncepcji tutaj omawianych. Pierwszym, najbardziej
oczywistym kierunkiem dalszych prac jest poszukiwanie nieredukowal-
nych reprezentacji czeSciowo transponowanych operatoréw permutacji
VTk (0) w przypadku wiekszej liczy transpozydji niz jedna jak to mialo
miejsce w pracach [C] oraz [D]. Zaktadamy zatem, ze czeSciowa trans-
pozycjama posta¢ I'y =T, i 10---0Ty, przyczym T;dlan—k+1 i n
oznacza standardowa transpozycje na i—tym podukiadzie. Ewentualnie
otrzymany wynik poszerzy nie tylko teorie reprezentacji na nowa klase
obiektow, ale takze moze znaleZ¢ ciekawe zastosowania w problemach
informatyki kwantowej. Wspomnimy tutaj krétko o dwéch mozliwych.

Zacznijmy od mozliwoéci opisu uniwersalnych maszyn klonujacych
N — M, gdy mamy N stanéw wejsciowych oraz M klonéw (oczywiscie
mamy M < N oraz M + N = n). Tematem badan byloby podobnie jak
w przypadku prac [A,D] podanie analitycznych formut na dopuszczal-

ny zakres wierno$ci wynikajacy z mechaniki kwantowej w ujeciu teorii
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reprezentacji algebr.

Drugim znacznie bardziej ztozonym zadaniem byloby zastosowanie
wypracowanych narzedzi matematycznych do problemu addytywnosci
kanatéw kwantowych. Znajmos¢é nieredukowalnych reprezentacji ope-
ratoréw V'*(c) pozwoli na otrzymanie analitycznych formut na entro-
pie Rényiego dla dwoéch kopii kanatu okredlonego na permutacyjnie
niezmienniczych podprzestrzeniach wynikajacych z dualizmu Schura-
Weyla dla dowolnej liczby podukiadéw i wymiaru lokalnej przestrzeni
Hilberta d. To z kolei pozwoli stwierdzi¢ dla ktérych podprzestrzeni
oraz przy jakiej kombinacji parametréw zachodzi wspomniane famanie

addytywnosci.

data i podpis doktoranta
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