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niskowymiarowymi algebrami macierzowymi’

mgr. TOMASZA IGNACEGO TYLCA

Niniejszq recenzje opracowano na zlecenie Dziekana Wydzialu Matematyki Fizyki i Infor-
matyki Uniwersytetu Gdanskiego, prof. dr. hab. Piotra Bojarskiego z dnia 10 czerwca 2014
roku.

1 Uwagi og6lne

Praca doktorska mgr. Tylca poswiecona jest poszerzaniu wiedzy na temat odwzorowarn dodatnich
pomiedzy algebrami macierzy Mn(C) i My (C) dla malych n,m € N ze szezegblnym uwzgled-
nieniem przypadku m = n = 2,3. Motywacja do badania takich odwzorowan pochodzi z fizyki
kwantowej i jest ona pokrotce przedstawiona we wstepie do dysertacji. Tematyka ta badana
jest od lat siedemdziesiatych XX w., a mimo to nadal wiemy raczej niewiele o geometrii zbioru
odwzorowar dodatnich pomiedzy niskowymiarowymi algebrami macierzowymi. Praca doktorska
mgr. Tylca stanowi istotny i ciekawy ~ by¢ moze réwniez obiecujacy ~ wklad w opis owej geometrii.

7 punktu widzenia tzw. czystej matematyki bardzo ciekawym elementem rozumowania jest
bardziej abstrakcyjna niz w dotychczasowych publikacjach analiza izomorfizmu Jamiotkowskiego-
Choi, ktérego izometrycznosé dla normy dualnej (sprzezonej) do projektywnej normy na iloczynie
tensorowym algebry M,,(C) i przestrzeni predualnej do M, (C) (izomorficznej z M,,(C), ale z inng
norma). By¢ moze wlasnie takie techniki pozwoly w przyszioSci uzupelni¢ opis geometrii zbioru
odwzorowan dodatnich (zachowujacych element jednostkowy). Dalsze elementy pracy mgr. Tylca
pokazuja jednak, ze wspomniany wyzej “teoretyczny” zabieg nie pozwala jeszeze na podanie takiego
pelnego opisu. :

2 Struktura i techniczna strona pracy

Struktura recenzowanej pracy jest klarowna i dobrze wywazona. Po krétkim wstepie, spisie uzy-
wanych w pracy oznaczeri i uwagach dotyczacych notacji nastepuja dwa rozdzialy. Pierwszy za-
wiera katalog narzedzi stosowanych w rozdziale drugim: podstawy teorii iloczynéw tensorowych
przestrzeni Banacha z uwzglednieniem uporzadkowanych przestrzeni Banacha, pojecie rozkladu



i rzedu Schmidta, elementarne informacje o C*-algebrach i algebrach von Neumanna, dyskusje
odwzorowan dodatnich pomiedzy algebrami operatorow, izomorfizm Jamiolkowskiego-Choi oraz
pojecia odwzorowan ekstremalnych i eksponowanych., W szczegdlnosci przypomuiane s klasyczne
wyniki Stgrmera i Arvesona.

Praca nabiera rumiencow w drugim rozdziale, w ktory poswigeony jest badaniu i analizie zbioru
D, skladajacego sie z macierzy Choi odpowiadajacych w izomorfizmie Jamiotkowskiego-Choi
odwzorowaniom dodatnim M, (C) — My, (C). W szezegOlnych przypadkach opisane sy niektore
§ciany wypuklego zbioru D, oraz podane sg przykiady punktow eksponowanych. W podrozdziale
2.3 wprowadzone jest pojecie odwzorowania rozkladalnego, opisana jest rodzina odwzorowari Choi
i wprowadzone oraz badane jest pewne jej uogdlnienie.

Podrozdzialy 2.4 i 2.5 zawieraja bardziej techniczne wyniki zwigzane z macierzami Choi, ktore
sa blokowododatnimi (terminologia autora) symetriami i czeciowymi symetriami. Wyniki za-
mieszezone w tych podrozdziatach dotyczy podobienstwa takich macierzy do macierzy Choi trans-
pozycji. Podane sa liczne przykiady i szacowania.

Notacja stosowana przez autora pracy jest w wickszoscl standardowa i za kazdym razem
dosé dokladnie tlumaczona. Jedynym wyjatkiem jest oznaczenie uzywane na iloczyn skalarny
w przestrzeni Hilberta, ktory oznaczany jest tak samo jak uporzadkowana para wektorow z tej
przestrzeni. Prowadzi to do niespecjalnie zgrabnych fragment6w takich jak np. paragraf definiu-
jacy norme Hilberta-Schmidta na stronie 20. Jest to tym bardziej dziwne, ze autor konsekwentnie
uzywa notacji bra/ket Diraca, co sugerowaloby zapis (- |-) dla iloczynu skalarnego. -

Jak wiadomo, w pracy o objetosci okolo siedemdziesi¢ciu stron nie sposob unikngé¢ malych
bledéw jezykowo-typograficznych. Nie dziwi wiec pewna ich liceba w recenzowanej dysertacji.
Mimo wspomnianej we wstepie do pracy korekty jezykowej, mozna dostrzec calkiem sporo niezrecz-
nosci. Podobnie jest z odwolaniami i innymi elementami struktury pracy. Przykladowo stwierdze-
nie 1.11 jest w ktoryms$ miejscu nazwane lematem 1.11, a definicja odwzorowania rozkladalnego
podana jest po uzyciu tego pojecia (czesci 2.2 2.3). Jednak takie niewielkie usterki nie rzutuja
na calo§é wysitku autora i stanowig chleb powszedni pracy naukowej.

3 Strona merytoryczna pracy

Uzyskane przez mgr. Tylca wyniki przedstawione w drugim rozdziale pracy sy nowe i ciekawe.
Uwage zwracaja wysoce nietrywialne rezultaty takie jak twierdzenie 2.16, podajace dokladng
wartosé normy o macierzy w;; zwigzanej z odwzorowaniem Choi, twierdzenie 2.22 oraz nastepujaca
po nim dyskusja niemozliwo$ci uogolnienia go (a w kazdym razie techniki jego dowodu) na wyzsze
wymiary. Uzyskane rezultaty z pewnoscig poprawiajg nasze rozumienie geometrii zbiorn Dy, dla
malych n.

Jednym z kluczowych punktéw rozumowania jest izometryczno§é odwzorowania ¢ — pg dla
odpowiedniej normy na M, (C) @ M,,(C) (gdzie ¢ jest odwzorowaniem, a pg jego macierzg Choi).
W opinii recenzenta jest to bardzo elegancki wynik, ktory zapewne bedzie bardzo pomocny w dal-
szych badaniach zbioru Dy, ., a by¢ moze takae szerszych klas odwzorowat pomiedzy algebrami
macierzowymi (i odpowiadajgcych im macierzy Choi). Prezentacja tej tematyki recenzowanej
rozprawie dobitnie pokazuje, ze jej autor gruntownie przemy§lal i zrozumial przedmiot badarn.
Jednak teoria iloczynow tensorowych przestrzeni Banacha jest najezona pulapkami i w kilka 2z
nich doktorant dal sie zlapa¢. Nie sy prawdziwe zawierania opisane dwoma ostatnimi formulami
na stronie 28. To, %e norma projektywna na algebraicznym iloczynie tensorowym majoryzuje
wszystkie inne tzw. normy krzyzowe (cross norms), nie dowodzi, ze iloczyn projektywny wklada
sie w inne uzupelnienia tego iloczynu, Podobnie ma si¢ rzecz z tezy lematu 1.24. Symbol iloczynu
tensorowego uzyty w tym lemacie nie jest udekorowany zadng literka, a wiec nie wiadomo jaki to
miatby byé iloczyn. Z kontekstu mozna domyslac sig, ze chodzi o tak zwany iloczyn “przestrzenny”,
ale wtedy, jesli algebry 2 i 8 sa nieskoficzenie wymiarowe, nie jest jasne jak rozszerzy¢ odwzoro-
wanie id ® y przez ciaglos¢ - najpewniej nie bedzie ciagle. Szczesliwie wszystkie te male pomytki
nie burza podstaw dla wlasciwych wynikow pracy.

Ostatnia uwaga dotyczy bardzo umiejetnie stosowanego w pracy narzedzia, a mianowicie



rzedu Schmidta. Jednym z kluczowych wynikow jest stwierdzenie 1.11 pochodzgcee z cytowanej
pracy oznaczonej numerem [11]. Wynik ten wyglada na prawdziwy (na ile recenzent dal rade go
przedledzic), ale jest bardzo nieprecyzyjnie sformulowany. Sformulowanie to jest niejasne juz w
cytowanej publikacii i wlasciwie trudno wini¢ mgr. Tylea za jego powtorzenie. By¢ moze nalezalo -
jednak usci§lic wynik i opatrzy¢ go jakimi$ komentarzami (cho¢by komentujge, ze chodzi o pod-
przestrzenie, ktorych niezerowe elementy majg zadany rzad Schmidta i omoéwi¢ zachowanie rzedu
Schmidta przy braniu kombinacji liniowych). Jednak, jak juz wspomnialem powyzej, stwierdze-
nie 1.11 jest prawdziwe i jego zastosowanie w pracy jest nie tylko prawidlowe, ale nawet bardzo
sprytne.

4 Konkluzja

Recenzowana praca doktorska stoi na dobrym poziomie technicznym i naukowym. Jej tematyka
jest nowoczesna i wpisuje si¢ w najnowsze trendy badan. Mgr Tylec stawia ciekawe pytania i w
dojrzaly sposob znajduje odpowiedzi na niektore 2 nich. Calos¢ podana jest w przejrzysty sposob,
a umieszczone na koiicu otwarte problemy postuza za motywacje do dalszych badan.

Nie ulega najmniejsze] watpliwosci, ze recenzowana praca spelnia ustawowe i zwyczajowe
wymogi stawiane dysertacjom doktorskim. Tym samym stawiam wniosek o dopuszezenie pana
Tomasza Ignacego Tylca do nastgpnych etapow przewodu doktorskiego.
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