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STRESZCZENIE ROZPRAWY DOKTORSKIEJ:

Charakteryzacja i detekcja wieloczastkowego
splatania

1 Podsumowanie

Celem rozprawy jest badanie struktury wieloczastkowego splatania, poszu-
kiwanie kryteriow jego efektywnej detekcji oraz jego roli w praktycznych zasto-
sowaniach.

Jedli rozwazamy uklad zlozony z wielu poduktadéw, to kwantowe korela-
cje moga by¢ w nim roztozone na wiele réznych sposobéw. Okazuje sie, ze n-
czastkowe splatanie nie jest réwnowazne istnieniu n-czastkowych korelacji, co
komplikuje analize. W tej rozprawie przyjmujemy podejscie geometryczne do
analizy splatania. Przestrzen stanéw wieloczastkowego ukltadu kwantowego jest
odwzorowana w wielowymiarows euklidesowa przestrzen korelacji. Podejécie to
ma dwie zasadnicze korzysci. Z jednej strony, dostajemy do dyspozycji proste
narzedzia geometryczne, takie jak iloczyny skalarne i metryki, co czyni analize
znacznie latwiejsza niz w przypadku postugiwania si¢ wprost metodami zepolo-
nej przestrzeni Hilberta. Po drugie, podstawowe obiekty geometryczne — tensory
korelacji — sa obiektami bezposérednio mierzalnymi w eksperymencie. W oparciu
o formalizm tensoréw korelacji konstruujemy warunki na istnienie wieloczastko-
wego splatania. W przeciwienstwie do warunkéw znanych dotychczas, wymagaja
one stosunkowo matej liczby pomiaréw.

Nastepnie badamy znaczenie wieloczastkowego splatania jako podstawowego
zasobu w kwantowej metrologii i w kwantowych obliczeniach rozproszonych. Po-
kazujemy, ze wieloczastkowe stany GHZ pozwalaja na dokladniejsze niz klasycz-
ne skalowanie precyzji estymacji nieznanych parametréw fizycznych w obecnosci
dekoherencji, jak réwniez na redukcje zlozonoéci obliczeniowej w obliczeniach
rozproszonych.



2 Kwantowe splatanie i kwantowe korelacje —
wprowadzenie

Po prawie 80 latach od pierwszych dyskusji nad tym zagadnieniem [1, 2],
kwantowe splatanie moze by¢ traktowane jako znak rozpoznawczy fizyki kwan-
towej. W licznych publikacjach nazywane jest ono istotqg mechaniki kwantowe;.
W nowoczesnym jezyku splatanie najprodciej opisa¢ w jezyku teorii informa-
cji: dwie czastki sa splatane, jesli ich stan zawiera wiecej informacji o calym
ukladzie, niz o pojedynczych czastkach [3].

W mechanice kwantowej stan uktadu ztozonego moze by¢ jednoczesnie czysty
— czyli zawiera¢ maksymalng mozliwag wiedzg¢ o tym ukladzie — i zawiera¢ kore-
lacje. Jest to niemozliwe w ramach fizyki klasycznej, gdzie stan jest albo czysty,
albo zawiera korelacje [4]. Stad korelacje klasyczne, w przeciwienstwie do ko-
relacji stanéw splatanych, zawsze wiaza sie z pewng niewiedza o stanie calosci
uktadu. Pokazuje to, ze natura korelacji kwantowych jest calkowicie odmien-
na od ich klasycznych odpowiednikéw. Ta nieklasycznosé kwantowych korelacji
moze by¢ opisana z dwoch punktéw widzenia: w ramach formalizmu mechaniki
kwantowej, jak i niezaleznie od niego.

Odrebne wlasnosci stanéw i obserwabli w formalizmie kwantowym wyraza-
ja sie w dwoch wlasnosciach. Po pierwsze, przestrzen stanéw ukladu ztozonego
opisywana jest iloczynem tensorowym przestrzeni podukladéw, a nie ich ilo-
czynem kartezjanskim. Po drugie, obserwable kwantowe, w przeciwienstwie do
klasycznych, moga by¢ nieprzemienne. Obie te cechy sa konieczne dla istnie-
nia splatania, gdyz stany splatane moga istnie¢ tylko w takiej teorii, w ktorej
obserwable w lokalnych podukladach sa nieprzemienne [5, 6].

Nieklasycznos¢ kwantowych korelacji moze by¢ réwniez scharakteryzowana
bez jakiegokolwiek odniesienia do formalizmu kwantowego za pomoca tama-
nia tzw. nierdwnosci Bella [7, 8]. Nieréwnosci te opisuja klasyczne ograniczenia
na probabilistyczny lub teorioinformacyjny opis wynikéw pomiaréw przeprowa-
dzonych na rozseparowanych poduktadach. Na przyktad, jedna z najbardziej
znanych nieréwnosci Bella — nier6wno$é¢ CHSH [9] — wyrazona jest za pomo-
ca dwuczastkowych funkcji korelacji. Jej tamanie, wskazujace na nieklasyczne
wlasciwosci ukladu, zwigzane jest z nieistnieniem lacznego rozktadu prawdo-
podobienstwa dla wynikéw pomiaréw. W przypadku tamania nieréwnoséi wy-
razonych w jezyku entropii Shannona [10] albo zlozonosci Kolmogorowa [11],
dochodzi do ztamania bardziej subtelnych klasycznych wlasnosci teorioinforma-
cyjnych [12].

Wspdlng wlasnoscig lezacg u podstaw obu powyzszych charakteryzacji nie-
klasycznodci jest kwantowa niekompatybilnosé [13, 14, 15]. Dla kazdego zbioru
obserwabli przemiennych istnieje klasyczny model probabilistyczny opisujacy
wyniki dowolnych pomiaréw tych obserwabli. Jednakze modele odpowiadajace
roznym zbiorom komutujacych obserwabli moga by¢ wzajemnie niekompatybil-
ne, a ich taczenie nieuchronnie prowadzi do sprzecznosci na poziomie logicznym
i statystycznym [15, 14]. Sprzecznosci te sprowokowaly diluga debate w kwe-
stii ich znaczenia dla struktury i filozoficznych implikacji mechaniki kwantowe;j.
Dyskusja ta jest wciaz zywa [16].

Kwantowe splatanie znalazlo praktyczne zastosowania w kontekscie zadan
obliczeniowych i komunikacyjnych. Doprowadzilo to do powstania nowej in-
terdyscyplinarnej dziedziny: teorii kwantowej informacji (quantum information



science). Dziedzina ta obejmuje obecnie wiele réznorakich zagadnien, takich jak
kwantowa komunikacja [17, 18, 19, 20], kwantowa kryptografia [21], kwantowa
metrologia [22], a w niedalekiej przyszlosci réwniez byé moze kwantowe oblicze-
nia [23].

3 Szczegobdlowe przedstawienie wynikéow

W tym rozdziale przedstawiam podsumowanie wynikéw badan opublikowa-
nych w pracach [A],[B],[C],[D],[EL[F].

3.1 Struktura wieloczagstkowego splatania i wieloczastko-
wych korelacji

Wieloczastkowe splatanie jest przejawem kwantowej nieseparowalnosci w
uktadach sktadajacych sie z wielu poduktadéw. Intuicyjnie, splatanie pomiedzy
n czastkami wskazuje na istnienie silnych nieklasycznych korelacji pomiedzy ni-
mi. Intuicja ta okazuje sie by¢ calkowicie trafna w przypadku stanéw czystych,
zawodzi jednak w przypadku stanéw mieszanych [24], [25], [C]. Okazuje sie, ze
precyzyjna definicja wieloczastkowego splatania wymaga okreslenia stopnia se-
parowalnosci badanego stanu kwantowego. W tym rozdziale przedstawiam ogol-
na charakteryzacje czeéciowej separowalnosci. W dalszej czesci przedstawiam
wyniki badan na zwiazkiem pomiedzy wieloczastkowym splataniem, korelacja-
mi nizszych rzedéw oraz istnieniem klasycznych modeli dla tych korelacji w
przypadku pewnych stanéw splatanych.

3.1.1 Geometryczna charakteryzacja czeSciowej separowalnosci

Najogdlniej rzecz ujmujac separowalnosé jest wlasnoscig uktadu ztozonego,
ktéra polega na tym, ze catkowity stan uktadu jest kombinacjg wypukta stanéw
czystych, ktére sa produktowe wzgledem pewnego podziatu na poduktady [26].
W przypadku uktadu dwéch czastek oznacza to, ze stan calodci jest mieszaning
wypukla stanéw produktowych. Operacyjnie oznacza to, ze kazda funkcja kore-
lacji dla lokalnych pomiaréw kwantowych moze by¢ zasymulowana za pomoca
lokalnych obliczen oraz wspoétdzielonej losowoéci, ale bez komunikacji pomiedzy
poduktadami. W przypadku ukladéw wieloczastkowych pojecie separowalnosci
staje sie mniej oczywiste, poniewaz caly system moze by¢ podzielony na podu-
ktady na wiele réznych sposob6éw. Najbardziej naturalnym uogdélnieniem pojecia
separowalnodci jest w tym przypadku separowalnosé ze wzgledu na podzial na
podukiady [27, 4]: n-czastkowy stan p jest k-separowalny ze wzgledu na podzial
S n czastek na k podukladéw {s1,...,sr}, jeSli moze byé przedstawiony ja-
ko mieszanina wypukta stanéw czystych [¢(x_prs)) = ®f:1 [tr,es,), ktore sa
k-produktowe ze wzgledu na podzial S:

P(k—sep|S) = Zpi|wék—pr\8)><w7(;k—pr\8)|' (1)

W powyzszej definicji, jak i w dalszej czesci pracy, indeksy 'k—sep’ i ’k—pr’ ozna-
czaja odpowiednio: ’k—separowalny’ i ’k—produktowy’. Niestety, czeSciowa se-
parowalnos$é (1) nie definiuje czeSciowo uporzadkowanych klas separowalnosci.
Nie moze by¢ ona wykorzystana do okreslenia stopnia separowalno$ci, poniewaz



rézne klasy sa nieporéwnywalne. Aby rozwiazaé ten problem wprowadza sie de-
finicje bezwarunkowej k-separowalnosci: n-czastkowy stan p jest k-separowalny,
jesli moze byé on przedstawiony jako kombinacja wypukla czystych stanéw k-
produktowych: |Yg_pr) = |Ur,) @ ... |y, ):

Pk—sep = Zpi|wlic—pr><wlic—pr" (2)

Réznica w stosunku do poprzedniej definicji polega na tym, ze teraz stany czyste
wchodzace w sklad mieszaniny moga by¢ k-produktowe ze wzgledu na rézne
podzialy na poduktady. Zbiory Si_sep stanéw k-separowalnych sa wypukle i
czesciowo uporzadkowane przez zawieranie:

Snfsep c S(nfl)fsep c...C S3fsep c 5278617- (3)

Ustalenie, czy dany stan jest k-separowalny w oparciu wprost o definicje
(2) jest analitycznie zadaniem trudnym i w wielu przypadkach praktycznie nie-
wykonalnym. Jak dotad zaproponowano pewne warunki wystarczajace na k-
separowalnos$é standéw wielokubitowych [27]. W przypadku uktadéw o dowolnych
wymiarach przestrzeni podukiadow znana jest jedynie efektywna charakteryza-
cja pelnej separowalnosci [28].

W pracy [A] podajemy pierwsza ogdlna charakteryzacje k-separowalnosci,
ktéra obejmuje uktady o dowolnym skonczonym wymiarze przestrzeni podu-
ktadéw. Ma ona postaé¢ koniecznego i wystarczajacego warunku na odrzucenie
k-separowalnosci danego stanu. Poniewaz stany k-separowalne stanowia zbiér
czedciowo uporzadkowany (3), nasz warunek stanowi pelna charakteryzacje cze-
$ciowej separowalnosci.

Nasz warunek jest wyrazony w jezyku uogolnionego tensora korelacji sta-
nu kwantowego, ktéry w przypadku kubitow jest zdefiniowany w nastepujacy
sposob:

Tty = Oy © . @ 0p ) p = Tr (poy, @ ... @0y,), (4)

gdzie 0, dla p = 1,2, 3 oznacza macierze Pauliego, a 0¢ oznacza macierz jednost-
kowa. Dla niezerowych indekséw powyzszy obiekt transformuje sie jak tensor. Do
zdefiniowania tensora korelacji w przypadku stanéw wyzej wymiarowych moz-
na zamiast macierzy Pauliego uzyé¢ dowolnej hermitowskiej bazy operatorowej
(np. uogdlnionych macierzy Gell-Manna). Tensor korelacji stanowi jednoznaczna
reprezentacje dowolnego stanu kwantowego:

1
p= on Z Losoopin Oy @ o @ O, (5)
Jt s fin=0,1,2,3

Dla uproszczenia notacji bede dalej oznaczat 1), .. ., jako Tj.

Postugiwanie sie tensorami korelacji przynosi dwie zasadnicze korzysci. Po
pierwsze, ich elementy sa bezposrednio mierzalne w eksperymentach. Po drugie,
tensory korelacji naleza do rodziny przestrzeni unitarnych (przestrzeni wektoro-
wych wyposazonych w iloczyn skalarny), w ktérych uogélniony iloczyn skalarny
zdefiniowany jest jako:

(X,Y)g =Y XpGrsVs, (6)
a0



gdzie G jest potdodatnio okreslonym operatorem dzialajacym na przestrzeni
wektorowej tensoréw korelacji. Powyzszy iloczyn skalarny definiuje G-pélnorme!:

I71IE = (T, T)e- (7)

Przestrzen tensoréw korelacji z ustalonym G jest zatem przestrzenig pseudome-
tryczng. Dla uproszczenia operatory G beda w dalszej czesci pracy nazywane
metrykami. Pamietaé nalezy, ze w rzeczywistosci definiuja one pseudometryke
na tych przestrzeniach.

Formalizm przestrzeni unitarnych pozwala sformulowaé¢ bardzo prosty geo-
metryczny warunek na stwierdzenie, ze dany wektor @ nie nalezy do zbioru S
[29]:

maxd-b<a-d=a¢s. (8)
besS
Stosujac te wlasno$é do zbioru stanéw k-separowalnych otrzymujemy nastepu-
jacy warunek, bedacy uogdlnieniem warunku na pelna separowalnosé z pracy
[29]:

Jesli istenieje metryka G, dla ktorej:
maxpcses (TH*P, T) s < ||T] |2, (9)

stan opisywany tensorem korelacji T nie jest k-separowalny.

Warunek ten jest w pewnym sensie tautologiczny, gdyz w celu stwierdzenia, ze
dany stan nie jest k-separowalny, wymaga on optymalizacji po zbiorze wszyt-
skich stanéw k-separowalnych. Mozna go jednak istotnie uprosci¢ korzystajac z
wypuklosci stanéw k-separowalnych:

Tk=sev T lT’”’T < TFPr T 10
sl e {{p,}m,}@p ) < g N, (10)

co oznacza, ze maksymalizacja w warunku (9) moze byé przeprowadzona jedy-
nie po czystych stanach k-produktowych. Zbiér stanéw k-produktowych moze
by¢ jednoznacznie przedstawiony w postaci sumy zbioréow stanow, ktére sa k-
produktowe wzgledem wszystkich mozliwych podzialéw na poduktady S. Dzigki
temu warunek (9) mozna przeformulowaé tak, aby maksymalizacja byla prze-
prowadzana osobno dla kazdego takiego podziatu:

Jesli dla kazdego podzialu S istnieje metryka Gs taka, zZe:
MaXy (k-pr|S) (T(k_pr‘s), T)Gs < ||T| |2Gs’ (11)

stan opisywany tensorem korelacji T nie jest k-separowalny.

Ponadto, w pracy [A] pokazujemy, ze powyzszy warunek stanowi warunek ko-
nieczny, co oznacza, ze dla kazdego stanu p, ktory nie jest k-separowalny, dla

1Péinorma to funkcja o wartosciach nieujemnych okreélona na danej przestrzeni wektoro-
wej, ktora jest dodatnio jednorodna i spelnia nieréwnoécé tréjkata, ale moze by¢é zdegenerowana,
co oznacza, ze ||T||¢ = 0 nie musi implikowaé, ze T' = 0. W szczegblnosci tensor korelacji
stanu kwantowego nigdy nie jest wektorem zerowym, jednakze mozna tak dobra¢ operator G,
aby [Tl = .



kazdego k-podzialu S istnieje metryka Gs, taka, ze nieréwnosé (11) jest spel-
niona. W ten sposéb otrzymujemy ogdlna charakteryzacje k-separowalnodci [A]:

Dowolny n-czgstkowy stan opisywany tensorem korelacji T
nie jest k-separowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego podziatu S
na k podukiadow, istnieje metryka Gs taka, ze:
maxp(prls) (TEPIS) T o < (T,T)gs- (12)

Powyzsza charakteryzacja jest bardzo istotna, gdyz daje ona peten opis stop-
nia separowalnosci danego stanu, jak réwniez charakteryzacje wieloczastkowe-
go splatania. Istotnie, poniewaz stany k-separowalne stanowia zbior cze$ciowo
uporzadkowany (3), otrzymujemy naturalny opis stopnia separowalnosci: naj-
bardziej separowalne sa stany n-separowalne, podczas gdy najmniej separowal-
ne sa stany biseparowalne. Stany w pelni separowalne nie zawieraja splatania w
ogole, stany, ktore nie sa k-separowalne zawieraja splatanie pomiedzy co naj-
mniej |25 ] podukladami, a stany, ktére nie sa biseparowalne, sa prawdziwie
n-czastkowo splatane.

3.1.2 Stwierdzenie wieloczastkowego splatania w oparciu o znajo-
mos¢ korelacji dwuczastkowych

W przypadku uktadow skladajacych sie z wielu podukladéw, nie istnieje
wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy splataniem a korelacjami, co
oznacza, ze istnieja stany prawdziwie n-czastkowo splatane, ktore nie zawieraja
n-czastkowych korelacji w rozumieniu definicji (4) [24, 25]. W pracy [B] zba-
dalis$my, do jakiego stopnia wieloczastkowe splatanie stanéw czystych moze byé
udowodnione w oparciu o znajomo$¢ jedynie dwuczastkowych korelacji. Badania
te oparte sa na zjawisku monogamii korelacji, ktore oznacza, ze rozklad korelacji
w ukladzie wielu czastek jest silnie ograniczony przez wlasnoéci fizyczne, jakie
spelnia ten uktad. W przypadku uktadu trzech kubitéw, jesli dowolne dwa z
nich sa silnie kwantowo skorelowane, nie moga by¢ one silnie skorelowane z trze-
cim kubitem [30]. Wtasno$¢ ta ma istotne znaczenie dla kwantowej kryptografii
[31, 32, 33].

W dalszej czesci tego rodziatlu uzywamy opisu stanéw kwantowych w jezyku
tensora korelacji (5). Elementy tensora korelacji (4), ktére zawieraja jedynie
k niezerowych indekséw opisuja korelacje pomiedzy k podukiadami. Poniewaz
jednoczastkowe wartosci Srednie (T, T,,T.) tworza wektor w tréjwymiarowej
przestrzeni euklidesowej, lokalne pomiary obserwabli o, 0, i 0, sa zwyczajowo
nazywane pomiarami w kierunkach odpowiednio z, g i 2.

Nasza charakteryzacja wieloczastkowego splatania stanéw czystych wielu ku-
bitéw oparta jest na nastepujacej relacji monogamii:

Dla kazdego stanu n kubitéow spelniona jest nastepujgca relacja:

2, jeslin =2
M= Zl<k<l<n My < {

13
(5), jeslin>3 ’ (13)
wktore) My =32, 215 Toz,...,o,i(k),0,...,0,j(l),0,...,07 gdzie indeksy (k) i (1) oznaczja
k-ty i -ty poduktad, a i,; stanowia dwie pary wspolrzednych kartezjanskich.
Dla uproszczenia zaktadamy, ze zawsze oznaczaja one pomiary w kierunkach &
ig.



Warunek (13) oznacza, ze w dowolnym stanie n kubitéw, suma kwadratéw
wszystkich mozliwych korelacji dwuczastkowych odpowiadajacych pomiarom w
dwdéch ortogonalnych kierunkach i, j jest ograniczona przez liczbe (g) Liczba ta
jest 4 razy mniejsza od algebraicznego ograniczenia na te wielko$¢. W tej postaci
powyzszy warunek jest bezuzyteczny do detekcji splatania, poniewaz M zawiera
wyrazy zwiazane z korelacjami klasycznymi. Aby rozwiazaé¢ ten problem defi-
niujemy preferowang baze dla k-tego obserwatora, jako taka baze operatoréw,
w ktorej lokalny wektor Blocha przyjmuje kierunek z. Wielkoé¢ M odnoszaca
sie do pomiaréw w preferowanej bazie oznaczamy jako M®Y) . W oparciu o nig
wyprowadzilismy dwa kryteria splatania:

Dlan > 5, i dla kazdego stanu czystego n kubitéw |¢), jesli:
MO () > (7") (14)
to 1) jest prawdziwie n czgstkowo splgtany. Dla n=3 i n=4 mamy:
ME) (|4h)) > 2 = |4 jest prawdziwie tréjczgstkowo splgtany.
ME)([4)) > 4 = |[¢) jest prawdziwie §-czqgstkowo splgtany.

oraz:

Dla kazdego stanu czystego n kubitéw |¢), gdzie n > 5,

1 dla dowolnego m < [%J — 1 zachodzi:

jesti M@ ([p)) > (3) + ("3™) + m.2, (15)
gdzie 6y, 2 0znacza delte Kroneckera,

stan |¢) zawiera prawdziwie m—czgstkowe splgtanie.

Aby pokazaé zastosowanie powyzszych warunkéw, rozwazmy stany Dicke’go:
[34]:
e 1
|DE) = > fr(1...10...0)), (16)

N
v (&)
gdzie m oznacza permutacje podukladow, a e — iloé¢ wzbudzen, czyli standéw
|1). Z warunku (14) wynika, Ze stany D3 i D? sa prawdziwie wieloczastkowo
(n—1)/2
n

splatane, podczas gdy warunek (15) pokazuje, ze stany D w przypadku
nieparzystego n zawieraja splatanie pomiedzy co najmniej (n 4 3)/2 czastkami.

Cho¢ wnioski te nie sg optymalne z punktu widzenia detekeji splatania (wia-
domo, ze stany Dicke’go sa prawdziwie n czastkowo splatane), sa one istotne
przynajmniej z dwéch powoddéw. Po pierwsze, stoja one w sprzecznosci z po-
wszechna intuicja na temat rozwazanych stanéw. Istotnie, stany Dy, sa jedynymi
stanami n czastkowymi, ktére sa kompatybilne ze swoimi 2e-czastkowymi sta-
nami zredukowanymi [35]. Stad wydaje sie, ze im wieksza jest liczna wzbudzen
e, tym wiecej informacji o calym stanie zawarte jest w korelacjach wyzszych rze-
déw. Jednakze warunek (15), ktory korzysta jedynie z korelacji dwuczastkowych,
potwierdza splatanie pomiedzy wigksza iloScig czastek dla wiekszej ilosci wzbu-
dzen. Fakt ten pokazuje, ze detekcja wieloczastkowego splatania jest zadaniem
calkowicie odmiennym od tzw. problemu kwantowych marginatdw [36], w kt6-
rym ustala sie, w jakim stopniu stan calego uktadu wyznaczony jest przez stany
zredukowane. Po drugie, warunek (15) zastosowany do stanéw Dicke’go stanowi
interesujaca ilustracje kwantowego twierdzenia de Finetti [37]. Twierdzenie to w
swojej najprostszej wersji pokazuje, ze k-czastkowy stan zredukowany dowolnego



permutacyjnie niezmienniczego stanu kwantowego n czastek jest dowolnie bliski
stanu separowalnemu dla odpowiednio duzego n, ale przy ustalonym k. Waru-
nek (15) potwierdza wieloczastkowe splatanie stanu DY/2 qla dowolnego n,
jednak efektywnos$¢ tego warunku zbiega do zera dla n — oo. Jest to zgodne
z kwantowym twierdzeniem de Finetti, ktore wskazuje, ze dwuczastkowy stan
zredukowany stanu Dy, jest asymptotycznie separowalny, zatem asymptotycznie

nie zawiera on informacji o splataniu.

3.1.3 Niekompatybilnos§é klasycznych modeli dla wieloczastkowych
stanéw splatanych

Jak wspomniano we wstepie, wieloczastkowe korelacje kwantowe moga by¢
scharakteryzowane niezaleznie od formalizmu kwantowego. W tym celu bada
sie, w jakim stopniu korelacje te moga by¢ opisywane przez klasyczne modele
statystyczne [15]. Niemozliwos$¢ klasycznego opisu mozna stwierdzié poprzez la-
manie nieréwnosci Bella [8], ktére wyprowadzone sa przy zalozeniu, ze model
taki istnieje. Warunkiem koniecznym dla nieistnienia takich modeli dla pomia-
réw kwantowych jest splatanie pomiedzy mierzonymi poduktadami, jak réwniez
nieprzemiennos¢ algebr lokalnych obserwabli w co najmniej dwoch poduktadach.
Okazuje sie, ze warunek ten nie jest wystarczajacy, co pokazal Werner [26].

Rozwazmy uklad, zwany n-czgstkowym eksperymentem typu Bella z m lokal-
nymi ustawieniamsi, w ktérym n obserwatoréw wykonuje lokalne binarne pomia-
ry na swoim poduktadzie. Zaktadamy, ze k-ty obserwator lokalnie wybiera swoja
obserwable ze zbioru .A[lk], e ,.A,[ﬁ}. Moéwimy, ze dla tego eksperymentu istnieje
klasyczny model dla prawdopodobieristw wynikéw pomiaréw, wtedy i tylko wte-
dy, gdy kazda obserwabla ALk[L] moze by¢ przedstawiona jako zmienna losowa
na jednej, wspélnej przestrzeni zdarzen, i jesli przypisanie to jest niekontekstu-
alne, co oznacza, ze nie zalezy ono od tego, jakie obserwable sa mierzone na
innych poduktadach. Zaktada sie, ze zmienne losowe przypisane do wszystkich
mozliwych pomiaréw maja taczny rozktad prawdopodobienstwa. Model ten jest
prostym przykladem Kolmogorowskiego modelu probabilistycznego [38, 15], i ma
co najmniej trzy interpretacje:

e model lokalnych zmiennych ukrytych [7, 39, 8]; w tym modelu zakladamy,
ze laczny rozklad prawdopodobiefistwa dla wynikéw pomiaréw yl, ...y

pod warunkiem wyboru obserwabli AS[]I], e ,Agfl] ma postaé [26, 8]:

pyM, .yt ey = A ; p(N) -yt N p(y ]zl N) d
€

(17)
model ten reprezentuje rozumienie klasycznosci korelacji, jakie zrodzito sie
z dyskusji EPR [1] i Bella [7], w ktérym podkresla sie role A jako ukryte-
go parametru, ktory nie jest obecny w formalizmie kwantowym; zaklada
sie, ze w momencie, kiedy uktad jest przygotowywany, jest mu przypisana
pewna wartosé A, tak, ze kiedy nastepnie uktad ten jest podzielony na po-
duktady i rozdystrybuowany w przestrzeni, kazdy z poduktadéw posiada
informacje o wartoéci tego parametru; ponadto A moze przyjmowac rézne
wartosci dla kazdego powtorzenia eksperymentu; zalezno$¢ ta jest opisana
rozktadem prawdopodobienstwa p(\);



e model lokalnego realizmu [39]; model ten powstaje z polaczenia zalozen:
realizmu i lokalnoéci; realizm postuluje istnienie wartosci wszystkich mozli-
wych obserwabli, natomiast lokalnos¢ uzasadnia fakt, ze sa one przypisane
tym obserwablom w sposéb niekontekstualny; model ten jest szczegdlnym
przypadkiem modelu zmiennych ukrytych, w ktérym zmiennymi ukrytymi
sg wartosci obserwabli;

e algorytm probabilistyczny w modelu obliczen rozproszonych [39],[F]; w tej,
najbardziej operacyjnej, interpretacji zaklada sie, ze n jednostek oblicze-
niowych (procesoréw), z nieograniczona moca obliczeniowa, wspdldzieli
losowy ciag A; model ten zaklada, ze istnieje algorytm randomizowany,
ktéry dla kazdego zbioru lokalnych danych wejéciowych z!!, ...z po-
zwala wszystkim procesorom wyprodukowaé¢ dane wyjsciowe yl!, ...yl
ktorych rozklad prawdopodobiefistwa ma postaé (17); bity wyjsciowe sa
obliczane przez procesory tylko i wytacznie w oparciu o lokalne dane wej-
Sciowe oraz wspoldzielone liczby losowe A, niedopuszczalna jest natomiast
komunikacja pomiedzy procesorami;

Aby unikngé niekonczgcej sie dyskusji o to, ktéra z powyzszych interpretacji
jest najbardziej adekwatna, bedziemy model (17) nazywaé po prostu modelem
klasycznym.

Mozna zdefiniowaé stabsza wersje modelu klasycznego, zwana klasycznym
modelem dla korelacji [26, 40], ktérego istnienie w wielu przypadkach mozna
udowodnié¢ duzo tatwiej. Mowimy, ze dla opisanego wcze$niej scenariusza Bel-
lowskiego istnieje model dla korelacji, wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja korelacji
wynikéw lokalnych pomiaréw ma postac:

B, gy = Al Al = A e S HOVERRY FEHOVIPHRCE)

gdzie funkcje binarne I:[ﬂ] (M), zwane funkcjami odpowiedzi [41, 26], odpowiadaja

wartosciom obserwabli .A[:[}k] zmierzonym przez k-tego obserwatora, dla ustalonej
wartosci ukrytego parametru A.

Réznica pomiedzy warunkami (17) a (18) polega na tym, ze (17) jest du-
70 silniejszy. Istnienie modelu dla prawdopodobienstw jednoznacznie wyznacza
model dla korelacji, jednak implikacja w druga strone nie zachodzi. Majac mo-
del dla korelacji mozna zawsze wyznaczy¢ (zazwyczaj niejednoznaczny) ukryty
rozktad prawdopodobieristwa dla wszystkich mozliwych wynikéw pomiaréw [42].
Jesli jednak potraktujemy ten rozklad jako rozklad taczny, mozemy otrzymaé
korelacje nizszych rzedéw niezgodne z przewidywaniami kwantowymi.

Twierdzenie udowodnione przez Zukowskiego i Bruknera [42] podaje waru-
nek wystarczajacy na istnienie modelu dla korelacji, jesli pomiary wykonywane
sa na kubitach. Rozwazmy n-kubitowy eksperyment typu Bella, w ktérym kaz-
dy obserwator ma do wyboru dwie rézne obserwable. Jesli dla kazdego zbioru
lokalnych ukladéw wspélrzednych {z1,...,x,} zachodzi [42]:

ST <, (19)

T1,...,Ln=1,2

to dla funkcji korelacji odpowiadajacej dowolnym wyborom obserwabli w tym
scenariuszu istnieje opis klasyczny w sensie modelu (18).



Aby scharakteryzowaé nieklasycznosé¢ korelacji wieloczastkowych, zazwyczaj
poszukuje sie dowodu nieistnienia modelu dla prawdopodobienstw (17) lub mo-
delu dla pelnych korelacji pomiedzy wszystkimi poduktadami (18). W pracy
[C] pokazujemy, ze podejscie to jest niewystarczajace, aby opisaé calosciowa
strukture nieklasycznych korelacji.

Rozwazmy nastepujaca klase mieszanych stanéw splatanych:

(& 1 e 1 n—e n—e
= 5 1D (D5 + D)D), (20)

gdzie |D¢) oznacza n-czastkowy stan Dicke’go z e wzbudzeniami (16). Stany
ps, sa prawdziwie n-czastkowo splatane. Mimo tego, dla nieparzystego m nie
posiadaja one korelacji pomiedzy nieparzystymi liczbami poduktadow, w tym
rowniez — pelnych korelacji n-czastkowych. Oznacza to, ze korelacje pomie-
dzy nieparzysta iloscia podukladéw posiadaja trywialny model klasyczny (18) —
model biatego szumu. W pracy [C] pokazujemy, Ze stan p2 posiada réwniez kla-
syczne modele dla korelacji pomiedzy dowolnymi dwoma, jak réwniez pomiedzy
dowolnymi czterema kubitami, co wynika wprost z warunku (19). Zatem stan
p? posiada klasyczny model dla korelacji pomiedzy dowolng ustalona iloécia
poduktadéw, jednakze dla tego stanu nie istnieje globalny model dla prawdo-
podobienstw. Operacyjnie oznacza to, ze dla dowolnego podzbioru lokalnych
obserwabli {a;,,...,a; } odpowiadajacych poduktadom i1, ..., 4, gdzie k < 5,
istnieje algorytm randomizowany, ktéry pozwala zasymulowaé k-czastkowa funk-
cje korelacji dla tych obserwabli na stanie p2, w oparciu o znajomo$é lokalnych
ustawien i wspoldzielonych ciagéw liczb losowych.

Poniewaz globalny model dla prawdopodobienstw w eksperymencie Bella z
dwoma ustawieniami pomiarowymi dla obserwatora w tym przypadku nie ist-
nieje, klasyczne modele dla korelacji pomiedzy dowolna ustalona liczba podu-
ktadéw musza by¢ wzajemnie niekompatybilne. Oznacza to, ze ukryte rozklady
prawdopodobienstwa jakie wynikaja z tych modeli nie moga by¢ rozszerzone do
jednego rozkladu lacznego (17). Niekompatybilno$é ta moze pojawié sie zaréw-
no pomiedzy modelami dla korelacji dwuczastkowych i czteroczastkowych, jak
réwniez pomiedzy modelami dla tej samej liczby czastek, ale innego wyboru po-
duktadéw. Niekompatybilnoéé ta moze by¢ wykazana wprost poprzez tamanie
nierownosci Bella, ktora zawiera wszystkie mozliwe korelacje dwu- i czteroczast-
kowe:

Er11110) + Er22220) + Er(12220) — Er(21110) — Ex(11000) — Er(22000) < 6, (21)

gdzie indeksy 1 i 2 oznaczaja ustawienia dla danych obserwatoréw, indeksy 0
oznaczaja "pomiary” oo (czyli korelacje nizszych rzedéw) a Er(;jrim) oznacza
sume wszystkich mozliwych funkcji korelacji, otrzymanych z permutacji usta-
wien pomiarowych 4, j, k, [, m. Nastepujace ustawienia pomiarowe:

51 (cos T, —sin £,0), (22)
§3 = (cosgg,sin 55,0), (23)

daja prawie optymalne tamanie nieréwnosci (21). Lewa strona (21) dla stanu p2

wynosi 7.7831, co jest bliskie maksymalnej warto$ci kwantowej rownej 7.8217.
Powyzszy przyklad pokazuje, ze kiedy bada sie¢ stany splatane pod katem

istnienia klasycznych modeli, ich nieklasycznosé jest bardzo subtelna. Pomimo,
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ze stan p? jest prawdziwie 5-czastkowo splatany, a zatem silnie nieklasyczny,
jego korelacje pomiedzy dowolng ustalona ilo$cia poduktadéw w scenariuszu
dwdch ustawiefi dla obserwatora sa klasyczne w sensie modelu (18). Pokazuje
to, ze w scenariuszu z ustalona iloscia ustawien pomiarowych w lokalnych po-
duktadach, korelacje nie daja pelnego opisu kwantowej niekompatybilnosci, i w
niektérych przypadkach trzeba wprost sprawdzié, czy istnieje klasyczny model
dla prawdopodobienstw [43].

3.2 Eksperymentalnie efektywna detekcja wieloczastkowe-
go splatania za pomoca warunkéw nieliniowych

Jedna z gléwnych trudnosci w detekcji wieloczastkowego splatania jest fakt,
ze zbiory stanéw k-czastkowo splatanych nie sa wypukle. W ogdlnosci udowod-
nienie, ze dany wektor nalezy do zbioru, ktory nie jest wypukly, jest zadaniem
trudnym. Duzo latwiej znale$¢ polozenie danego stanu kwantowego wzgledem
pewnego zbioru wypuklego — np. zbioru stanéw k-separowalnych (3). Poprzez
wykluczenie przynaleznosci badanego stanu do danych klas separowalnosci (3),
dostajemy informacje o splataniu zawartym w tym stanie: stan n-czastkowy,
ktéry nie jest k-separowalny, zawiera splatanie pomiedzy co najmniej [3%5]
czastkami.

Precyzyjna geometryczna charakteryzacja zbioru Si_sep jest trudna. Zbiér
ten nie jest wielowymiarowym wielo$cianem, nie mozna go zatem opisaé za po-
moca skonczonej ilosci réwnan liniowych. Z drugiej strony zbiér ten moze byé
opisany za pomoca ciaglej rodziny funkcjonatéw liniowych, zwanych Swiadka-
mi splgtania [44, 4], co wynika z twierdzenia Hahna-Banacha. Kazdemu takie-
mu funkcjonatowi odpowiada pewien operator hermitowski 2, a zatem wielkoéé
bezposrednio mierzalna. W praktyce metoda ta jest z kilku powodéw proble-
matyczna. Po pierwsze, operator reprezentujacy danego Swiadka musi daé sie
przedstawié jako iloczyn tensorowy obserwabli lokalnych [4], i to w taki sposéb,
zeby liczba lokalnych pomiaréw potrzebnych do detekeji splatania byla rozsad-
nie mata. Po drugie, swiadek musi by¢ precyzyjnie dobrany do badanego stanu.
Pierwszy z powyzszych probleméw zostal rozwiazany jedynie w kilku konkret-
nych przypadkach [45, 46], a drugi zostal rozwiazany cze$ciowo w przypadku
dwuczastkowym za pomoca nieliniowych poprawek [47].

W pracach [A] i [D] proponujemy znacznie bardziej uniwersalna metode de-
tekeji splatania, oparta na warunku (12). Nasza metoda jest z definicji dopa-
sowana do scenariusza pomiaréw lokalnych. Proponowane warunki na splatanie
maja forme nieliniowych funkcjonaléw, co czyni je bardziej ogbélnymi i mniej
zaleznymi od wiedzy o badanym stanie. Ponadto nasza metoda czesto wymaga
jedynie kilku pomiaréw aby potwierdzié¢ splatanie.

W pracy [A] wyprowadziliémy kilka nieliniowych warunkéw na splatanie,
wynikajacych bezposrednio z warunku (12). W przypadku trzech kubitéw, wy-
prowadziliémy warunki, ktore nie faworyzuja zadnej rodziny stanéw splatanych.
Biorac iloczyn skalarny (6) oparty na metryce G (7) w postaci delty Kronec-

2Wynika to z faktu, ze przestrzeii wszystkich liniowych ciagtych funkcjonaléw na prze-
strzeni operatoréw klasy sladowej jest izomorficzna z algebrag ograniczonych operatoréw na
przestrzeni Hilberta danego uktadu.
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kera otrzymujemy:

Jesli spelniona jest nastepujgca nieréwnosé:

3 2
max, . (6e0r,1) \/21:1 (1T 1ri) = Trgazo) | + Trgasn )™ <1712, (24)

to stan opisywany tensorem korelacji T jest prawdziwie trojczgstkowo splgtany.

Maksymalizacja lewej strony nieréwnosci wykonywana jest po wszystkich per-
mutacjach podukladéw, oraz po wszystkich lokalnych obrotach na poduktadach,
po ktérych przy danej permutacji nie wykonuje sie sumowania. Warunek ten jest
bardzo uniwersalny: pozwala on na detekcje prawdziwie tr6jczastkowego spla-
tania zaréwno stanéw GHZ jak i stanéw W, mimo, Ze naleza one do dwoch
zupelnie réznych rodzin, a struktura ich splatania jest zupelnie odmienna [48].

W powyzszym warunku mozemy zmodyfikowaé metryke (a zatem réwniez
norme (7)), tak aby pozby¢ si¢ wyrazéw typu Tr(sz:):

3 3
HTHEr = Z Tizjk - ZTz(S:sl)- (25)
i3, k=1 =1
W ten sposéb otrzymujemy warunek, wymagajacy mniejszej ilosci pomiarow:
Jesli spelniona jest nastepujgca nierdwnosé:
Ve MaX, (5560,1) \/Z?:1 (Tequ1i) — Trio2)” < IITI12, (26)

gdzie ||T||3r = Zi,j,k:l Tizjk - 21:1 Tﬁ(sa’l)’
to stan opisywany tensorem korelacji T jest prawdziwie trojezgstkowo splgtany.

Poniewaz pierwiastek kwadratowy po lewej stronie w nieréwnosci (26) nie prze-
kracza wartoéci 2, warunek powyzszy mozna uproéci¢ jeszcze bardziej:

V17 > 2,

co jest bardzo efektywne eksperymentalnie. Istotnie, wystarczy mierzy¢ sktado-
we tensora T wystepujace w ||T||2, dopéki dla wszystkich permutacji = suma
(25) nie przekroczy wartosci 2. W ten sposob prawdziwie trdjczastkowe splatanie
moze by¢ potwierdzone za pomoca bardzo malej iloSci pomiaréw.

Podajemy réwniez przyklad warunku, ktéry faworyzuje uogdlnione stany
GHZ n kubitéw:

|GHZ,) =cosa|0...0) +sina|l...1). (27)

Nasz warunek z metryka Gy = (5@7,7|GS'HZ|, gdzie GSHZ oznacza tensor kore-
lacji stanu (27), ale z Gg{f{ % = 0, prowadzi do optymalnej detekcji prawdziwie
n-czastkowego splatania zaszumionych stanéw GHZ. Istotnie, uogdlniony stan
GHZ zmieszany z bialym szumem:

1
p:v|GHZ><GHZ\+(1—v)2—n]1. (28)
jest n-czastkowo splatany dla v > % Zauwazmy, ze stan ten jest catko-
wicie separowalny jedynie dla a = 0, co pokazuje bardzo interesujaca wtasnosé
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rodziny zbioréw czesciowo separowalnych (3): w dowolnie malym otoczeniu sta-
nu calkowicie separowalnego znajduja sie stany zawierajace splatanie pomiedzy
dowolng iloscia poduktaddw.

Warunki przedstawione w pracy [A] nie wymagaja dokladnej wiedzy o stanie,
ktorego splatanie jest testowane, moga by¢ zatem uzyte do testowania splatania
bez zadnej wiedzy o procedurze przygotowania tego stanu. Czesto jednak poja-
wia sie inny problem eksperymentalny: chcemy wyprodukowaé bardzo konkretny
stan, a nastepnie sprawdzi¢, czy szum jaki pojawil sie podczas tej procedury nie
zniszcezy! splatania. W pracy [D] przedstawiliémy nowe podejscie do $wiadkéw
splatania, ktére mozna zastosowacé, o ile tylko potrafimy znale$¢ najblizszy stan
separowalny po (w ogélnosci k-separowalny) do badanego stanu p.

Nasza konstrukcja oparta jest na fakcie, ze warunek (12) jest warunkiem
koniecznym: dla kazdego stanu p, ktory nie jest k-separowalny, istnieje metryka
G, taka, ze dla kazdego podzialu S na poduklady, spelniona jest nieréwnos$é
(12). Metryka ta dana jest przez warunek:

Gﬁg = DﬁDg, (29)

gdzie indeksy wektorowe oznaczaja wspotrzedne w pewnej operatorowej bazie
hermitowskiej, a Dy jest tensorem korelacji (4) operatora p — po. Wstawiajac te
metryke do warunku (12) otrzymujemy nastepujace kryterium:

k—pr
max Y TpDpDsT; 7" < > TDpDyTy. (30)
v v

Wartosé lewej strony Lg daje nastepujacy warunek na splatanie:

ZTﬁDngTg > Lg = p okreslone przez T nie jest separowalne, (31)

v

ktory w przypadku odrzucania pelnej separowalnosci jest réwnowazmy standar-
dowemu $wiadkowi [29].

Wartosci po lewej stronie nieréwnosci (31) moga by¢ ujemne, co powoduje,
ze trzeba zmierzy¢ wszystkie korelacje tam wystepujace. Mozna tego uniknaé,
jesli odpowiednio przedefiniujemy metryke G, wymazujac z niej wyrazy poza-
diagonalne:

Hpz = D30pip, (32)

gdzie 6z = Ouyuy * - .- Op,w, Oznacza iloczyn delt Kroneckera dla wszystkich
mozliwych par wspolrzednych. Nowa metryka H prowadzi do analogicznego
warunku:

Tk—pr ﬁ

max Y T DYTE " <Y TEDZ. (33)
i i

Jesli wyznaczymy wartos¢ Ly lewej strony powyzszej nieréwnosci, otrzymamy
kwadratowe uogdlnienie $wiadka splatania:

ZT@%D% > Ly = p okreslone przez T nie jest separowalne. (34)
ii

Odpornosé powyzszego warunku detekcji splatania na domieszke biatego szumu
jest w ogdlnosci inna niz w przypadku standardowego $wiadka (31). Jednak
w przeciwienstwie do niego, zmodyfikowany kwadratowy $wiadek (34) zawiera
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sumowanie tylko i wytacznie liczb nieujemnych. Pozwala to na zmniejszenie
liczby pomiaréw koniecznych do detekcji splatania. Istotnie, jesli po pewnej
ilo$ci pomiaréw warunek (34) jest spelniony, dalsze pomiary nie sa konieczne,
gdyz moga one jedynie zwigkszy¢ wartos¢ lewej strony w tym warunku. W pracy
[D] przedstawiamy zastosowanie obu warunkéw: (31) i (34) do detekeji splatania
kilku réznych stanéw interesujacych z punktu widzenia informacji kwantowe;.

Przedstawione podejscie do $wiadkéw splatania jest bardzo ogélne. Mozna je
stosowa¢ do stanéw kwantowych o dowolnym skonczonym wymiarze. Ponadto
mozna je uzywaé¢ w celu stwierdzenia, ze dany stan nie nalezy do dowolnej innej
klasy stanéw wypuklych, np. stanéw PPT [4].

3.3 Zastosowania wieloczgstkowego splatania w réznych
scenariuszach.

W rozdziale tym przedstawiam zastosowania wieloczastkowego splatania w
kwantowej metrologii i w teorii kwantowych obliczen rozproszonych.

3.3.1 Precyzyjna estymacja nieznanych parametréw

Jednym z najwazniejszych dotychczasowych zastosowan wieloczastkowego
splatania jest kwantowa metrologia [22]. Dziedzina ta powstala z badan nad
mozliwoScia precyzyjnej estymacji przesunieé fazy w interferometrach [49], a
nastepnie zostala uogoélniona, jako teoria precyzyjnej estymacji réznych para-
metréw fizycznych w oparciu o pomiary na stanach splatanych. Badania te sa
niezwykle istotne z punktu widzenia spektroskopii atomowej [50], przy konstru-
owaniu zegaréw atomowych [51] oraz w projekcie detekeji fal grawitacyjnych
[52].

W najogdlniejszym schemacie metrologicznym wyrdznia sie cztery fazy: trzy
eksperymentalne i jedna teoretyczna. W czesci eksperymentalnej, na poczat-
ku przygotowuje sie n-czastkowy uklad prébny. Uklad ten nastepnie ewoluuje
unitarnie, przy czym ewolucja ta zalezy od pewnego nieznanego parametru w,
ktérego wartos$¢ trzeba wyznaczyé. W koncowej fazie wyewoluowany uklad jest
mierzony lokalnymi uogélnionymi pomiarami kwantowymi® (pomiarami typu
POVM). Wyniki tych pomiaréw sa nastepnie przetwarzane w procesie estyma-
cji parametru w.

W ogdlnosci im wigkszy jest uktad probny, tym wigksza mozliwa do osiagnie-
cia precyzja estymacji w. Okazuje sie, ze jesli dodatkowo uklad probny sktada
sie z n czastek skorelowanych klasycznie (a zatem znajdujacych sie w stanie se-
parowalnym), najlepsza mozliwa precyzja estymacji skaluje sie jak 1/+/n, co jest
bezposrednim wnioskiem z twierdzenia Cramera-Rao w teorii estymacji [53, 54].
Jedli jednak poczatkowy stan ukladu prébnego jest wieloczastkowym stanem
splatanym, optymalna precyzja estymacji osiaga skalowanie 1/n, zwane ograni-
czeniem Heisenberga. Intuicyjnym powodem tak istotnego zwigkszenia asympto-
tycznej precyzji estymacji jest fakt, ze funkcja korelacji dla pomiaréw lokalnych
na silnie splatanym stanie wieloczastkowym jest znacznie bardziej wrazliwa na
ewolucje unitarna, niz funkcja korelacji stanu separowalnego. Niestety okazuje
sie, ze ten kwantowy zysk precyzji jest niezwykle wrazliwy na dekoherencje. Za-
16zmy, ze uklad prébny sktada sie z n kubitéw, z ktorych kazdy podlega zaleznej

3Zalozenie to nie zmniejsza ogélnosci rozwazan, gdyz udowodniono, ze dopuszczenie glo-
balnych pomiaréw nie zwieksza precyzji estymacji.
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od w ewolucji unitarnej, a réwnoczes$nie jest wystawiony na wplyw ogdlnego lo-
kalnego szumu. Taki rodzaj ewolucji opisywany jest rownaniem Kossakowskiego-
Lindblada [55, 56]:
9p (t)
ot
gdzie Hamiltonian H = %WO'F jest generatorem unitarnego obrotu wokol osi 7,
podczas gdy operator Liouville’a:

= —i[H, p] + L (p), (35)

1
L(p) = _57 [p — z0yp0y — ayoypoy — a.0.p0.], (36)

opisuje szum generowany przez {o,, oy, 0, }. Ewolucja takiego ukladu otwartego
moze by¢ przedstawiona w jezyku kanaléw kwantowych [57, 58, 59]:

4

p(t) = 3 Kilt)pK (1), (37)

i=1

gdzie operatory ewolucji K; zwane sa operatorami Krausa. Niedawno pokazano,
ze dowolny szum opisany przez kanal pelnego rzedu (tj. kanal (37) posiadajacy
niezerowe wszystkie operatory Krausa) redukuje skalowanie precyzji estymacji
do skalowania klasycznego 1/4/n [60]. Pokazuje to, ze praktyczne mozliwosci
kwantowej metrologii wydaja sie by¢ mocno ograniczone.

W pracy [E] proponujemy nieco zmodyfikowany schemat metrologiczny, kt6-
ry pozwala pokonaé to ograniczenie w przypadku, gdy generator szumu jest pro-
stopadty do generatora ewolucji. Nasz pomyst oparty jest na nastepujacej obser-
wacji. Precyzja estymacji parametru w spelnia kwantowe ograniczenie Cramera-
Rao [61]:

ot
(F(pw) -T)/t

gdzie T jest catkowitym czasem eksperymentu, ¢ jest czasem jednej rundy (czyli
czasem ewolucji ukladu prébnego), a F(p,,) jest kwantows informacja Fishera
(quantum Fisher information — QFI) [62]. QFI jest funkcja stanu konicowego w
procesie metrologicznym i opisuje ilo$¢ informacji o parametrze w, jaka mozna
wyciagna¢ z pomiaréw na stanie koncowym, przy zalozeniu, ze cala procedu-
ra estymacji jest optymalna. Zazwyczaj przyjmuje sie, ze zaréwno T jak i t sg
ustalone, a kwantowa informacja Fishera maksymalizowana jest po wszystkich
mozliwych stanach poczatkowych ukladu probnego. Jesli jako stan poczatkowy
wezmiemy n-kubitowy stan GHZ, mozemy otrzymaé kwadratowe skalowanie
F(pw) x n? kwantowej informacji Fishera, co daje optymalng kwantowa precy-
zje. Niestety, wynik z pracy [60] pokazuje, ze powrdt do skalowania klasycznego
F(p,) x n jest asymptotycznie nieunikniony, jesli tylko kanal kwantowy (37)
jest pelnego rzedu. Aby rozwiazaé ten problem, stosujemy nieco odmienne po-
dejscie do kwantowej metrologii, w ktorym jedynie catkowity czas eksperymentu
T jest ustalony, natomiast czas ewolucji ¢ jest optymalizowany dla kazdego n z
osobna, tak aby zmaksymalizowaé¢ wielko$é* F(p,,)/t. Podejscie to bylo wcze-
$niej rozwazane w bardzo zawezonej wersji, w przypadku gdy generator szumu
jest wspolliniowy z generatorem ewolucji [50, 63].

: (38)

4Zauwazmy, ze F(p.) jest uwiklang funkcja t, poprzez zaleznosé od p.
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W pracy [E] pokazujemy, ze jesli generator szumu jest prostopadly do genera-
tora ewolucji, to poczatkowy n-czastkowy stan GHZ prowadzi do asymptotycz-
nego skalowania kwantowej informacji Fishera w postci F(p,,) x n3. Oznacza
to, ze precyzja estymacji skaluje sie jak dw o n_%, co jest skalowaniem silniej-
szym niz klasyczne, ale nie osiagajacym granicy Heisenberga.

W naszych rozwazaniach zakltadamy, ze generator ewolucji ma postaé¢ o,
podczas, gdy generator szumu we wzorze (36) — o,. Jako stan poczatkowy
przyjmujemy n-czastkowy stan GHZ (27) z o = F. Dla tak zdefiniowanego ka-
nalu kwantowego wyznaczyli$émy analityczna postaé operatoréw Krausa (37).
Chociaz otrzymaliSémy réwniez analityczna posta¢ kwantowe]j informacji Fishe-
ra, bylidmy zmuszeni obliczy¢ wyrazenie max; F(p,,)/t numerycznie, ze wzgle-
du na niezwykle skomplikowana posta¢ F(p,,). Przeprowadzajac maksymaliza-
cje wzgledem czasu t dla n = 2,...,5000, otrzymaliSmy skalowanie precyzji
Sw ox nE. Potwierdzili$émy to skalowanie dla n siegajacego 10® za pomoca nu-
merycznej metody rozszerzania kanaléw zaproponowanej w pracach [60, 64].

Badalismy rowniez przypadek, w ktérym generator szumu jest nieznacznie
odchylony od kierunku prostopadlego do generatora ewolucji o,: przyjeliSmy
a, =1 —€ia, =€ we wzorze (36). W tym przypadku numeryczna analiza
wskazuje, ze niepewno$¢ estymacji dw poczatkowo skaluje sie ponadklasycznie,
jednak dla wiekszych wartosci n skalowanie precyzji powraca do skalowania kla-
sycznego. Oszacowalismy, ze krytyczna wartosé n, dla ktérej skalowanie precyzji
zaczyna wracaé do klasycznego ma przyblizona postac: ne.; ~ 3w/ (8ve/?).

Nasze badania stanowia silny numeryczny dowdd na to, ze jesli szum jest
prostopadty do ewolucji, to precyzja estymacji nieznanej czestosci w skaluje sie
ponadklasycznie dla n — oo. Jednakze dowolnie mate odchylenie od wzajem-
nej prostopadlosci tych generatoréw przywraca klasyczne skalowanie asymp-
totyczne. Chociaz nie znalezliSmy formalnego analitycznego dowodu naszych
wnioskéw, przedstawione wyniki stanowia motywacje do dalszego poszukiwania
efektywnych realistycznych protokoléw metrologicznych [65].

3.3.2 Kwantowe obliczenia rozproszone

Obliczenia Tozproszone stanowia szeroka klase modeli obliczeniowych, kto-
rych cechg wspoélna jest istnienie autonomicznych jednostek obliczeniowych (pro-
cesor6w ), wyposazonych w lokalna pamieé. Procesory te komunikuja sie pomie-
dzy soba w celu rozwiazania wspélnego problemu. W pracy [F] rozwazamy gra-
fowy model rozproszony, zwany LOCAL [66]. W modelu tym zaklada sie, ze
n procesoréow przeprowadza obliczenia w synchronicznych rundach, przy czym
kazda runda sklada si¢ z dwéch faz: obliczen lokalnych oraz komunikacji pomie-
dzy sasiednimi procesorami. Lokalna moc obliczeniowa kazdego procesora, jak
rowniez ilo$¢ komunikacji pomiedzy sasiednimi procesorami nie sa ograniczo-
ne. Dane wejsciowe do problemu maja postaé grafu etykietowanego G, ktéry
pelni dwie funkcje: definiuje lokalne dane wejsciowe x(v) dla kazdego procesora
v, jak réwniez topologie potaczen komunikacyjnych pomiedzy nimi. Dane wyj-
Sciowe sa zdefiniowane jako wektor, ktérego sktadowe y(v) oznaczaja warto$é
liczbowa na wyjsciu z v-tego procesora. Problem jest zdefiniowany jako odwzo-
rowanie pomiedzy zbiorem danych wejsciowych G, a zbiorem akceptowalnych
danych wyjsciowych. Zlozonosé problemu mierzona jest minimalna iloScia rund,
potrzebna do rozwigzania problemu z prawdopodobienstwem réwnym 1.

W ostatnich latach pojawito sie kilka prac, w ktérych starano sie¢ wprowadzié¢
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do obliczen rozproszonych efekty kwantowe, takie jak splatanie czy tez kwanto-
wa komunikacje. Zbiér tych hybrydowych modeli okres$lany jest mianem kwanto-
wych obliczen rozproszonych [67]. Wszystkim tym prébom brakowalo spdjnego
i $cistego schematu, co doprowadzilo do przecenienia roli efektéw kwantowych
przy rozwiazywaniu pewnych probleméw rozproszonych?[69, 70, 71].

W pracy [F] przedstawiamy konstrukeje kilku kwantowych rozszerzen mode-
lu LOCAL oraz hierarchie ich mocy obliczeniowych. Definiujemy réwniez mo-
del p-LOCAL, zawierajacy wszystkie kwantowe rozszerzenia, ktéry reprezentuje
pojecie fizycznej lokalnosci w modelu obliczen rozproszonych.

Synchroniczne obliczenia rozproszone sg jednym z trzech modeli obliczenio-
wych, w ktorych dodanie zasobéw kwantowych redukuje ztozonosé obliczeniowa.
Natura tej redukcji ztozonosci nie jest dzi§ w pelni rozumiana, choé¢ znane sa
pewne intuicje. W modelu drzewa decyzyjnego, ktéry obejmuje najbardziej zna-
ne kwantowe algorytmy, takie jak algorytm Deutsch-Jozsa [72] czy algorytm Si-
mon’a [73], kwantowa redukcja zlozonosci tlumaczona jest faktem, ze kwantowe
wyrocznie moga przetwarza¢ superpozycje duzej iloéci stanéw z bazy obliczenio-
wej [74]. W modelu zloZonosci komunikacyjnej, czyli modelu rozproszonym, w
ktérym ztozonosé mierzona jest przez minimalna liczbe wszystkich komuniko-
wanych bitow pomiedzy procesorami, kwantowa redukcja ztozonosci pojawia sie
w dwoch scenariuszach. W pierwszym poréwnuje sie moc obliczeniowa komu-
nikacji klasycznej (bitéw) i kwantowej (kubitéw), przy czym poréwnywalnosé
tych dwoch sposobéw komunikacji uzasadniana jest ograniczeniem Holevo [75].
W drugim scenariuszu poréwnuje sie¢ moc obliczeniowa uktadu rozproszonego,
w ktérym procesory komunikuja sie klasycznie i maja dostep do zasobéw kla-
sycznych (wspdldzielone bity losowe) badZ kwantowych (splatanie) [39]. .

W pracy [F] pokazujemy, ze w synchronicznym modelu obliczen rozproszo-
nych kwantowa redukcja zlozonosci zwiazana jest z oboma powyzszymi przy-
padkami redukcji ztozonosci komunikacyjnej. Wskazuje to na istotne powigzania
pomiedzy zlozonoscia w sensie ilosci rund i zlozonoécia w sensie ilosci komuni-
kowanych bitéw. Pokazujemy réwniez, ze moc obliczeniowa wszystkich kwanto-
wych rozszerzen jest istotnie ograniczona przez zasade fizycznej lokalnosci.

W pierwszym kroku definiujemy dwa rozszerzenia modelu LOCAL, ktore po-
legaja na wprowadzeniu dodatkowych zasobéw w fazie inicjalizacji algorytmu,
czyli zanim dane wejSciowe w postaci grafu G, sa przestane do procesoréw. W
pierwszym rozszerzeniu, nazwanym przez nas LOCALTS, zaklada sie, ze zbiér
stanéw poczatkowych wszystkich procesorow wybierany jest losowo zgodnie z
zadanym rozkladem prawdopodobienistwa. W sensie fizycznym odpowiada to
wytworzeniu stanu separowalnego, ktéry jest wspéldzielony przez procesory. W
sensie obliczeniowym jest to réwnowazne stwierdzeniu, ze procesory maja dostep
do wspélnego zrodla losowosci. Poniewaz model LOCAL nie narzuca zadnych
ograniczen na lokalng pamieé¢ ani na lokalng moc obliczeniowsa, ilos¢ tej wspdl-
dzielonej losowosci jest nieograniczona. W drugim rozszerzeniu, LOCALTE,
kazdy procesor wyposazony jest w rejestr kwantowy, pozwalajacy przetrzymy-
wac czastki kwantowe o dowolnym wymiarze przestrzeni stanéw. W modelu tym
zakladamy, ze w fazie inicjalizacji mozna wytworzy¢ dowolny (w ogélnosci silnie
splatany) stan kwantowy wspoldzielony przez wszystkie procesory.

Definiujemy réwniez drugi rodzaj rozszerzenia, LOCALYQ, ktére dopuszcza

5Zauwazmy, ze podobny problem pojawil sie w przypadku tzw. statycznych gier kwanto-
wych [68].
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dowolna komunikacje kwantowsg pomiedzy procesorami sasiadujacymi ze soba
zgodnie z grafem G,.

Definiujemy LOCAL[t] jako klase zlozonosci, zawierajaca problemy, kto-
re moga byé¢ rozwiazane w modelu LOCAL w co najwyzej t rundach obli-
czeh. Przez analogie definiujemy klasy ztozonoéci LOCALTS[t], LOCALTEt]
i LOCALT QJt]. Hierarchie zdefiniowanych tu modeli mozna ustali¢ za pomoca
nastepujacych argumentéw:

e LOCAL C LOCALTS; wszystkie problemy zawierajace sic w LOCAL[t]
naleza do LOCALT S[t] z trywialna inicjalizacja; z drugiej strony problem
nadania jednoznacznych etykiet wszystkim procesorom przy pustych da-
nych wejsciowych nie moze byé rozwiazany w LOCALJt] dla zadnego t,
ale moze byé rozwiazany w LOCALTS[0].

e LOCALTS C LOCALTE; wszystkie problemy nalezace do LOCALT S[t]
naleza réwniez do klasy LOCALTE[t], jesli w trakcie inicjalizacji wytwo-
rzymy stan separowalny; z drugiej strony tréjczastkowy problem modu-
lo-4 [76, 77] z pustym grafem poczatkowym nie moze byé rozwiazany
w LOCALTS[t] dla zadnego t, podczas gdy moze on byé rozwiazany w
LOCALTE[0], jesli podezas inicjalizacji wytworzy sie tréjezastkowy stan
GHZ wspoldzielony pomiedzy procesorami; fakt ten jest rownowazny z
tzw. paradoksem GHZ [78]; redukcja zlozonosci w tym przypadku ma cha-
rakter redukcji ztozonoéci komunikacyjnej: korelacje stanu GHZ nie moga
by¢ zasymulowane za pomoca lokalnie obliczalnych funkcji przy dostepie
do dowolnej ilosci wspoldzielonej losowosci, ale bez mozliwosci komunika-
cji.

e LOCAL C LOCALTQ; wszystkie problemy nalezace do LOCAL[t] nale-
za réwniez do LOCALT Q[t], jedli zalozymy brak kwantowej komunikacji;
rozwazmy teraz problem zdefiniowany na n = 3k 4+ 1 procesorach, gdzie
graf wejéciowy ma posta¢ gwiazdy o trzech galeziach; trzy zewnetrzne
wierzchotki gwiazdy maja za zadanie rozwiaza¢ problem modulo-4; w ra-
mach modelu LOCALTQ mozna to osiggnaé¢ w k rundach, tworzac stan
GHZ w centralnym procesorze, a nastepnie rozsylajac go do zewnetrznych
weztéw; proces ten nie moze by¢ zasymulowany poprzez przestanie dowol-
nej ilodci klasycznej informacji pomiedzy wezlem centralnym a weztami na
wierzchotkach, ale wymaga on bezposredniej komunikacji pomiedzy tymi
weztami, na co potrzeba 2k rund; w tym przypadku redukcja ztozonosci
powiazana jest z faktem, ze rozestanie splatanych kubitéw nie moze by¢
zasymulowane za pomocg przestania dowolnej ilosci klasycznie skorelowa-
nych bitéw.

o LOCALTQ C LOCALTE; problem modulo-4 z pustym grafem wejécio-
wym, ktéry nalezy do LOCAL™TE[0] nie moze byé rozwigzany w ramach
LOCALT Q[t], poniewaz nie ma mozliwoéci komunikacji pomiedzy proce-
sorami; z drugiej strony kwantowa komunikacja w ramach modelu LOCALTE
moze by¢ zasymulowana za pomoca kwantowej teleportacji [19], stad kazdy
problem rozwiazywalny w LOCAL™ Q[t] moze byé rozwiazany w LOCALTE[t].

e LOCALTQ i LOCALTS sa nieporéwnywalne.
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Wszystkie powyzsze rozszerzenia sa catkowicie zgodne z fizyczng lokalno-
Scig, ktéra w konteksécie modelu LOCAL oznacza, ze zbiér danych wejsciowych
danego procesora v po t rundach obliczen moze mie¢ wplyw na prawdopodo-
bienstwa danych wyjsciowych w procesorach, ktore znajduja sie w odleglosci co
najwyzej t krawedzi od v, przy czym wlasnos$¢ ta musi zachodzi¢ dla dowolnego
poczatkowego grafu G. Intuicja ta odpowiada skonczonej predkosci propagacji
informacji w modelach sieciowych z oddzialywaniem najblizszych sasiadéw [79].
Definiujemy model o-LOCAL, jako najstabszy model, ktory spelnia powyzsze
rozumienie lokalnosci. W rozszerzonej wersji pracy [80] dowodzimy, ze mode-
le LOCAL, LOCALYS, LOCALYTQ i LOCALTE naleza do o-LOCAL, przy
czym pozostawiamy otwartym pytanie, czy zawieranie to jest Sciste. Zauwaz-
my, ze model p-LOCAL zdefiniowany jest bez okreslenia doktadnych fizycznych
wlasnosci uzytych zasobéw. Definicja o-LOCAL zawezona do t = 0 odpowiada
pojeciu niesygnalizowania w tzw. uogdlnionych teoriach probabilistycznych [81].

Wprowadzenie modelu ¢-LOC AL znacznie upraszcza dowodzenie ograniczen
dolnych na zlozono$¢ obliczeniowa w ramach kwantowych rozszerzen modelu
LOCAL. Istotnie, duzo latwiej jest udowodnié, ze kazde rozwiazanie danego
problemu w czasie k rund lamie fizyczng lokalno$é, niz udowodnié¢ wprost, ze
dany problem nie ma rozwigzania w k rundach w ramach modeli kwantowych. W
ten sposéb pokazujemy, ze rozproszony problem konsensusu (distributed consen-
sus) [82]% & p-LOCAL[0], co oznacza, ze nie moze by¢ on rozwigzany za pomoca
jakiegokolwiek rozszerzenia kwantowego bez komunikacji, gdyz istnienie takiego
rozwigzania naruszyloby fizyczna lokalno$é.

W rozszerzonej wersji pracy [80] przedstawiamy formalne definicje wszyst-
kich kwantowych rozszerzen w jezyku lokalnych C* algebr. Charakteryzacja ta
motywowana jest pracami nad tzw. lokalna fizyka kwantowa [83, 79, 84]. W
ramach tej formalizacji podajemy ogdlny dowdd faktu, ze wszystkie rozwazane
rozszerzenia modelu LOCAL zawieraja sie w modelu o-LOCAL.

Publikacje stanowigce rozprawe doktorska

[A] W. Laskowski, M. Markiewicz, T. Paterek and M. Zukowski, Correlation
tensor criteria for genuine multiqubit entanglement, Phys. Rev. A 84, 062305
(2011).

[B] M. Markiewicz, W. Laskowski, T. Paterek and M. Zukowski, Detecting ge-
nuine multipartite entanglement of pure states with bipartite correlations,
Phys. Rev. A. 87, 034301 (2013).

[C] W. Laskowski, M. Markiewicz, T. Paterek and M. Wiesniak, Incompati-
ble local hidden-variable models of quantum correlations, Phys. Rev. A 86,
032105 (2012).

[D] W. Laskowski, M. Markiewicz, T. Paterek and R. Weinar, Entanglement
witnesses with variable number of local measurements, Phys. Rev. A. 88,
022304 (2013).

W problemie konsensusu n procesoréw otrzymuje lokalne etykiety {x:}},, aich zadaniem
jest wypisac¢ y € {z;}?" ;.

19



[E]

[F]

R. Chaves, J. B. Brask, M. Markiewicz, J. Kotodynski and A. Acin, Noisy
metrology beyond the standard quantum limit, Phys. Rev. Lett. 111, 120401
(2013).

C. Gavoille, A. Kosowski and M. Markiewicz, What Can Be Observed Lo-
cally? Round Based Models for Quantum Distributed Computing, Springer
Lecture Notes in Computer Science 5805, pp. 243-257 (2009).

Literatura

[1]
2]

[10]
[11]

[12]
[13]
[14]

[15]
[16]
[17]

[18]

A. Einstein, B. Podolsky, and N. Rosen. Phys. Rev., 47:777, 1935.

E. Schrodinger. Probability relations between separated systems. Proc.
Camb. Phil. Soc., 32:446, 1936.

R. Horodecki and P. Horodecki. Phys. Lett. A, 197:147, 1994.

R. Horodecki, P. Horodecki, M. Horodecki, and K. Horodecki. Rev. Mod.
Phys., 81:865-942, 2009.

W. A. Majewski. Separable and entangled states of composite quantum
systems; rigorous description. quant-ph/9711051, 1997.

I. Cuculescu. Some remarks on tensor products of standard forms of von
neumann algebras. Bolletino U.M.I., 7:907-919, 1993.

J.S. Bell. Physics, 1:195, 1964.

N. Brunner, D. Cavalcanti, S. Pironio, V. Scarani, and S. Wehner.
arXiv[quant-ph/:1303.284, 2013.

J.F. Clauser, M.A. Horne, A. Shimony, and R.A. Holt. Phys. Rev. Leit.,
23:880-884, 1969.

R. Chaves. Phys. Rev. A, 87:022102, 2013.

P. Kurzynski, M. Markiewicz, and D. Kaszlikowski. arXi[quant-
ph/:1310.5644, 2013.

P. Kurzynski and D. Kaszlikowski. Phys. Rev. A, 89:012103, 2013.
R. Omnes. Rev. Mod. Phys., 64:339, 1992.

R. B. Griffiths. Consistent Quantum Theory. Cambridge University Press,
2003.

R. F. Streater. Lost Causes in and beyond Physics. Springer-Verlag, 2007.
B.-G. Englert. Eur. Phys. J. D, 67:238, 2013.

C. H. Bennett, G. Brassard, C. Crépeau, R. Jozsa, A. Peres, and W. K.
Wootters. Phys. Rev. Lett., 70:1895-1899, 1993.

M. Zukowski, A. Zeilinger, M. Horne, and A. Ekert. Phys. Rev. Lett.,
71:4297, 1993.

20



[19]
[20]
[21]

[22]
[23]

[24]

[25]

[26]
[27]
[28]
[29]

[30]

[31]
32]
[33]

[34]
[35]
[36]
[37]

[38]
[39]

[40]

[41]
[42]

L. Accardi and M. Ohya. arXiv:quant-ph/9912087, 1999.
G. Brassard. arXiv:quant-ph/0101005, 2001.

V. Scarani, H. Bechmann-Pasquinucci, N. J. Cerf, M. Dusek, N. Lutken-
haus, and M. Peev. Rev. Mod. Phys., 81:1301, 2009.

V. Giovannetti, S. Lloyd, and L. Maccone. Nature Photonics, 5:222, 2011.

M. Nielsen and I. Chuang. Quantum Computation and Quantum Informa-
tion. Cambridge University Press.

D. Kaszlikowski, A. Sen(De), U. Sen, V. Vedral, and A. Winter. Phys. Rev.
Lett., 101:070502, 2008.

C. H. Bennett, A. Grudka, M. Horodecki, P. Horodecki, and R. Horodecki.
Phys. Rev. A, 83:012312, 2011.

R. F. Werner. Phys. Rev. A, 40:4277-4281, 1989.
M. Seevinck and J. Uffink. Phys. Rev. A, 78:032101, 2008.
M. Horodecki, P. Horodecki, and R. Horodecki. Phys. Lett. A, 283:1, 2001.

P. Badziag, C. Brukner, W. Laskowski, T. Paterek, and M. Zukowski. Phys.
Rev. Lett., 100:140403, 2008.

V. Coffman, J. Kundu, and W. K. Wootters. Phys. Rev. A, 61:052306,
2000.

N. Gisin A. Acin and L. Masanes. Phys. Rev. Lett., 97:120405, 2006.
M. Pawlowski. Phys. Rev. A, 82:032313, 2010.

P. Kurzynski, M. Markiewicz, and D. Kaszlikowski. arXiv[quant-
ph[:1312.5263, 2013.

R. Dicke. Phys. Rewv., 93:99, 1954.
P. Parashar and S. Rana. Phys. Rev. A, 80:012319, 2009.
A. Klyachko. arXiv:quant-ph/0409113, 2004.

M. Christandl, R. Koenig, G. Mitchison, and R. Renner. Comm. Math.
Phys., 273:473-498, 2007.

R. F. Streater. arXiv:math-ph/0002049, 2000.

C. Brukner and M. Zukowski. Bell’s Inequalities: Foundations and Quan-
tum Communication in Handbook of Natural Computing. Springer, 2010.

K. Nagata, W. Laskowski, M. Wiesniak, and M. Zukowski. Phys. Rev.
Lett., 93:230403, 2004.

A. Fine. Phys. Rev. Lett., 48:291, 1982.
M. Zukowski and C. Brukner. Phys. Rev. Lett., 88:210401, 1990.

21



[43]

[44]
[45]

[46]

[47]
[48]
[49]
[50]

[51]
[52]
[53]

[54]
[55]
[56]
[57]
[58]

[59]

[60]

[61]
[62]

[63]

[64]

[65]

J. Gruca, W. Laskowski, M. Zukowski, N. Kiesel, W. Wieczorek, C. Schmid,
and H. Weinfurter. Phys. Rev. A, 82:012118, 2010.

M. Horodecki, P. Horodecki, and R. Horodecki. Phys. Lett. A, 223:1, 1996.

O. Giihne, P. Hyllus, D. Bruf3, A. Ekert, M. Lewenstein, C. Macchiavello,
and A. Sanpera. Phys. Rev. A, 66:062305, 2002.

O. Giihne, P. Hyllus, D. Bruf3; A. Ekert, M. Lewenstein, C. Macchiavello,
and A. Sanpera. J. Mod. Opt., 50:1079, 2003.

O. Giihne and N. Liitkenhaus. Phys. Rev. Lett., 96:170502, 2006.
W. Diir, G. Vidal, and J. I. Cirac. Phys. Rev. A, 62:062314, 2000.
M. Holland and K. Burnett. Phys. Rev. Lett., 71:1355, 1993.

S. F. Huelga, C. Macchiavello, T. Pellizzari, A. K. Ekert, M. B. Plenio, and
J. I. Cirac. Phys. Rev. Lett., 79:3865, 1997.

V. Buzek, R. Derka, and S. Massar. Phys. Rev. Lett., 82:2207-2210, 1999.
The LIGO Scientific Collaboration. Nat. Phys., 7:962, 2011.

H. Cramer. Mathematical Methods of Statistics. Princeton Univ. Press,
1946.

C.R. Rao. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, 37:81-89, 1945.
A. Kossakowski. Rep. Math. Phys., 3:247, 1972.

G. Lindblad. Commun. Math. Phys., 48:119, 1976.

E. C. G. Sudarshan et al. Phys. Rev., 121:920-924, 1961.

K. Kraus. States, Effects and Operations: Fundamental Notions of Quan-
tum Theory. Springer Verlag, 1983.

E. Andersson, J. D. Cresser, and M. J. W. Hall. J. Mod. Opt., 54:1695,
2007.

J. Kolodynski R. Demkowicz-Dobrzaski and M. Guta. Nature Communi-
cations, 3:1063, 2012.

S. L. Braunstein and C. M. Caves. Phys. Rev. Lett., 72:3439, 1994.

A. S. Holevo. Probabilistic and Statistical Aspect of Quantum Theory.
North-Holland, Amsterdam, 1982.

B. M. Eschera, R. L. de Matos Filho, and L. Davidovich. Nat. Phys., 7:406,
2011.

J. Kolodynski and R. Demkowicz-Dobrzaski. New J. Phys., 15:073043,
2013.

W. Diir, M. Skotiniotis, F. Frowis, and B. Kraus. arXiv:1310.3750 [quant-
ph/, 2013.

22



[66]

[67]

[68]

[72]

[73]
[74]
[75]
[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]
[82]
[83]

[84]

N. Linial. 28th Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer
Science (FOCS), pages 331-335, 1987.

V. S. Denchev and G. Pandurangan. Distributed quantum computing: A
new frontier in distributed systems or science fiction? ACM SIGACT News
- Distributed Computing Column, 39:77-95, 2008.

M. Markiewicz, A. Kosowski, T. Tylec, J. Pykacz, and C. Gavoille.
arXiv:1001.2257 [quant-ph/, 2010.

S. P. Pal, S. K. Singh, and S. Kumar. arXiv:quant-ph/0306195, 2003.
E. D’Hondt and P. Panangaden. Quant. Inf. Comp., 6:173-183, 2006.

L. Helm. Brief announcement: Quantum distributed consensus. 27th An-
nual ACM Symposium on Principles of Distributed Computing (PODC),
page 445, 2008.

D. Deutsch and R. Jozsa. Proceedings of the Royal Soci- ety of London A,
439, 1992.

D.R. Simon. Siam J. Comp., 26:1474, 1997.
F. Brandao and M. Horodecki. Q. Inf. Comp., 13:0901, 2013.
A. Holevo. Problems of Information Transmission, 9:177-183, 1973.

P. Trojek, Ch. Schmid, M. Bourennane, C. Brukner, M. Zukowski, and
H. Weinfurter. Phys. Rev. A, 72:050305(R), 2005.

M. Zukowski. On bell’s theorem, quantum communication, and entangle-
ment detection. Foundations of Probability and Physics, 5, 2008.

D. M. Greenberger, M. A. Horne, and A. Zeilinger. Bell’s Theorem, Quan-
tum Theory, and Conceptions of the Universe. Kluwer, 1989.

O. Bratelli and D. W. Robinson. Operator algebras and quantum statistical
mechanics, volume II. Springer-Verlag, 1981.

C. Gavoille, A. Kosowski, and M. Markiewicz. arXiv: quant-ph/0903.1133,
20009.

A.J. Short and J. Barrett. New J. Phys., 12:033034, 2010.
N. Lynch. Distributed Algorithms. Morgan Kaufmann Publishers, 1997.

O. Bratelli and D. W. Robinson. Operator algebras and quantum statistical
mechanics, volume I. Springer-Verlag, 1979.

R. Haag. Local Quantum Physics: Fields, Particles, Algebras. Springer,
1992.

23



