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STRESZCZENIE ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
PIOTRA NOWAKA-PRZYGODZKIEGO
»TYP HOMOTOPIJNY PRZESTRZENI ODWZOROWAN
GRADIENTOWYCH”

1. HISTORIA PROBLEMATYKI PORUSZANEJ W ROZPRAWIE

W latach osiemdziesiatych zesztego stulecia profesor Kazimierz Ge-
ba postawil nastepujacy problem: czy istnieje lepszy niezmiennik niz
zwykly stopien topologiczny dla homotopii w klasie odwzorowar gra-
dientowych. W roku 1990 w pracy [14] A. Parusinski dat negatywna
odpowiedz na to pytanie. Mianowicie udowodnit on, zZe jesli dwa gra-
dientowe pola wektorowe na dysku n-wymiarowym nieznikajace na
brzegu sa homotopijne (maja ten sam stopien), to sa réwniez gra-
dientowo homotopijne.

W [8, 9] J.C. Becker i D.H. Gottlieb wprowadzili pojecie odwzoro-
wania lokalnego oraz bardzo uzyteczne uogolnienie pojecia homoto-
pii nazywane otopia. Gtéwna korzysc¢ z uzywania tych pojec polega na
tym, ze otopia laczy ze sobg odwzorowania lokalne o niekoniecznie
tej samej dziedzinie. Okazuje sie, Ze problem profesora Geby rozwia-
zany przez Parusinskiego pojawia sie w sposob naturalny przy rozwa-
zaniu otopii pomiedzy odwzorowaniami lokalnymi.

Warto zauwazy¢, ze wynik Parusinskiego stanowi wprowadzenie
do badania typu homotopijnego rozwazanych przestrzeni odwzoro-
wan, poniewaz podaje klasyfikacje sktadowych spdjnosci przestrzeni
gradientowych pol wektorowych.

W pracy nad wtasnosciami przestrzeni odwzorowan lokalnych ko-
rzystaliSmy z aproksymacji do postaci generycznej o skoniczonej licz-
bie niezdegenerowanych punktéw zerowych. Nasuwa to skojarzenie
z przestrzeniami konfiguracji badanymi w [15] i [13] przez G. Segala
i D. McDuff. Przedmiotem ich zainteresowania byt m.in. typ homoto-
pijny tychze przestrzeni.

Jeszcze jedna motywacja do badania (stabego) typu homotopij-
nego przestrzeni odwzorowan ciaglych oraz gradientowych stano-
wi nakreslony w ksiazce [12] przez M. Gromova program majacy

na celu ustalenie relacji pomiedzy przestrzenia odwzorowan a jej
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podprzestrzeniami okreslonymi warunkami zadanymi za pomoca po-
chodnych czastkowych. W szczego6lnosci gradientowos¢ mozna wyra-
zi¢ za pomoca warunku Schwarza.

Warto wspomnie¢, ze w pracy [1] autorzy zdefiniowali stopien to-
pologiczny w przypadku ciaglym i gradientowym dla lokalnych od-
wzorowan G-wspolzmiennicznych.

W niniejszym streszczeniu rozdziat drugi sktada sie z dwdch cze-
sci tematycznych. Kazda czes¢ omawia dwa artykuly, w sumie czte-
ry (trzy opublikowane, jeden zaakceptowany), ktérych dotyczy moja
rozprawa.

Natomiast w trzecim rodziale sg krétko opisane dwa artykuly znaj-
dujace sie jeszcze w recenzji, ktére stanowig kontynuacje wczesniej-
szych badan. W rozdziale tym wspominam réwniez o otwartych py-
taniach zwigzanych z rozwazang tematyka.

Wszystkie omawiane artykutly powstaty w wyniku wspétpracy z dr.
Piotrem Bartlomiejczykiem. Chciatbym tu réwniez podziekowac za
opieke naukowa mojemu promotorowi dr. hab. Grzegorzowi Graffo-
wi, prof. nadzw. PG.

2. OMOWIENIE WYNIKOW PRAC SKLADAJACYCH SIE NA ROZPRAWE

2.1. Gradientowe pola wektorowe na dysku. Wspomniane wcze-
$niej twierdzenie Parusinskiego mozna rowniez sformutowac w naste-
pujacy sposob: inkluzja przestrzeni gradientowych pdl wektorowych
w przestrzen wszystkich ciaglych pél wektorowych okreslonych na
dysku D" nieznikajacych na S"~! indukuje bijekcje pomiedzy zbiora-
mi sktadowych spéjnosci tych przestrzeni funkcyjnych.

Oryginalny dowdéd twierdzenia Parusinskiego opiera sie na indukcji
ze wzgledu na wymiar dysku. W wymiarze n = 2 mamy dwa przy-
padki stopnia rownego i réznego od 1. Trudniejszy jest ten pierwszy
przypadek, w ktérym Parusinski pokazat, ze kazde pole gradientowe
jest gradientowo homotopijne z identycznosciag lub minus identyczno-
$cia. W pracy [4] udalo nam sie uzupei¢ niewielka luke pokazujac
(dwiema réznymi metodami), ze identycznos$¢ i minus identyczno$é¢
sa rowniez gradientowo homotopijne. Nasza praca zawiera pelny do-
wdéd przypadku n = 2 kladacy nacisk na przedstawienie geometrycz-
nych aspektow rozumowania.

W kolejnej pracy [5] rozwijamy te geometryczne idee, co pozwala
nam wzmocni¢ wynik dla n = 2. Mianowicie wspomniana inkluzja
jest faktycznie homotopijng réwnowaznoscia. Wyprowadzamy stad
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wniosek, Ze obie przestrzenie pdél wektorowych (gradientowych i cia-
glych) sa homotopijnie réwnowazne S*.

Doktadnie rzecz ujmujac zostato to udowodnione w [14] dla przy-
padku stopnia réznego od 1. Nam sie udato przeprowadzi¢ dowod w
przypadku stopnia réwnego 1, ktéry to przypadek okazat sie o wiele
trudniejszy.

2.2. Gradientowe odwzorowania lokalne. Pytanie profesora Geby,
ktérym zajal sie Parusinski, mozna postawi¢ w odniesieniu do prze-
strzeni odwzorowan lokalnych: czy dwa gradientowe odzorowania
lokalne o tym samym stopniu sg gradientowo otopijne?

Przypomnijmy, Zze odwzorowanie lokalne f: U C R" — R" nazy-
wamy wlasciwym, jesli przeciwobraz f kazdego zbioru zwartego jest
zwarty. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia w wymiarze n:

e F[n] - klasy otopii odwzorowan lokalnych,

e Fy[n] — klasy gradientowych otopii gradientowych odwzoro-
wan lokalnych,

e P[n| — klasy wlasciwych otopii wtasciwych odwzorowan lo-
kalnych,

e Py[n] — klasy wlasciwych gradientowych otopii wlasciwych
gradientowych odwzorowarn lokalnych.

Odpowiednie inkluzje indukuja nastepujacy diagram:

| |

Py [n] LI P[n]
Fyln] —— Fln).

Wprowadzenie przestrzeni wlasciwych odwzorowan lokalnych jest
uzasadnione tym, ze przetrzen ta jest wyposazona w tadna, metrycz-
ng topologie (patrz [9]).

W [2] pokazalismy, ze funkcje a i b sq surjekcjami, natomiast funk-
cje ¢ i 0 sg bijekcjami. Gidwna trudno$¢ polegata tutaj na udowodnie-
niu wersji twierdzenia Hopfa dla deg: Fy[n] — Z.

W [3] udato nam sie istotnie wzmocni¢ powyzszy wynik pokazujac,
ze funkcje a i b réwniez sa bijekcjami. Ogdlny schemat rozumowan
jest podobny w obydwu powyzszych pracach, jednak w przypadku
odwzorowan wiasciwych napotkalismy szereg trudnosci technicznych
wymagajacych wprowadzenia nowych poje¢ i wymyslenia pewnych
nowych idei.
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3. PRZESTRZENIE ODWZOROWAN LOKALNYCH - DALSZE PERSPEKTYWY

Chciatbym na zakonczenie dodac kilka stéw o pracach, ktére znaj-
dujq sie obecnie w recenzji, a stanowia kontynuacje wynikéw sktada-
jacych sie na rozprawe.

W pracy [6] wprowadzamy topologie w zbiorze odwzorowan lokal-
nych oraz dowodzimy prawo wyktadnicze dla odwzorowan lokalnych
oraz wlasciwych. Ponadto pokazujemy, ze inkluzja przestrzeni odwzo-
rowan wlasciwych w przestrzen odwzorowan lokalnych jest stabg ho-
motopijng rownowaznoscia. A staby typ homotopijny P(n) jest nam
znany.

Z kolei w pracy [7] dowodzimy, zZe przestrzenie powyzsze nie sq
jednak homotopijnie réwnowazne dla n > 1. Przypadek n = 1 pozo-
staje nadal otwartym problemem.

W kwestii typu homotopijnego pozostaje tu wiele jeszcze innych
znakow zapytania. Na przyktad czy inkluzja przestrzeni odwzorowan
gradientowych w przestrzen odwzorowan lokalnych jest (staba) ho-
motopijna réwnowaznoscia. To samo pytanie mozna postawi¢ doda-
jac zatozenie wlasciwosci odwzorowan.

Wart zainteresowania w kontekscie powyzszych probleméw jest
rowniez przypadek G-niezmienniczy, ktory otwiera zupelnie nowy
obszar do zbadania.

Reasumujac, tematyka powyzsza wydaje mi sie ciekawa i rozwojo-
wa. Zamierzamy z dr Barttomiejczykiem kontynuowac ten kierunek
pracy naukowe;.
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