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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Piotra Nowaka-Przygodzkiego

pt. ,,L'yp homotopijny przestrzeni odwzorowan gradientowych”

Przedstawiona rozprawa doktorska zostala przygotowana na Wydziale Matema-
tyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gdanskiego. Promotorem pracy jest dr hab.
Grzegorz Graff, prof. PG, a promotorem pomocniczym dr Piotr Barttomiejczyk.
Rozprawa przedstawioan zostala w formie czterech artykuléw (trzech opublikowa-
nych i jednego przyjetego do druku):

[R1] P. Bartlomiejczyk, P. Nowak-Przygodzki, Path components of the space of gra-
dient vector fields on the two dimensional disc, zaakceptowana do druku w Mathe-
matica Slovaca (10 stron);

[R2] P. Bartlomiejczyk, P. Nowak-Przygodzki, The homotopy type of the space of
gradient vector fields, Glasgow Mathematical Journal 54 (2012), 619-626;

[R3] P. Bartlomiejezyk, P. Nowak-Przygodzki, Gradient otopies of gradient local
maps, Fund. Math. vol. 214, No. 1 (2011), 89-100;

[R4] P. Barttomiejczyk, P. Nowak-Przygodzki, Proper gradient otopies, Topol. Appl.
159 (2012), 2570-2579.

Rozprawa zostata poprzedzona krétkim streszczeniem w jezyku polskim i angielskim
(odpowiednio 5 i 4 strony). Ponadto do rozprawy zalaczono o$wiadczenie wspol-
autora, z ktérego wynika, ze mgr Nowak-Przygodzki jest wspétautorem istotnych
czescl wszystkich wyzej wymienionych prac.

Punktem wyjscia do rozwazan rozprawy jest pytanie o to czy w klasie odwzo-
rowan gradientowych mozna wprowadzi¢ niezmiennik homotopijny, ktéry bedzie nie-
trywialny w sytuacji, gdy stopienn toplogiczny Borouwera jest zerowy. Pozytywna
odpowiedZ na to pytanie oznaczaltaby, ze klasa homotopii odwzorowania gradien-
towego w przestrzeni odwzorowan ciaglych (tj. wzgledem ciaglych homotopi) za-
wierataby odwzorowania, ktére nie sa z nim homotopijne w przestrzeni odwzorowan
gradientowych (tj. poprzez homotopie gradientowe). W 1990 A. Parusiniski (w pracy
Gradient homotopies of gradient vector fieldds, Studia Math. XCVI, 73-80) pokazal,
ze inkluzja przestrzeni G gradientowych pél wektorowych na dysku D™ C R"™ niezni-
kajacych na brzegu S™! w przestrzeri V := C((D", S 1), (R, R" \ {0})) indukuje
bijekcje pomiedzy zbiorami sktadowych sp6jnosci tych przestrzeni, dajac tym samym
negatywna odpowiedZ na wspomniane wyzej wyjsciowe pytanie. Prace wchodzace



w sklad rozprawy stanowig kontynucje tych poszukiwan w kierunku doktadniejszego
zbadania inkluzji G C V oraz znalezienia odpowiedzi na analogiczne pytania w klasie
odwzorowan lokalnych i przy zastgpieniu relacji homotopii tzw. otopiq.

W pracy [R1], wykazano, ze, w przypadku n = 2, dowolne dwa odwzorowania
gradientowe w G o tym samym stopniu topologicznym sa gradientowo homotopijne.
W szczegblnosci wynika stad, ze istnieje homotopia gradientowa taczaca identycz-
nos¢ id z —id, co stanowi istotne uzupelnienie rezultatow Parusiniskiego. Natomiast
w pracy [R2] autorzy wykazuja, ze inkluzja G C V jest homotopijng réwnowaznoscia
w przypadku n = 2. Gtéwna technika dowodowa, uzyta réwniez w pracy Parusin-
skiego, to rozklad pola wektorowego obcietego do brzegu (w tym przypadku S?!)
na skladowe styczng i normalng. Sktadowa styczna jest wowczas stycznym polem
wektorowym na S!, a skladowa normalna moze by¢ wowczas utozsamiana z funkcja
2m-okresows.

Niejako druga cze$¢ rozprawy, stanowia prace [R3] i [R4], w ktorych posta-
wiono pytanie o klasyfikacje (odp. wtasciwych) lokalnych odwzorowarl gradiento-
wych wzgledem relacji otopii. Glowny wynik pracy [R3] to dowdd, ze kazde dwa
otopijne w przestrzeni lokalnych pol wektorowych F(n) odwzorowania gradientowe
sa otopijne w zbiorze lokalnych odwzorowan gradientowych Fg(n), innymi stowy
inkluzja Fy(n) C F(n) implikuje bijekcje pomiedzy zbiorami klas otopii. W przy-
padku inkluzji zbior Py (n) wtasciwych lokalnych odwzorowan gradientowych w prze-
strzen P(n) wlasciwych lokalnych odwzorowan ciggtych, wykazano, ze indukowane
odwzorowanie pomiedzy zbiorami klas otopii jest surjekcja (tzn. w kazdej klasie
otopii lokalnych odwzorowar wlasciwych znajduje sie odwzorowanie gradientowe).
Gléwna trudnosé polegala na wykazaniu, ze stopien topologiczny rozréznia klasy
otopii w Fy(n). Dowdd polegal na klasyfikowaniu odwzorowarn poprzez otopijne
przeksztalcanie pél do odpowiednich odwzorowar standardowych okreslonych na roz-
lgcznych kulach sktadajacych sie z dwoch typoéw odwzorowan: przesunietych iden-
tycznosci oraz przesunietych odbié. Kluczowa wlasnodcia takich odwzorowan jest
wlasno$é anihilacji odwzorowan roéznych typow, ktéra polega na tym, ze dwa od-
wzorowania réznego typu, ktére sa okreslone na roztacznych kulach, sa otopijne
z odwzorowaniem pustym (Lemma 3.2). Pozwala to na odpowiednia redukcje (po-
przez otopie) do odwzorowania pustego lub odwzorowania standardowego sktadaja-
cego sie z jednego typu odwzorowan (ktoére z kolei jest jednoznacznie rozrézniane
przez stopien topologiczny). Natomiast w pracy [R4] autorzy wzmocnili wynik dla
odwzorowan wlasciwych, tj. pokazali, ze inkluzja Py(n) C P(n) jest rowniez injek-
cja. Tu udato sie pokazaé, ze stopieni topologiczny rozréznia klasy otopii w zbiorze
Py (n) wlasciwych lokalnych odwzorowan gradientowych. Podobnie jak w poprzed-
niej pracy zastosowano tu technike klasyfikowania odwzorowan poprzez réwnowaz-
no$¢ otopijng z odpowiednio dobranymi odwzorowaniami standardowymi oraz za-
uwazono i uzyto odpowiedniej anihilacji.

Przedstawiong rozprawe doktorska mgr. Piotra Nowaka-Przygodzkiego oceniam
bardzo wysoko. Wszystkie z prezentowanych prac sa napisane w sposéb przejrzysty
i z troska o geometryczne zilustrowanie zastosowanych pomystéw. Prace [R1] i [R2]
opierajg sie w zasadniczy sposéb na metodach uzywanych we wspomnianej pracy
przez Parusiniskiego, jednak autorzy poszli istotnie dalej w swoich rozwazaniach
i poprzez staranng analize uzyskali tadne i nietrywialne wzmocnienie wcze$niejszych



rezultatow. Natomiast w pracach [R3] i [R4] rozwazano klasy homotopii odwzo-
rowan gradientowych w nowym kontekscie (odwzorowan lokalnych i relacji otopii),
w ktérym potrzeba byto zupelnie nowych pomystéw zaréwno na poziomie technicz-
nym, jak i samych idei. Mam tu na mysli przede wszystkim podanie odpowiednich
funkeji standardowych oraz przeprowadzenie otopijnej klasyfikacji odwzorowan gra-
dientowych. W mojej ocenie, uzyskane rezultaty to fragment solidnej matematyki.

Konkluzja. Biorac pod uwage wyzej sformutowane oceny stwierdzam, ze przed-
stawiona rozprawa doktorska mgr. Piotra Nowaka-Przygodzkiego speinia ustawowe
i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim oraz wnosze o dopuszcze-
nie go do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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