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Sposéb weryfikacji zatozonych efektow ksztatcenia
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] Egzamin Kolokwium mtd. dydakt 3 | mtd. dydakt4 | mtd. dydakt5 | mtd. dydakt6 | mtd. dydakt 7 | mtd. dydakt 8
ksztatcenia
Wiedza
K_W02 + +
K_W04 + +
Umiejetnosci
K_U8 + +

Okreslenie przedmiotéw wprowadzajacych wraz z wymogami wstepnymi

A. Wymagania formalne
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Zaliczone przedmioty:

1. Analiza matematyczna - 1i2 sem.,

2. Algebra liniowa z geometrig - 1i 2 sem.

B. Wymagania wstepne

Znajomos¢ nastepujacych pojeé i zagadnien:

1. Funkcje elementarne: funkcja potegowa, wielomian, funkcja wymierna, funkcja wyktadnicza, funkcja logarytmiczna, funkcje trygonometryczne i
funkcje cyklometryczne. Ztozenie funkcji. Funkcja odwrotna.

2. Granica ciggu liczbowego. Twierdzenia dotyczace granic: twierdzenie o trzech ciggach, twierdzenie o ciggach monotonicznych i ograniczonych.
Liczba e

3. Granica funkcji rzeczywistej w punkcie; definicja Heinego i Cauchy'ego. Granice jednostronne funkcji w punkcie, granice niewtasciwe. Ciggtos¢
funkcji w punkcie; funkcja ciggta. Wiasnosci funkcji ciggtych: wtasnos¢ Darboux, twierdzenie Weierstrassa. Asymptota pionowa i pozioma.

4. lloraz réznicowy; rézniczkowalnos¢ funkcji w punkcie; pochodna; funkcja rézniczkowalna. Interpretacja geometryczna i fizyczna pochodne;j.
Wzory na pochodng sumy, iloczynu i ilorazu funkcji; wzér na pochodng funkcji ztozonej. Wiasnosci funkcji rézniczkowalnych: ciagtosc,
twierdzenie Rolle’a, twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej. Zwigzki miedzy pochodng a ekstremami lokalnymi i monotonicznoscia.
Rozniczka zupetna.

5. Pochodne wyzszych rzeddéw; funkcja n-krotnie rézniczkowalna; funkcja gtadka. Zwigzki miedzy drugg pochodng a ksztattem wykresu.
Twierdzenie Taylora; wzor Taylora i reszta we wzorze Taylora.

6. Szereg liczbowy; zbiezno$¢ szeregu liczbowego. Kryteria zbieznosci szeregéw liczbowych. Szereg potegowy; promien zbieznosci szeregu
potegowego; wzor Cauchy’ego-Hadamarda. Szereg Taylora funkcji gtadkie;j.

7. Catka Riemanna, sumy riemannowskie. Funkcja pierwotna. Twierdzenie Newtona-Leibniza. Catka nieoznaczona i oznaczona. Interpretacja
geometryczna catki oznaczonej. Metody catkowania funkcji jednej zmiennej: przez czesci, przez podstawianie, catkowanie funkcji wymiernych,
catkowanie funkcji wymiernych od funkcji trygonometrycznych, podstawienia Eulera. Zastosowania geometryczne i fizyczne catki oznaczone;.

8. Funkcje wielu zmiennych. Ciagtosc¢ funkcji wielu zmiennych. Rézniczkowalnos¢, pochodna i pochodne czastkowe funkgji wielu zmiennych.
Twierdzenie o funkcji uwiktanej. Warunki konieczne i rownowazne istnienia ekstremum lokalnego funkcji wielu zmiennych. Ekstremum
warunkowe; metoda mnoznikéw Lagrange’a.

9. Catkowanie funkcji wielu zmiennych. Catka iterowana; twierdzenie Fubiniego. Jakobian, twierdzenie o zamianie zmiennych w catce wielokrotnej.
Catka krzywoliniowa niezorientowana i zorientowana; twierdzenie o zamianie catki krzywoliniowej na catke oznaczong; interpretacja
geometryczna i fizyczna catek krzywoliniowych. Catka powierzchniowa niezorientowana i zorientowana; twierdzenie o zamianie catki
powierzchniowej na catke podwojng; interpretacja geometryczna i fizyczna catek powierzchniowych. Pole gradientowe; dywergencja i rotacja pola
wektorowego. Twierdzenie Ostrogradzkiego-Gaussa, twierdzenie Greena, twierdzenie Stokesa.

10. Liczby zespolone; ptaszczyzna zespolona. Czes$¢ rzeczywista, cze$¢ urojona, modut, sprzezenie i argument liczby zespolonej. Dziatania na

liczbach zespolonych. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej. Wz6r de Moivre’a; wzor na pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolone;j.
11.  Ukfad réwnan liniowych. Macierz podstawowa i rozszerzona uktadu réwnan. Operacje elementarne na wierszach macierzy. Wyznacznik
macierzy; rzad macierzy. Macierz odwracalna; macierz odwrotna. Twierdzenie Craméra. Twierdzenie Kroneckera-Capelliego; metoda eliminac;ji
Gaussa.

12. Przestrzen liniowa. Liniowa niezalezno$¢ uktadu wektoréw; uktad generujacy; baza przestrzeni liniowej. Rozwinigcie wektora wzgledem bazy.
Macierz zmiany bazy.

13. Przeksztatcenie liniowe. Macierz przeksztatcenia liniowego. Wyznacznik macierzy; rzad macierzy. Macierz odwracalna, macierz symetryczna,

macierz hermitowska.
Umiejetnosci:
1. Szkicowanie wykreséw funkcji elementarnych i ich przeksztatcanie. Okreslanie dziedziny. Badanie réznowartosciowosci i odwracalnosci funkciji.
Wyznaczanie funkcji odwrotnej do funkcji zadanej wzorem.
2. Obliczanie granic ciggow.
3. Obliczanie granic funkcji w punkcie. Badanie ciaggtosci funkcji. Wyznaczanie asymptot.
4. Obliczanie pochodnej z definicji. Obliczanie pochodnych na podstawie wzoréw na pochodng sumy, iloczynu, ilorazu i ztozenia funkgciji.
Wyznaczanie ekstremoéw lokalnych i przedziatéw monotonicznosci; wyznaczanie wartosci ekstremalnych w przedziale domknigtym.
5. Obliczanie pochodnych wyzszych rzedéw. Obliczanie wspétczynnikéw w rozwinieciu Taylora dla funkcji n-krotnie rézniczkowalne;.
6. Badanie zbieznosci szeregéw za pomoca kryteriow zbieznosci. Wyznaczanie promienia zbieznosci szeregu potegowego; badanie zbieznosci na
koncach przedziatu zbieznosci. Rozwijanie funkcji w szereg Taylora i wyznaczanie jego promienia zbieznosci.
7. Obliczanie catek nieoznaczonych i oznaczonych. Stosowanie ich do rozwigzywania probleméw geometrycznych i fizycznych.
8. Badanie ciggtosci funkcji wielu zmiennych. Badanie rézniczkowalnosci funkcji wielu zmiennych; obliczanie pochodnych czastkowych.
Wyznaczanie ekstremoéw lokalnych funkcji wielu zmiennych.
9. Obliczanie catek funkcji wielu zmiennych; zamiana catki po obszarze na catke iterowana. Korzystanie ze wspoétrzednych biegunowych. Obliczanie
catek krzywoliniowych i powierzchniowych. Korzystanie z twierdzen Greena, Ostrogradzkiego-Gaussa i Stokesa.
10. Wykonywanie dziatan na liczbach zespolonych. Wyznaczanie postaci trygonometrycznej dla liczby zespolonej; obliczanie poteg i pierwiastkéw
z liczb zespolonych. Rozwigzywanie réwnan wielomianowych o wspétczynnikach zespolonych.

11. Obliczanie wyznacznika i rzgdu macierzy; wyznaczanie macierzy odwrotnej. Badanie rozwigzalnosci uktadéw réwnan. Stosowanie wzoréw
Craméra i metody eliminacji Gaussa.

12. Badanie liniowej niezaleznosci uktadu wektoréw; wyznaczanie podprzestrzeni generowanej przez uktad wektoréw. Badanie, czy uktad
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wektorow jest baza przestrzeni liniowej. Rozwijanie wektora wzgledem bazy.
13. Badanie liniowosci przeksztatcenia. Wyznaczanie macierzy przeksztatcenia liniowego w bazach.

Cele ksztatcenia

Zapoznanie z technikami matematyki wyzszej w zakresie niezbednym do opisu zjawisk fizycznych i rozwigzywania probleméw fizycznych.

Tresci programowe

Elementy teorii funkcji zespolonych.

Woybrane réwnania fizyki matematyczne;j.
Szeregi i catki Fouriera, wielomiany ortogonalne.

Transformacja Fouriera i jej zastosowania.

Elementy teorii miary i catka Lebesgua.

® N O N =

Operatory rézniczkowe i catkowe.

©

Zagadnienie wiasne dla operatorow. Przyktady.
10. Rozmaitosci rézniczkowalne.
11.  Formy rézniczkowe i ich catkowanie.

Szereg Laurenta, residua i obliczanie catek za ich pomoca.

Technika funkcji Greena dla wybranych réwnan fizyki matematyczne;j.

Wykaz literatury

F. Leja, Funkcje zespolone, PWN 1973
W. A. Majewski, Matematyczne metody fizyki, UG 1989

F.W. Byron, R.W. Fuller, Matematyka w fizyce klasycznej i kwantowej , t. 1, 2, PWN 1975

M. Spivak, Analiza na rozmaitosciach, PWN 1977
W. Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona, PWN 1998

Efekty ksztalcenia
(obszarowe i kierunkowe)

K_WO02 rozumie role eksperymentu fizycznego,
matematycznych modeli teoretycznych przyblizajgcych

rzeczywisto$¢ oraz symulacji komputerowych w metodologii

badan naukowych; ma swiadomos¢ ograniczen
technologicznych, aparaturowych i metodologicznych w
badaniach naukowych

K_WO04 zna podstawowe techniki matematyki wyzszej, w
tym rachunek rézniczkowy i catkowy funkcji jednej i wielu
zmiennych, oraz podstawy algebry w zakresie niezbednym
do opisu zjawisk fizycznych i rozwigzywania probleméw
fizycznych

K_UO08 potrafi postugiwac sie aparatem matematycznym i
metodami numerycznymi do opisu i modelowania zjawisk i
procesow fizycznych

Wiedza

Student zna:

» podstawowe wiasnosci topologiczne ptaszczyzny zespolonej, pojecie fukcji
holomorficznej, pojecie catki krzywoliniowej z funkcji zespolonej, warunki
réwnowazne holomorficznosci: rownania Cauchy'ego-Riemanna, analitycznos¢
i warunek catkowy Cauchy'ego, pojecie funkcji meromorficznej, twierdzenie o
rozwinigciu funkcji meromorficznej w szereg Laurenta, twierdzenie o residuach,
zastosowania twierdzenia o residuach do obliczania catek niewtasciwych;

» wybrane réwnania fizyki matematycznej: rbwnanie Laplace'a i Poissona,
réwnanie falowe, réwnanie transportu ciepta, réownanie dyfuzji, zagadnienie
Sturma-Louville'a; interpretacje fizyczng i uzasadnienie tych réwnan;

zagadnienie poczatkowe i zagadnienie brzegowe.

* relacje ortogonalnosci w przestrzeni L_2, pojecie szeregu trygonometrycznego,
szereg Fouriera funkcji rzeczywistej, wzory na wspétczynniki w szeregu
Fouriera, nieréwnos¢ Bessela, tozsamos¢ Parsevala, twierdzenia o zbieznosci
szeregu Fouriera, zastosowania szeregéw Fouriera do obliczania sum
szeregdw liczbowych, zastosowania do rozwigzywania réwnan rézniczkowych
(m.in. réwnania falowego)

« definicje transformaty Fouriera dla funkcji catkowalnej, wzory i metody
obliczania transformat Fouriera dla wybranych funkgcji, wlasnosci transformacji
Fouriera jako operatora na przestrzeni L_2, okreslenie transformaty odwrotne;j,
zwigzki transformaty Fouriera z rézniczkowaniem i splotem funkgiji,
zastosowanie do rozwigzywania rownan rézniczkowych

* pojecie rozwigzania podstawowego réwnania rézniczkowego, definicje funkc;ji
Greena, zastosowanie w rozwigzywaniu réwnania Poissona i réwnania dyfuzji

* pojecia ciata i sigma-ciata zbioréw, przestrzeni mierzalnej, funkcji mierzalnej,
miary; konstrukcje catki z rzeczywistej funkcji mierzalnej wzgledem miary i jej
wiasnosci; twierdzenia Lebesgue'a o zbieznosci monotonicznej i o zbieznosci
ograniczonej, lemat Fatou; pojecie zbioru mierzalnego w sensie Lebesgue'a w
przstrzenie euklidesowej i pojecie miary Lebesgue'a; okreslenie przestrzeni L_p
dla dowolnej przstrzeni mierzalnej i ich wlasnosci.

« okreslenie opretaora rézniczkowego i jego wtasnosci; klasyfikacje operatorow
rézniczkowych drugiego rzedu; posta¢ kanoniczng operatora rézniczkowego;
operator Laplace'a; okreslenie operatora catkowego i jego wtasnosci; pojecie
jadra operatora catkowego; operator Fredholma.

« sformutowanie zagadnienia wtasnego dla operatora; pojecia funkcji wtasnej i

wartosci wtasnej; metode wyznaczania funkgji i wartosci wtasnych dla
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wybranych operatoréw rézniczkowych i catkowych (m. in. operatora Laplace'a,
Sturma-Liouville'a)

* pojecie rozmaitosci rozniczkowej, mapy i atlasu na rozmaitosci; definicje
przestrzeni stycznej i kostycznej do rozmaitosci, wigzki stycznej i wigzki
kostycznej; twierdzenie Whitney'a o zanurzeniu; definicje rozmaitosci
orientowalnej i nieorientowalnej, z brzegiem i bez brzegu; pojecie
dyfeomorfizmu i funkcji gtadkiej na rozmaitosci; pojecie pola wektorowego i jego
wiasnosci

« konstrukcje iloczynu tensorowego i iloczynu zewnetrznego przestrzeni
wektorowych; definicje k-formy rézniczkowej, iloczunu zewnetrznego form
rézniczkowych i pochodnej formy rézniczkowej; pojecie formy zamknietej i
zupetnej; konstrukcje catki z formy rézniczkowej na rozmaitosci z brzegiem i
bez brzegu; twierdzenie Stokesa i jego zastosowania fizyczne

Umiejetnosci

Student potrafi:

* rozpoznawac wtasnosci topologiczne podzbioréw ptaszczyzny zespolonej,
bada¢ ciagtos$¢ funkcji o dziedzinie zespolonej; bada¢ holomorficzno$¢ funkc;ji
zespolonej z definicji i z wykorzystaniem wzoréw Cauchy’ego-Riemanna;
oblicza¢ catki krzywoliniowe z funkcji zespolonych; obliczaé pochodne z funkcji
zespolonych, rozwijac je w szereg potegowy i wyznacza¢ promien zbieznosci
tego szeregu; badac¢ typ punktu osobliwego i rozwija¢ funkcje meromorficzng w
szereg Laurenta; oblicza¢ residua; stosowac twierdzenie o residuach do
obliczania catek niewtasciwych z funkcji rzeczywistych

» wyprowadzi¢ i przedstawi¢ interpretacje fizyczng podstawowych réwnan fizyki
matematycznej; prawidtowo sformutowaé¢ zagadnienie poczatkowo i

zagadnienie brzegowe

« zortogonalizowaé¢ liniowo niezalezny uktad funkgji z L_2; wyznaczaé

wspotczynniki Fouriera funkcji rzeczywistej, rozwija¢ funkcje w szereg Fouriera i
okresla¢ jego zbieznos¢; oblicza¢ sumy wybranych szeregéw liczbowych
korzystajac z tozsamosci Parsevala; wyjasni¢ metode Fouriera rozwigzywania
réwnania falowego

* obliczaé transformate Fouriera i transformate odwrotng dla wybranych funkgji;
stosowac transformate Fouriera do rozwigzywania wybranych réwnan
rézniczkowych

» wyznaczac rozwigzania podstawowe wybranych rownan rézniczkowych;
stosowa¢ metode funkcji Greena

« uzasadni¢ proste wlasnosci sigma-ciat i funkcji mierzalnych; oblicza¢ z definicji
catki z funkcji prostych wzgledem dowolnej miary, stosowa¢ twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci w prostych rozumowaniach; uzasadni¢, ze L_p sg
przestrzeniami liniowymi

* rozpoznac typ operatora rézniczkowego 2-go rzedu i sprowadzi¢ go do postaci
kanonicznej; wykorzystywa¢ wtasnosci funkcji harmonicznych w prostych
whnioskowaniach; wykonywacé obliczenia dla operatoréw catkowych

» wyznacza¢ funkcje i wartosci wiasne dla wybranych operatoréw rézniczkowych i
catkowych

« opisac atlas dla prostych rozmaitosci 2-wymiarowych; oblicza¢ pochodne dla
funkcji na rozmaito$ciach; oblicza¢ iloczyn zewnetrzny, pochodne form
rézniczkowych; catkowac formy rézniczkowe na rozmaitosciach 2- i 3-
wymiarowych; wykorzysta¢ catkowanie form do obliczen geometrycznych;
stosowac wzor Stokesa, wyjasni¢ zwigzek z poznanym wczesniej twierdzeniem
dotyczacym powierzchni 2-wymiarowych.

Kompetencje spoteczne (postawy)

Kontakt

szczygielski.krzysztof@gmail.com
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