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1. Posiadane dyplomy

1) dyplom magistra matematyki w zakresie informatyki i metod numerycznych uzyskany na Wydziale
Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gdariskiego, 8 stycznia 2004 roku,

2) dyplom doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki uzyskany na Wydziale Matematyki,
Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gdariskiego, 18 maja 2006 roku.

2. Zatrudnienie w jednostkach naukowych

1) 1lutego 2004 - 30 wrzeénia 2006 — asystent na Wydziale Fizyki Technicznej i Matematyki Stosowanej
Politechniki Gdariskiej,
2} od 1 paZdziernika 2006 — adiunkt w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Gdariskiego.

3. Wskazane osiagnigcia wynikajace z art. 16 ust. 2 ustawy o stopniach naukowych -
oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki

Wskazane osiagniecie wynikajace z art. 16 ust. 2 ustawy o stopniach naukowych oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki stanowi cykl szesciu prac pod tytulem:

Istnienie i aproksymacja rozwiazan zagadnien poczatkowo brzegowych
dla réwnan Hamiltona-Jacobiego z zaleznoscia funkcyjna.
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3.2. Oméwienie wynikéw uzyskanych w cyklu prac, ktéry jest osiagnieciem wynikajacym z art. 16 ust.
2 ustawy o stopniach naukowych oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki

Wyrdznionym przez mnie osiggnigciem, ktére stanowi podstawe do wszczecia postepowania habilita-
cyjnego jest cykl szedciu artykuléw dotyczacy zagadnieri poczatkowo brzegowych dla réwnaii Hamiltona-
Jacobiego z zaleznoscia funkcyjna. Celem prac bylo poszerzenie wiedzy o istnieniu rozwiazan klasycznych
tych zagadnieri i o metedach ich aproksymacji numerycznej, przy zwréceniu uwagi na wzbogacenie klas
zaleznogcei funkcyjnych, wystgpujacych w tych réwnaniach. Rozwinigcie tej ostatniej kwestii zamieszczam
ponizej, poprzedzone wprowadzeniem zagadnienia rézniczkowo funkcyjnego.
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3.2.1. Wprowadzenie

3.2.1.1. Zagadnienie rdzniczkowe i rézne typy zaleznosci funkcyjnej
Zasadniczym problemem, ktéremu po§wigcony jest prezentowany cykl publikaciji, jest réwnanie Hamiltona-
Jacobiego
diz(1,x) = f(t,x,V(z:1,x),0:2(1,%) (n

na zbiorze cylindrycznym E = [0,a] x Q z warunkiem poczatkowo brzegowym
z(r,x) =@(r,x) na FEyUdE, @

gdzie a >0, dp > 0, Q C R" jest prostopadioscianem lub zbiorem o regularnym brzegu, za$ Ey = [—dy, 0] x Q,
doE = (0,a] x 0. Rozwazamy rozwiazania klasyczne, to znaczy funkcje rézniczkowalne w sposdb ciagly,
ktérych pochodne sa lipschitzowskie (kidra to klase bedziemy oznaczaé symbolem C'4) spelniajace (1) we
wszystkich punktach zbioru E; a takze rozwiazania uogélnione w sensie Carathéodory’ego, to znaczy funkcje
absolutnie ciagle, spetniajgce (1) prawie wszedzie na E.

W modelach zaleznosci funkcyjnej uzywamy wielowymiarowego operatora Hale’a,

(I,I) = (t,x) € C(D1R)1 Z(t..\') ("'nV) = :(r+s,x+y).

Dziedzina funkcji f jest £ x C(D,R) x R", za$ operator V dziala z przestrzeni C(E*) x [0,a] x Q w przestrzen
C(D,R), przy czym
E*=EyUEUdQE.

Poniewaz nie zajmujemy sig wyprzedzonym argumentem, o V zakladamy w prezentowanych pracach, ze

& Z

implikuje Vizt,x) =V(ZT,x) dla (t,x)€E,

£ E
gdzie

El={{tx)eE :1<1}, E={(t,x)€E:t<1}, 1 € (0,4].
Przedstawiane wyniki obejmuja zaréwno réwnania z odchylonym argumentem, jak i réwnania rézniczkowo-
catkowe. Zalozenia o regularnoéci f moga by¢ przy tym fatwo sprawdzone; bowiem, definiujac f przy po-
mocy innej funkcji 7 : [0,ad] x @ x R x B" — &, jako

f(r,x,w,q} = F(I,.I, “"(0:0)1(])

otrzymujemy réwnanie z odchylonym argumentem (przynajmniej dla V (z;2,x) # 2y ), za$ przy definicji

fl,x,wq)= F(I,x,f K(t,x;5,y)w(s,y)dsdy,q)
D

otrzymujemy réwnanie rozniczkowo calkowe.
W literaturze pojawiaja si¢ réwniez inne modele zaleznoéci funkcyjnej. Pierwsze wyniki otrzymano dla
zagadnienia poczatkowego dla réwnania

alz(f,x) = G(quazv a\“—-(hx))’

gdzie argument funkcyjny G oznaczony jest przez z. Twierdzenia o istnieniu rozwigzan dla tak zdefinio-
wanego problemu maja proste zaloZenia, a ich dowody sa bardzo naturalne (patrz [28, 297). Niestety, klasa
zagadnier obejmowanych przez taki model jest waska.

Jest wiele prac (np. [2, 15, 30]) dotyczacych zagadnienia poczatkowego dla réwnania

diz(t,x) = H(t,x,W[z](r,x), 0yz(r,x)),

gdzie W jest operatorem typu Volterry (dziata tylko na obcigciu z do zbioru tych punktéw (T,y), ze T < 1),
za$ dziedzina H jest skonczenie wymiarowa. Gléwne zalozenia twierdzeri o istnieniu dla takiego réwnania
dotycza operatora W, i sa wyraZone za pomoca nieréwnodci w pewnych normach; staba strong tych zalozen
jest to, ze wspomniane nieréwnoéci sa liniowe.

Nowy model zaleznosci funkcyjnej zostal zaproponowany w [14, 17]:

al:(’r'x) = F(r,x,;(,h‘.),a_rz(t,.\')),

gdzie z ) jest argumentem funkcyjnym. Model ten jest bardzo dobrze znany w teorii réwnari rézniczkowo
funkcyjnych zwyczajnych (patrz, np. [11, 21, 22]). Jak wykazano w [16], omawiane wyzej sformulowanie
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z operatorem W jest przypadkiem szczegdlnym tego modelu. Co wiecej, dzigki operatorowi Hale’a mozna
obja¢ wspdlng teorig réwnania z odchylonym argumentem oraz rézniczkowo caltkowe. W szczegdlnosci dla
réwnai z odchylonym argumentem postaci z(cio(t), &(7,x)), modelowanym za pomoca operatora Hale’a, po-
jawialy si¢ wezesniej wyniki o istnieniu, np. [8], nie dajace jednak informacji o przypadku z(ct(r,x), at(t,x)).
Twierdzenie o istnieniu rozwiazan w sensie Carathéodory’ego réwnar z odchyleniem zaleznym od funkcji
niewiadomej, udowodnione w [20], dotyczy modelu

z(m)(:),u(f,\'.:(, a0

W pracach [R2], [R4] postulujemy, aby skiadowa odpowiedzialna za opéZnienie, 0o, byla zalezna od tych sa-
mych argumentow, co skladowa a. Taki postulat po raz pierwszy pojawit si¢ w pracy [R1], gdzie wskazali$my
istotna medyfikacje metody quasilinearyzacji dla réwnari z argumentem funkcyjnym postaci

Lag(rx).afr )

Modyfikacja ta polega na powigkszeniu ukladu réwnarn quasiliniowych dla z, = (uy,...,u,) © nowe réwna-
nie dla niewiadomej 1o, bedacej podstawieniem dla d,z, i ingeruje w najbardziej skomplikowany technicznie
fragment dowodu istnienia. Ow powigkszony uklad réwnad, jak nastepnie wykazali§my w [R5], mozna zdy-
skretyzowa¢ uzyskujac zbiezny schemat réznicowy dia réwnarn z powyzsza zaleznoscig.

Wprowadzenie operatora Hale’a rodzi pewna konsekwencje, Jesli prawa strona réwnania ma postac

f(rz‘r?z(f..\‘):axz(tyx))a

10 2 ) powinno by¢ dla kazdego (r,x) funkcjq o tej samej dziedzinie D, tak by mozna bylo ustali¢ dziedzing
funkcji f, np.: E x C(D,R) x R", i formulowaé sensownie zaloZenia o f. Nie powoduje to klopotéw, jesli
rozwazamy zagadnienie na pasie nieograniczonym [0,¢] x R", ale dla zagadniei poczatkowo brzegowych
kaze nam zastanowi¢ sig, jak wyglada zalezno§¢ funkcyjna w punktach (z,x) takich, ze dist(x,dQ) jest male.

Mozna tego ktopotu uniknaé na dwa sposoby. Pierwszy, to zadanie warunku brzegowego na zbiorze doE
wigkszym niz (0,a) x 0, a konkretnie takim, ze Ey UdoE = (E + D)\ E, gdzie

E+D={(t+s,x+y):(t,x) €E,(5,y) € D}.

Sposdb ten, najbardziej dotad powszechny w literaturze, wykorzystaliémy w pracach [R1], [R2], [R6], [R5].

W pracach [R3], [R4] przyjeliémy inne podejécie do dziedziny operatora Hale’a, wprowadzone w [23]. W
przyblizeniu, polega ono na takim zdefiniowaniu zbioru D, by dopuszczat wszystkie mozliwe (tj. dla wszyst-
kich (z,x)) odchylenia argumentéw z, a nastepnie na zalozeniu niezalezno$ci f(1,x,-,q) od rozszerzenia z
poza jego oryginalna dziedzine.

3.2.1.2. Metoda bicharakterystyk Twierdzenia o istnieniu dla réwnan Hamiltona-Jacobiego z zaleznoscia
funkcyjng dowodzi sie metoda kolejnych przyblizeri. Jest ona konstruowana dla uktadu calkowo funkcyjnego,
ktéry otrzymujemy poprzez quasilinearyzacje réwnania (1), a nastepnie scalkowanie wzdluz bicharaktery-
styk.

Metoda ta zostala wprowadzona przez matematykdw wiloskich, S. Cinguini i M, Cinquini-Cibrario, dla
zagadnier hiperbolicznych bez zaleZznodci funkeyjnej, patrz [4], [5], [6]. Od ich nazwisk pochodzi okreslenie
klasy rozwiazar uogélnionych, spetiajacych réwnanie dla kazdego x prawie wszedzie wzgledem ¢,

Pojgcie bicharakterystyk, czyli rozwiazan (przy ustalonych z, 1) g[z, u](-,7,x) zagadnienia Cauchy’ego

(1) = =0, f(x,n(1),V(@T,n(®),u(t, (1)), M) =x, 3)

jest szczegdlnie wazne w naszej teorii.
Opiszemy teraz 6w uklad catkowo funkcyjny. W tym celu wprowadzamy oznaczenia: niech 8[z, #](f,x) €
[0, @) bedzie lewym koricem maksymalnego przedzialu istnienia gz, «](-,¢,x); dalej, niech

Slz,u](r,x) = (8[z, u)(t,x), glz, 1] (8[z, ] (xkti %)) (4)
Oz, u)(7,2,x) = (1,g[z,u](t,1,%), V(z:7, 8[z, 1] (T, 1,%)), 0z (T, gz, 1] (1, 1,%)}). (3)
Zakiadamy ponadto, Ze V jest rézniczkowalny po x, i Ze istnieje operator W = W (z,up, #;1,x) 0 wartosciach

w (C(D, )", taki ze
Wi(z,0z,0,231,x) = 0, V{zt,x), i=1,...,n
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DIa danych, dostatecznie regularnych funkeji z, g, u, definiujemy:
Flz,u)(r,x) =9(S[z,u](t,x)) (6)
il
+f5 F(Qlz,ul(v,1,x))

[z r.x)
— 9, F(Qlz, 1) (T, 1,%) ) (1e(T, gz, 1] (,2,))) T dx,
Glz, o, ) (1,x) =@y (S[z, 4] (1,x)) )
! fﬁf:.uj(:,x] O f(Qlz,1](T,1,x))

+ 04 f( Oz, u](T,7,%))W (2,10, 4:7T, g[z, 1] (T,2,%) }dT.

Rozwazmy ukiad réwnaii catkowo funkcyjnych

z=Flzu], w=Glz,ug,ul, (8)
T
glz,u](t,t,x) =x—f 0, f(Qz, u](s,1,x))ds ()]
8{z,u)(rx)
gdzie

up(t,x) = ft,x,V{z1,x),u(t,x)), (10)

z warunkiem poczatkowo brzegowym
=9, w=d9, u=q@, na EgUdE. (1D

Przy tym @(t,x) = 0,9(r,x) w punktach wewnetrznych zbioru Eg UdoE i dla (1,x) € {0} x Q. W pozostalych
punktach swej dziedziny, funkcja @, jest zdefiniowana za pomoca warunku zgodnosci (o ktérym piszemy
dalej); liczba @ (,x)h jest réwna pochodnej kierunkowej funkcji ¢ w kierunku wektora i w tych punktach
(t,x), w ktdrych  jest styczny do dQ; w szczegdlnodei, jesli Q jest prostopadlocianem, to co najmniej
n— 1 skladowych @.(r,x) réwnych jest odpowiednim skladowym &.¢(t,x), przy czym brakujaca skladowa
wyznaczana jest jednoznacznie przez warunek zgodnosci.

Uklad réwnari (9), (10} otrzymujemy w nastgpujacy sposéb. Wprowadzamy najpierw dodatkowa funkcjg
niewiadoma u, gdzie u = d,z. Nastepnie dokonujemy linearyzacji réwnania (1) ze wzgledu na i, to znaczy
tworzymy réwnanie

Orz(r,x) = F(U) + 0y f (U)(Qz(t,x) — ut,x))7, (12)

gdzie U = (r,x,V(z;2,x),u(t,x)). Rézniczkujac stronami réwnanie (1), otrzymujemy ukliad réwnar dla funk-
cji niewiadome;j i

Opue(t,x) = Auf(U) + 3y F(U) (0xe(t,5))T + 0y fIUYW (2,82, 0x231,%). (13)

Ostatecznie, podstawiamy up = &,z i u = d,z w (13). Uklad (12), (13) ma nastepujaca wlasnoéé: réwnanie
rozniczkowe bicharakterystyk dla kazdego z n+ 1 réwnan tego ukladu jest takie samo i ma postaé (3). Jesh
napiszemy 6w uklad wzdhuz bicharakterystyki g[z, u](,,x), dostaniemy

(e )(50,1)) = QL (51,5) =30 Ol (o (s gl 50,0) (4

oraz
%tt('t,g[z, u](t,1,x)) = O f(Olz, (T, 2,x) + 0 f(Q[z, ] (T, 1, X)W (2, 0, 4 T, g2, 1] (7, 2, X)). (15)

Catkujac na przedziale [z, ] (r,x), 7] wzgledem zmiennej T, otrzymamy (8). Biorac za§ réwnanie oryginalne,
mamy wzor (10) na up.

Méwigc obrazowo, wzdtuz bicharakterystyk propaguja sie dane poczatkowo brzegowe, z brzegu do wne-
trza dziedziny rozwiazania. Sciglej, wartoé¢ rozwiazania z w punkcie (1, x) zalezy m. in. od wartosci ¢(S[z,u](1,x)),
gdzie S[z,u)(r,x) € (EgUdE) NE jest punktem, do kiérego zostal przedtuzony (w lewo) wykres bicharak-
terystyki dla z,u o punkcie korficowym (r,x). Dlatego tez, przy warunku poczatkowo brzegowym zadanym
na catym zbiorze Ey U dpE, dobre postawienie problemu wymaga, by wykres kazdej bicharakterystyki miat
dokladnie jeden punkt wspélny z EylUdpE. W punktach 2Q, gdzie istnieje wektor normalny v, warunkiem
dostatecznym dobrego postawienia problemu jest niezerowanie sig iloczynu skalarnego v - d, f. W praktyce
postulujemy istotne oddzielenie od zera wartodei tego iloczynu, bowiem jest to konieczne w naszym dowo-
dzie lipschitzowskiej ciaglosci funkeji (z,x) — 8[z](r,x), ktora jest pierwsza skladowa S[z, (7, x). Dla zbioru
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Q postaci Q =TT | (—b;, b;), warunek z wektorem normalnym przeklada sig na zalozenia o znaku 9, f w
tych punktach x € 98, ze |x;| = b;. W numerycznej metodzie charakterystyk, powyzsze staje sig warunkiem
koniecznym na to, by wezly siatki nalezaly do dziedziny rozwigzania.

Uktad réwnan quasiliniowych pierwszego rzedu (12), (13), bedacy stadium posrednim pomiedzy zagad-
nieniem (1), (2) a ukiadem calkowo funkcyjnym (8), mozna tez wykorzystaé do konstrukcji metody rdz-
nicowej, patrz [R5]. Rozwiazania schematéw uwiklanych znajduje sie wéwczas rozwigzujac uklad réwnafi
algebraicznych liniowych. Alternatywa jest np. konstrukcja schematu uwiklanego bezpoérednio dla réwna-
nia (1) i rozwiazywanie powstalego ukladu réwnar nieliniowych na kazdej warstwie {r = ')}, patrz praca
[D3]. Wreszcie, mozemy zdyskretyzowaé wspomniany uklad calkowo funkcyjny, otrzymujac tzw. nume-
ryczng metode charakterystyk, ktorej zbiezno$¢ nie zalezy od proporcji pomigdzy skiadowymi kroku siatki,
a wiec, bedac zarazem metoda jawna, ma tg sama zalete, co schematy r6znicowe uwiklane,

3.2.2 Istnienie rozwiazan

3.2.2.1 Wyniki pracy [R1]. Opis zagadnienia. Dla dowolnie ustalonego zbioru indekséw %, zdefiniujmy
X={p={pslser : ps € R,5 € & oraz | p|| = sup{|ps| : s € #} < =0}.
Niech funkcje
FIEXCD,X)xR" - X, @:EgUQE = X,
og={Cpstses  E—=X, a={0}es:E—X.
beda dane, przy czym

E=[0,a]xQ, Q=TI",(=byb), bi>0,i=1,...,n,
D= [_dO:O] X H;I:[["‘dhdi]y dr'201 i= ls"-v”:

Eo = [~do,0] x T [~b; — dj, by + i), (e
00 = (0,a] x (I [—b; —d;, b+ di] \ Q).
WeZmy nieskoriczony uktad réwnan typu (1):
Orzs(t,x) = filt,x, V(z:1,x), 0vzs (1, 1)), §ES, an
na E = (0,a) x Q, przy czym
Q=(-bb), Viux)={(z)ag(tx).050tx) e (18)

gdzie b = (by,...,by), a (—b,b) rozumiemy jako IT}_,(—b;, b;) (podobnie dalej oznaczamy zbiory bedace
iloczynami kartezjariskimi przedzialéw rzeczywistych). Do (17) dolaczamy warunek poczatkowo brzegowy

Zs(lux) :Q.\'(Irx)! sES, (19)

na zbiorze EyU dpE. Stawiamy pytanie o istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazan zagadnienia (17), (19), w
zhiorze funkcji o skfadowych klasy C'.

Wprowadzenie Z(q(.v).a(r.x) Zamiast z{og(r,x), a(r,x)) przy zachowaniu metody dowodu istnienia, tj.
metody quasilinearyzacji, wymusza podwyzszenie regularnosei wzgledem 7. W rezultacie nie ma sensu juz
rozwazac rozwiazan uogdlnionych (w sensie Cinquini-Cibrario), dostajemy rozwigzania klasyczne, to znaczy
cl-L

Opis uzyskanych wynikéw. Stre§cimy teraz wyniki pracy [R1] dotyczace problemu (17), (19), jednakze
dla przejrzystodci prezentacji ograniczymy sie do przypadku jednego réwnania, tj. jednoelementowego zbioru
N

Przypuéémy, ze funkcja f jest ciagla (a wzgledem 7, lipschitzowska) i ograniczona na € = E x C(D,R) x
R" i spetnia na = nastepujace warunki. Pochodne: dyf, d,f oraz pochodna Fréchet’a d,, f istnieja, sa ciagle
i ograniczone (d,.f w (C(D,R)) z normg indukowang przez norme supremum); speiniaja tez jednostajny
warunek Lipschitza wzgledem x, g i w.

Poniewaz nie zajmujemy si¢ réwnaniami z wyprzedzonym argumentem, zaktadamy, ze og(r,x) < 1. Za-
kiadana dla o, o« regularnosé to to lipschitzowska ciaglo$é oraz istnienie pochodnej wzgledem x, lipschit-
zowskiej wzgledem tej zmienne;.

W=



Jak wspomnieli§my wyzej, do dobrego postawienia problemu wymagane jest zatozenie gwarantujace, ze
bicharakterystyki ,,wchodza” do wnetrza dziedziny rozwiazania: dla pewnego x > 0,

sign(xx)0y, f(1,x,w,q) > 2k na  [0,a] x A% x C(D,X) x B”, (20)

gdzie A®) = {(1,x) € E : |x¢| = by }. Zakladamy ponadto, Ze istnieje rozszerzenie ¢, funkcja y : R1" - R
jest klasy €', spetniajaca warunek zgodnosci: dla kazdego z bedacego rozszerzeniem o,

oWt x) = flr,x,V(z:t,x), dy(r,x)) na EN(EgUdE), sE.S. @2n

Pochodne czastkowe funkcji W sluza nastepnie do okre§lenia warunkéw poczatkowo brzegowych w definicji
(umieszczonej dwa akapity nizej) ciagu kolejnych przyblizen (;("",ug") Ly,

Pierwszym krokiem dowodu istnienia jest wykazanie regularno$ci bicharakterystyk oraz funkcji 8|z, u]:
spelniania warunku Lipschitza wzgledem (r,x) i catkowej odmiany tego warunku wzgledem z, u. Przy tym dla
bicharakterystyk wystarczy uzy¢ nieréwnosci Gronwalla, natomiast dla funkciji 8§ wykorzystujemy warunek
(20).

Ustalmy parametr ¢ € (0,a) i potézmy @ =y, 1l = v, u'® = 3,w na zbiorze E?. Dla danych 0",

ug"), 1™ niech 1"+ bedzie rozwiazaniem zagadnienia

u=G"|u], (22)
przy czym definicja operatora G przypomina wzér (7): na E, kladziemy
GY)[u) (1,x) = Dv(S|z, (1, %))
T
+/ d, 2™ w(t,t,x
st 2 (0 (5.00)
+ B,,.f(Q[z("'), ll] (T‘l r?x))w(z(ﬂl)‘ u[()"l)) u(m]; Ty g[z(m), lt] (Ts l,X))} dTa

za$ na Eg U dgE, niech G [u](z,x) = 9, y(r,x). Nastepnie, niech
2N (1 x) = F[2, u™ D) (r,x) ma E,

llg’l+l)(t,x)=f(f,.\‘,V(Z(m);f,—\')yaxll("H_I)(I’I)) na Eg,

20, x) = ¢o(r,x) na EgUdoE,,

m+1)

W, x) = w(r,x) na EgUdE,.

Zbiezno$¢ tak zdefiniowanego ciagu kolejnych przyblizen dowodzimy w nastgpujacych krokach.
Niech C{l—) bedzie przestrzenia funkcji lipschitzowsko ciagtych na E}, o wartociach w R”", z normg zde-
finiowana jako suma normy supremum i najlepszej stalej Lipschitza.

Lemat 1. Przy powyzszych zalozeniach o funkcjach danych f, ¢, g, o, i przy dostatecznie matym para-
metrze ¢ wystepujacym w definicji zbioréw E,, doE,, oraz przy pewnych stalych Lipschitza dla funkeji z(™,
ng"), 1™ i pewnych statych ograniczajacych |ug")|, ul™ ||, istnieje zbiér ¥ ograniczony w Cf‘r ) niezalezny

od m, taki ze

c"y)cy. (23)
Jest to jedyny krok dowodu, w ktérym istotna jest lokalno$¢ wyniku wzgledem ¢ (maloé¢ parametru ¢).
Poniewaz zbidr C{}-) jest domkniety w C(E}) z norma supremum,mozemy uzy¢ normy jej réwnowaznej,

zwanej norma Bieleckiego:
Jeels, = max {Jlu(r, )le™ : (¢,x) € E2},

i uzyskaé, bez dodatkowego zaloZenia o parametrze c, nastgpujacy wynik.

Lemat 2. Przy zalozeniach Lematu 1, istnieje dokladnie jedno rozwiazanie réwnania punktu stalego 22
w zbiorze Y.

(m)

Najtrudniejszym technicznie etapem dowodu jest wykazanie zwiazku pomiedzy 2 a iy &

, ulm,
Lemat 3. Przy zalozeniach Lematu 1,
al:(m) — ngl)’ al;(m) - “(m)’ (24)

dlam>0.



Dowdd przebiega przez indukcje, dla m = 0 wlasnos¢ (24) zachodzi z definicji, natomiast krokiem induk-
cyjnym jest wykazanie, ze

|2 E) = 2D (1,x) — g™, 2) (=) — ™ (e, 3) (T~ )T | = o([F— 1]+ [T —]])

przy (f,%) — (1,x), o ile (24) zachodzi dla m. Uzywa si¢ przy tym definicji ciagu kolejnych przyblizen, a
nastgpnie zamiany zmiennych w niektérych catkach; niezbedny jest tez warunek zgodnosci (21).
Korzystajac ponownie z normy Bieleckiego oraz z pewnego twierdzenia o stabilnosci dia liniowych réw-
nan réznicowych, dowodzimy nastgpnie jednostajnej zbieznodei ciggu kolejnych przyblizer.
Gléwny wynik jest nastepujacy.

Twierdzenie 1. Przy zalozeniach Lematu 1, istnieje rozwigzanie v, klasy C'*, zagadnienia (17), (19).
Ponadto zachodzi lipschitzowska ciaglo$c rozwiazard wzgledem danych (@) w przestrzeni C!.

W pracy [R1], powyisze twierdzenie zawiera tez informacje o zbiorze ograniczonym w przestrzeni C!-L,
do ktdrego nalezy rozwiazanie.

3.2.2.2 Wyniki pracy [R2]. Opis zagadnienia. Rozwazmy uklad réwnan na E:

a;:;f(f,x) = E p{j(f,x,V(Z;f,.\'))a_‘—jzj(f,.\') — GE(I,I,V(Z;J‘,X}), 1 S i S m, (25)
J+1

z warunkiem poczatkowo brzegowym (2) na Eg U dpE, przy czym E, Eg, doE oraz D sa okreslone jak w (16).
Szukamy rozwiazan powyzszego problemu, lokalnych wzgledem ¢, w klasie C!*. Zatozenia o operatorze
V maja obejmowaé w szczegdlno$ci przypadek odchylenia zaleznego od funkcji niewiadome;j,

V(:; r,x) = Lo {r,x,z(r,x), @l (e ) (26)

Opis uzyskanych wynikdéw. Artykut [R2] jest pierwszq praca w bogatej tematyce réwnari rézniczkowo
funkcyjnych pierwszego rzedu, ktéra zawiera model z ogélnym nieliniowym operatorem V o wartosciach
funkcyjnych.

Jak wezesniej, dla przejrzystosci prezentacji ograniczymy sie do jednego réwnania (tj. m = 1). O funk-
cjach danych G, p;, j=1,...,n, zakladamy to samo, co o f w pracy [R1] (oczywidcie pomijajac zmienna
q), z tym, e jedynie na iloczynie kartezjariskim zbioru E i zbioru C'£. Ponadto na p; nie musimy zakiadaé
warunku Lipschitza wzgledem 7.

Oznaczmy przez C(U) zbiér funkcji ograniczonych i jednostajnie ciaglych na U; przez C' (U) bedziemy
rozumie¢ zbidr tych funkcji z C(U), ktére sa maja na U ograniczong i jednostajnie ciagla pochodna. Po-
chodng funkcji z, okreslonej na podzbiorze R'*", w punkcie (t,x), bedziemy oznaczaé przez Dz(r,x) (tj.
Dz = (dyz,0x2)). Jesli nie zaznaczymy inaczej, przez normy funkcji ciaglych bedziemy rozumieé normy su-
premum; wprowadzamy tez oznaczenie Lip[z] dla najlepsze] globalnej stalej Lipschitza dla z.

Oznaczmy przez C(},;’;[d; ,da] C CL zbiér tych rozszerzeii z funkcji (p\ EFoLidgE. M8 zbidr E}, ktére spetniaja

|Dz|| < d1,Lip[Dz] < ds.

Przyjmujemy nastepujace zaloZenia o V: dla dowolnych dy,d» > 0 istnieja L, d7,d7 > 0 o wlasnosciach:
1) jeslize CYE®)i||Dz|| <dy,todla(r,x) €E

0.V (z;1,%)|| < d,
2) jeslize CYE")i||Dz| < dy, Lip[Pz] < d, todla (1,%), (,5) € E
[19:V (231, %) — &V (z1,%) || < da| % —x]],
3) jeSliz, € CY(E™)i||Dz|, |DZ|| < dy,todla (r,x) €E

[V(Zz,x) = V(gnx)| <L

(E_:)JE,



Nieréwnosci z powyzszymi stalymi pojawiaja sie w zalozeniu H|c,d, V] ([R2], str. 566), wraz z parametrem

¢, dotyczacym lokalnodei rozwiazania wzgledem r. W uwadze 4.1 ([R2], str. 571) wyjas"niamy, w jaki sposGb

je rozwiazad, otrzymujac oszacowania z géry stalych dy, da dla rozwiazania z € C, e wL[dy,da) problemu (25),

(2), i jednoczesnie oszacowanie z dotu parametru ¢. W pracy [R2] na str. 571-572 rozwazamy przypadek (26)

odchylenia zaleznego od funkeji niewiadomej i znajdujemny jawne wzory na d,, d> w zaleznoéci od o1, da.
Dowdd istnienia przeprowadzamy, stosujgc twierdzenie Banacha do réwnania punktu stalego

z(t,x) = Flz](1,x) na E}, (27)

gdzie

F[2(r,x) = @(S[<](r,x )+f G(t gl (t,1, %),V (z1,8[e](%,1,x)) )dT na E
F[‘-} !,l)— (F,I) na Eﬂua{]Eﬁ

przy czym doE. = {(1,X) € dpkE : T < c}. Przy tej metodzie, w poréwnaniu do metody kolejnych przyblizei,
uzyskanie rozwigzai klasycznych wymaga wykazania wyzszej regularnosci bicharakterystyk i funkcji 8[z];
dokladniej méwiac, dowodzimy lipschitzowskiej rézniczkowalnosci g[z](t,-) oraz rézniczkowalnoécei 8[z](+)
na przeciwobrazie dodatniej pélprostej. Powyzsza wiasnosé funkeji 8 wynika z rézniczkowalnosci g[Z](z,)
i twierdzenia o funkcji uwiklanej. Rozumowanie (dowdd Lematu 2.2 w [R2]), prowadzace nastepnie do
ciagtoci 8[z] na E, rézni sie od innych dowodéw analogicznej wiasnoéci, wystepujacych w literaturze.

Niech & = {0 < i < »n : d; > 0}. Zakladamy nastgpujacy warunek zgodnosci. Dla dowolnych z, Z €
C‘] <ld1,da), zachodzi réwnosé:

G(t,x,V(zt,x)) = G(1,x,V(S1,x)),  pilt.x,V(zt,x) = p;(r,x,V(Z1,x)

dla (r,x) € 0E.NE, j=1,...,n. Poniewaz i tak zakladamy niepustoi¢ zbioru C&,:";[dl ,d3], wiec mozna wyko-
na¢ nastgpujacy manewr bez koniecznosci powiekszania statych di, da: bierzemy element zbioru CyE[d), da]
i rozszerzamy go na R'**; wartoéci pochodnych czastkowych funkcji @, w punktach lezacych na brzegu
zbioru E,, definiujemy nastepnie jako wartodci analogicznych pochodnych tego rozszerzenia. Dodatkowo
wymagamy, by

391, x)+ Y pi{t,x, V(z:1,%))05,0(1,x) = G(1,x,V (51,%)) (28)
=

dla (1,x) € dE.NE, i z € CiE[d),dy]. Powyiszy zabieg z pochodna ¢ oraz warunek zgodnosci (28) sa istotne
w naszym dowodzie nastepujacego wyniku, niezbednego w metodzie punktu statego.

Lemat 4. Przy powyzszych zalozeniach o funkcjach danych i przy dostatecznie malym parametrze ¢
wystepujacym w definicji zbioréw E., doE,, oraz przy pewnych wartoéciach d, da, operator F przeksztalca
2bi6r Ct[d1,da] w siebie.

Udowodniwszy wczesniej lipschitzowska ciaglo$é g[z] 1 8[z] wzgledem z, wykazujemy wiasnos¢ zweza-
nia dla operatora F przy pomocy normy Bieleckiego. Korzystajac, jak zwykle, z wlasnosci grupowej bicha-
rakterystyk, dowodzimy réwnowaznosci zagadnienia oryginalnego i réwnania punktu statego (27) (w [R1]
bylo to zagadnienie catkowo funkcyjne (8)). Ciagla zalezno$é rozwigzar wzgledem danych poczatkowo brze-
gowych uzyskujemy tatwo na mocy nieréwnosci Gronwalla, Daje to gléwny wynik pracy [R2]:

Twierdzenie 2. Przy zalozeniach lematu 4, istnieje rozwiagzanie v € Cl},f[dl,d;z] zagadnienia (25), (2).
Ponadto zachodzi lipschitzowska ciaglo§é rozwiazar wzgledem danych (¢) w przestrzeni funkcji ciaglych z
norma supremum.

3.2.2,3 Wyniki pracy [R3]. Opis zagadnienia. Zalézmy teraz, Ze dziedzina rozwiazania jest zbiorem cy-
lindrycznym [0,a] x Q, lecz zamiast iloczynem kartezjariskim przedzialéw (jak dotychczas), niech Q bedzie
obszarem o regularnym brzegu, niekoniecznie ograniczonym. Jest oczywiste, ze przy tym zalozeniu dotych-
czasowe metody dowodu poprawnogci postawienia problemu (1) i regularogci charakterystyk oraz funkcji
& musza zostac silnie zmodyfikowane. Wymagamy dodatkowo, by warunek poczatkowo brzegowy zadany
byl tylko na brzegu zbioru E; zmieni si¢ wiec warunek zgodnoéci. Stawiamy pytanie, czy istnienie i ciagla
zalezno$¢ rozwiazan dla problemu na takiej dziedzinie da sig udowodni¢ metoda charakterystyk.

G



Aby pokazac, ze taki wynik jest mozliwy, weZmy nastepujace, dosé proste zagadnienie. Szukamy funkcji
z absolutnie ciaglej, spetniajacej

n

dz(r,x) + z f_,-(!,.x‘)a,l-j:(!,x) = F(t,%, 2o (11 e 1)) 29N
j=1
prawie wszedzie na E, oraz (2) na Eq U dgE.
Opiszemy teraz procedurg wprowadzona w [23]. Przypuéémy, ze warto$é F : E x C(D,R) w punkcie
(r,x,w) zalezy jedynie od obcigcia funkcji w do zbioru
20t,x] = {(t,y) e R :1<0,(t +1,x+1) € E* ).
Nazwijmy te wiasno$¢ funkcji F warunkiem (V). Definiujac nastepnie D jako sume zbioréw Z[t,x] po (1,x) €
E, mozemy przyjaé, ze
L (ny) =20 +1,x+y), (1,y)€D,
dla pewnego (dzigki warunkowi (V), dowolnego) jednostajnie ciaglego rozszerzenia 7 funkcji z na BRI,
Opis uzyskanych wynikéw. Gléwna warto§¢ pracy [R3] polega na przelamaniu stereotypu zatozeri o
dziedzinie £. Najciekawsze sq wige w niej twierdzenia o charakterystykach. PoniewaZ rozwazamy rozwiaza-
nia lipschitzowskie wzgledem x, spodziewamy sig, ze 92 jest kawalkami wykresem funkcji lipschitzowskiej.
W [R3] formutujemy nastgpujace zalozenia o 8, oparte na uogélnieniu tego warunku na zbiory nieograni-
czone opisanym w [1],
Moéwimy, ze Q spelnia vogdlniony warunek stozka, jezeli istnieje lokalnie skoriczone pokrycie {U;}
brzegu € oraz odpowiadajacy mu ciag {C;} stozkdw skoriczonych

Ci={xelR":x=0 lb 0<|x| <pj, L{x,v;) <¥v;/2}

(gdzie || - || jest 2-norma w R", p; > 0 jest wysokoscia stozka, v; € R” jest niezerowym wektorem kierunko-
wym, kat rozwarcia y; € (0,%], za$ Z(-,-) jest katem pomiedzy niezerowymi wektorami w B"), przy czym
istnieje pewien stozek skoriczony C, taki ze kazdy C; jest przystajacy do C, i zachodza nastepujace wiasnosci.
(i) Istnieje M < oo takie, ze Srednica kazdego ze zbioréw U; nie przekracza M,
(if) dla pewnego > 0, zbidr Q¢ = {x € Q: dist(x,0Q) < e} jest zawarty w UF, Uj,
(iii) dla kazdego j, suma stozkéw Q; = Useany, (x+C;) jest zawarta w Q,
(iv) dla pewnej liczby naturalnej R, kazda rodzina R+ 1 zbioréw Q; ma puste wngtrze.

W naszej pracy zakladamy powyzszy zestaw warunkdéw, {acznie z nastepujacymi.
{(v) Dlakazdej pary punktéw x,y € Q¢ takiej ze ||x — y|| < &, istnieje j

x,y € Vi(e) = {x € U; : dist{x,0U;) > e}.

(vi) Istnieje rodzina % stozkdw skoriczonych przystajacych do ustalonego stozka C*, taka ze dla kazdego
skonczonego ciagu J indeksow,

jesli QN(U;#0 toistnieje Ce¥, takize CC[C;
Jjel Jes

(vii) Zbiér & jest lipschitzowsko tukowo spéjny, to znaczy istnieje stala Lg o tej whasnosci, ze dla do-
wolnych x, y € Q, istnieje funkcja g : [0, 1] — @, taka ze g(0) = x, g(1) =y, oraz ||g(s) —g(t)| <
Lols—t||x—y| dlas, r € [0,1].

Réwnanie charakterystyk dla zagadnienia prawie liniowego (29) ma postaé

n'(0) = ftn(t), a@)=x (30)

Zal6zmy, ze funkcja f spelnia warunki Carathéodory’ego na E, jest istotnie ograniczona i spetnia uogélniony
warunek Lipschitza wzgledem x, ze wspélczynnikiem calkowalnym: na [0, a]. Regularnosé funkcji 8 wymaga
teraz istnienia k > O takiego, Ze dla prawie wszystkich ¢ € [0,a| i dla kazdego j, || £(t,x)| > x dla wszystkich
x € QNU;. Dla poprawnoéci postawienia problemu zakladamy ponadto, Ze istnieje rodzina stozkéw skoni-
czonych {C}};": | Przystajacych do ustalonego stozka C' i majacych ten sam wektor kierunkowy i wysokogé
co C;, ale mniejszy kat rozwarcia, taka ze dla prawie wszystkich 1 € [0,4] i dla kaZdego j,

flr,x) e U AC;, dla xeQnU;.
=0
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Dowody lematéw o charakterystykach wykorzystuja powyzsza wlasno$é oraz fakt, iz wartoéé catki Lebes-
gue’a funkeji o warto§eiach w pewnym stozku nieskoriczonym C = {0} U{x € B" : Z(x,v) < v/2} nalezy
rowniez do tego stozka. Przypomnimy, ze dla dobrego postawienia problemu (29), (2) potrzeba, by charakte-
rystyki mialy dokladnie jeden punkt wspélny z Ey U doE, a wige niedozwolona jest sytuacja: g(d,r,x) € dQ,
a > 6{t,x), gdzie g(-,r,x) jest rozwiazaniem (30), a 8(r,x) lewym koricem przedzialu jej istnienia. Regu-
larnod¢ charakterystyk wykazujemy, jak zwykle, w oparciu o nieréwnoéé Gronwalla. Dowdd analogicznej
wlasnosci funkcji 8 jest trudniejszy; korzystamy w nim z nastepujacej obserwacji geometrycznej (widocznej
juz na plaszczyinie, czyli dla n = 2): dla dwu stoikéw nieskoriczonych, € 5 €', o tym samym wektorze
kierunkowym, ale réznych katach rozwarcia, zbiér x+ C"\ C (dla ustalonego x € ") miesci sig w kuli o pro-
mieniu K| x|| dla pewnego K zaleznego tylko od réznicy katéw rozwarcia, Pozwala to oszacowa¢ klopotliwy
skladnik w nieréwnosci

K(B(frx) = 8(51}') = Hg(ﬁ(r,.t),s-,y) - g(ﬁ(z,x),.*,x)” + Hg(a(fvx)ﬂax} —g(ﬁ(s,y),s,y)”,
i uzyskac lokalna lipschitzowskg ciaglosé
®(8(7,x) = 8(s,y) < (1+K)||g(8(r,x),5,¥) — g(8(,%),0,3)|,

z ktdrej globalna wynika dzigki lipschitzowskiej lukowej spdjnosci €2,

Wykazawszy oszacowania a priori rozwiazania réwnania punktu stalego, otrzymanego przez scatkowanie
(29) wzdluz charakterystyk, podajemy zbidr ¥ ograniczony w przestrzeni funkcji ograniczonych i lipschit-
zowsko ciaglych na E; dowodzimy istnienia rozwiazaid w ¥, 1 ich ciagla zaleznoéé od funkcji poczatkowo
brzegowych. Jak mozna si¢ spodziewaé po zagadnieniu prawie liniowym, uzyskujemy wynik (istnienie) glo-
balny wzgledem . Seminorma, zwiazana z warunkiem Lipschitza wzgledem x, jest zdefiniowana w stylu
normy Bieleckiego. Jednoczesnie, przyjete o funkcjach danych zalozenia pozwalajy na wykazanie absolutnej
ciaglodci rozwiazan wzgledem ¢ jedynie przy funkcji oy niezaleznej od x.

3.2.2.3 Wyniki pracy [R4]. Opis zagadnienia. Rozwazmy teraz zagadnienie nieliniowe (1), (2) na zbiorze
E = [0,a] x &, gdzie 0Q jest regularny, za§ dpE zawiera sig w brzegu E. Operator V nie musi by¢ liniowy.
Stawiamy pytanie o istnienie rozwiazari klasy C1'L; spodziewamy sig, ze regularno$é brzegu Q musi byé tego
samego typu. Czerpiemy z [1] nastepujacy zesp6l warunkéw dla zbioru Q C R? (niekoniecznie ograniczo-
nego) klasy C'.

Istnieje lokalnie skoriczone pokrycie {U;} zbioru €2, i odpowiadajacy mu ciag funkcji {®;}, taki ze dla
kazdego j, @; ma skladniki klasy C'(U;), przeksztatca U; na kule jednostkowa B = {y € B": [|y|| < 1} (|- ||
jest 2-norma), i jego odwrotno$é W ; ma skladniki klasy C' (B). Ponadto:

(i) dla pewnego € > 0, Q zawiera sie w [J7_, ¥;(y e R": |y|| < 1/2),
(ii) dla kazdego j, @;(U/;NQ)={y€B:y, >0},
(iii) istnieje M > O takie, ze dla kazdego j:
“a\’q),'(x)” SMJ ‘,‘.E UJ' ”axlyj(y)H SMe .)’EBa
Do tego dokladamy nastepujace dwa warunki; pierwszy z nich podwyzsza regularno$é brzegu, drugi dotyczy
spdjnosci Q.
(iv) Istnicje Ly > O takie, ze dla kazdego j, x, T € U;, 1 < i< n— 1, mamy ||9:0ji(x) — o:(%)| <
Lﬁ”x_f”’ gdzie q)f(x) = (¢jl e rq’jn)-
(v) Zbior & jest lipschitzowsko lukowo spéjny (p. zalozenie (vii) z pracy [R3]).
Opis uzyskanyeh wynikéw. Majac do dyspozycji wyzej opisane mapy ®;, wyrazamy zaloZenia o regu-

larnoéci © na doE poprzez wiasnoéci zlozenia ¢(r, ¥;(y1,.--,¥n—1,0)); formutujemy tez zalozenie o ,,wcho-
dzeniu” bicharakterystyk do £, nastepujaco: istnieje K dodatnia, dla ktérej

- Z a.\'k¢jr1 (-x)a{uf(:uxa "'1 f]) 2 K (31)
k=1

zachodzi przy 1 € [0,a], x € QNU;, w € C(D,R), g € R". Jak w [R3], dowodzimy nastepnie dobrego posta-
wienia problemu (1), (2), patrz lemat 3.3 w [R4]. Wlasno§¢ Lipschitza dla funkcji 8|z, 4] dowodzimy teraz
podobnie, jak w innych pracach o zagadnieniach poczatkowo brzegowych, tyle ze zamiast uporzadkowania
bicharakterystyk (blisko brzegu) w ktéryms z kierunkéw osiowych, jak bylo dla dziedzin ,,prostopadioscien-
nych”, mamy obecnie uporzadkowanie w kierunku normalnym do brzegu (patrz lemat 3.5). Do wspomnia-
nego dowodu potrzebna jest nam jeszcze jedna wlasno$¢ bicharakterystyk.
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Lemat 5. (Lemma 3.4, [R4]) Istnieje &, 0 < £ < &, takie, ze dla dowolnych: x € Q;, 1 € [0,4], oraz z, u -
przedluzen @, @,, odpowiednio, klasy C!-L zachodzi

gl ul(tnx) ety dla e [8z,ul(r,x),1],
oile ||P;(x)|| < 1/2 (na mocy zaloZenia (i) o €, takie j istnieje).

Innymi stowy, bicharakterystyki, ktérych wykres przebiega w pewnym punkcie dostatecznie blisko brzegu
Q, mozemy przedluza¢ w lewo z tego punktu bez ryzyka, ze opuscimy bliskie otoczenie d£2.

Interesujaco przedstawia sig obecnie warunek zgodnosci. Jesli dy = 0 i zbidr Eg UdgE zawiera sig w
brzegu zbioru E, to wystarczy, by ¢ spetnialo réwnanie rézniczkowe (1) na zbiorze {0} x 9; w przeciwnym
wypadku nalezy jeszcze wymagaé spetniania réwnania na {0} x Q. To, ze ,,brakujaca” (w definicji funkcji @,
i w definicji operatoréw catkowo funkcyjnych) pochodna kierunkowa ¢ w kierunku normalnym do brzegu £
w punktach (r,x) € (0,q] x 3, mozna wyznaczy¢ (i jest ona ciagla i ograniczona) z réwnania (1), wynika z
zatozenia (31) i z twierdzenia o funkcji uwiklanej. Zamiast wiec warunku zgodnosci na zbiorze (0,a] x 3Q,
zakladamy tam, iz

op(r,x) = F{1.x,V(z1,3),00),

jak zwykle wymagajac dodatkowo, by powyzsza warto$é f byta niezalezna od tego, jak z przedtuza ¢.

Metoda ciagu kolejnych przyblizen uzyskujemy twierdzenie o istnieniu i ciaglej zaleznoSci rozwigzan od
danych poczatkowo brzegowych, analogiczne do twierdzenia 1.

W ostatniej sekcji pracy [R4] mieszcza sig komentarze na temat przypadku szczegdlnego, czyli odchylen
zaleznych od funkcji niewiadomej. Opisujemy szczegGlowo metodg otrzymywania przediuzer z (opierajac
sie na pewnych twierdzeniach o przedtuzaniu funkcji klasy C' z ksiazki [27]) potrzebnych w definicji ope-
ratora Hale’a. W rachunkach sprawdzajacych zatozenia o V dla wspomnianego szczegélnego przypadku tego
operatora, pojawia sie wdwczas norma operatora przedtuzenia.

Teorig réwnan rézniczkowoe funkcyjnych czastkowych na zbiorach cylindrycznych uwazamy za do$é cie-
kawg. Mozna oczekiwaé wynikéw dotyczacych aproksymacji rozwiazan takich zagadnieri; wedlug naszej
najlepszej wiedzy, nie pojawily sie jeszeze takie wyniki dla réwnar rzedu pierwszego. Ze wzgledu na trud-
noé¢ konstruowania schematdw réznicowych w bliskogci brzegu Q, byé moze nalezy uzy¢ numerycznej me-
tody bicharakterystyk. Nalezy zwrécié uwage, ze nasz wynik [R4] nie jest uogdlnieniem prac wczesniejszych
w tym sensie, ze prezentowane twierdzenie nie stosuje sie do zbioréw bedacych kartezjariskimi iloczynami
przedzialéw; mozna prébowaé zastosowad metode charakterystyk w przypadku, gdy 0 jest jedynie kawal-
kami gtadki.

Wyniki otrzymane w [R4] sa nowe réwniez dla zagadnienia (1), (2) bez zaleznoSci funkcyjnej (tj. dla
V(%) = 2(t,%)).

3.2.3 Aproksymacja rozwiazan

3.2.3.1 Wyniki pracy [R5]. Opis zagadnienia. Rozwazmy zagadnienie (1) z operatorem Hale’a: V(z;7,x) =
Z(rx)s DB dziedzinie E, z warunkiem poczgtkowo brzegowym (2) na Eg UdoE, przy czym zbiory E, Eg, doE
sa dane wzorami (16). Konstruujemy stabilna metodg réznicows dla tego problemu.

Na zbiorze E* definiujemy siatke. Niech h = (hg, "), i’ = (1,...,/,, beda krokami siatki. Dla danego A
oraz (r,m) € Z" m = (my,...,m,), weztami siatki niech beda punkty (+(),x), gdzie

1) = rhg, £ = (.t(lm]),. .. ,xf,"'")) = (mphy,...,muhy).
Oznaczmy przez H zbidr krokéw I takich, Ze istnieja liczby naturalne Ny, N1, ..., N, spelniajace: Nphg = dy,
d; jesli d; >0
Ny =44 4>t g 1<j<n
bj, _]8511 dj =0.

Istnieja K = (K),...,K,) € N" oraz K € N, takie ze
(Kihy, .., Kphy) < b < (K1 + Dby, ... (K + D)

i Kohy < a < (Ko 1)hp. Dla h € H piszemy ||| = hg+hy + ...+ Iy, Niech

Byt = {5 nm) €27}, = {0 Mo <r <Ko}
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oraz
Epp=EgN R}:H, Ey=E HR;:* | , GEp=doEN R'H ;

E.'T = EpyUE,UdoE;, D= DD]R}:H_

Oznaczmy
En=E;n ([=dot ] xR"), —No <7< Ko,

EI,: = {(f(r),l‘(m)] EEy\dpE,:0<r<Ky— 1}_
Dla funkcji w: [, = R, z: Ej, = R, u: Ej — R" bedziemy uzywaé zapisu skréconego:

m(r) — C!)(I(r)), :(r.m) — :(’(r)‘x(m))’ ll(”") - It(f(r),.\'(m)).

Potrzebujemy dyskretnej wersji operatora {7,x) —+ z(, ). Dla funkcji z : Ej — R punktu (t),xtm) € Ey,
definiujemy funkcjg zj.,y : Dj — R wzorem zj,, (1,y) = z(t 41,207 +y), (1,5) € Dy

Niech e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R", z jedynka na j-tym miejscu, 1 < j<n.

Klasyczne metody dla zagadnienia (1), (2) polegaja na zamianie pochodnych czastkowych na ilorazy
réznicowe. Ponadto, poniewaz réwnanie (1) zawiera argument funkeyjny, ktéry jest elementem przestrzeni
C(D,R), potrzebujemy operatora interpolacyjnego 7j, : F(Dy,R) — C(D,R), gdzie F(D;,R) jest zbiorem
funkcji rzeczywistych okreslonych na Dy,. Operator taki zostal wprowadzony w ksiazce [17]. Prowadzi to do
réwnania réznicowo funkcyjnego

502(”“) =f(l(r) {m) Th«-[rm} 8z LA{F) lu)) (32)
z warunkiem poczatkowo brzegowym
zlrm) (P;;”" na EpjUdoEy, (33)

gdzie @y, jest funkcja dang, za$ 8z = (81z,...,8,2). Nastepujace przyklady réwnania (32) sa znane w literatu-
rze. Metoda réznicowa Eulera otrzymywana jest przy wyborze ilorazéw réznicowych:

aoz(r,m) o i [z(rJrlm) _Z(mrz)] (34)
ho

A [(rmte;) _ L(rn . 2
527 = "]f [elrmven) —zmm], I 2 jsk
i [Z(r!m) _Z(r‘m—cj)] , k+1< ji<n,

oraz

(35)

gdzie 0 < k < n jest ustalone. Nastepnym waznym przykiadem jest schemat Laxa. Otrzymuje sie go, definiu-

jac:
1

502(”") — _[Z(r-i-l.m) _A[z][r.m}] (36)
10
gdzie
1 &
Alz (rem) — 2 Z(r.n'x+a_,.') :(r‘m—ej)

=g ,-;[ + ] (37)

oraz 1
ﬁj:(r.m} — P[z(r.ivu-f—e_,-) _:(r.m—c'j)]‘ [:& J <n. (38)

J

Zalézmy, ze f jest ciagla na Z = E x C(D,R) x R", i ze istnieje na tym zbiorze pochodna d,f. Wtedy
stabilno§é réwnan réznicowych, generowanych przez (1) jest écile zwiazana z tzw. warunkiem Couranta-
Friedrichsa-Lewego (CFL). (patrz [9], rozdziat 3). Warunki CFL dla nieliniowego réwnania (1) i dla metody
réznicowej Eulera maja postaé:

(i) dla kazdego P = (¢,x,w,q) € Z mamy

1 —hg ): |a,,1 F(P (39)
(ii) funkcja
signd, f = (signdy, f...signd,, f) (40)
jest stata na E.
12



Warunki CFL dla (1) i dla schematu Laxa maja postaé:

1 ]l[) 3
;*;jlaqif(P)lzo, 1<j<n 41

gdzie P € E. Zal6zmy, ze Bwf, 1 < j < n, sg ograniczone na Z. Warunki (39) i (41) nakladaja ograniczenia na
kroki siatki w twierdzeniach o zbieznosci dla (32), (33). ZaloZenia o regularno$ci, wymagane dla zbieznosci
metody Eulera i metody Laxa sa takie same. Zakiada si¢ warunek Lipschitza dla f wzgledem zmiennej
funkeyjnej lub nieliniowe oszacowania typu Perrona.

Pokazujemy, ze istnigjg metody réznicowe dla (1), (2), dla ktérych warunek CFL mozna opuscic.

Opis uzyskanych wynikéw. Zalézmy, ze funkcja f jest ciagla na Z, wraz ze swymi pochodnymi: d, f,
dyf i pochodna Fréchet’a d,, f, i Ze te pochodne sa ograniczone. Konstruujemy metode réznicows dla (1), (2),
dyskretyzujac uklad réwnari (12), (13). Niech

P(r.m) [:’ H] = (I(r) ,I('") . T}rz[rm] ’ lu(r.m)) .

Dla u : Ej; — R" oraz (1), xI")) € E), piszemy
Ulran) = (e )[r.m]r- i (“n)[r,m}) and T}t”[r,m] = (Th(”l)[r.m] pres rTn"l(”n)[mn])

oraz
awf(P(MH)[:: “])T}r“[nru] = (awf(P(m")[Z:u])z’:(“l)[r.m]v' s =al\’f(P(nm)[2’”])ﬂ‘(”")l””]) :

Rozwazamy quasiliniowy uklad réwnari réznicowych uwiklanych z niewiadomymi z, i:

B0z = f(P[z,u]) +3,F (P [z, u]) o (2010 — ylrm), “2)

g
Bou ™) = B (P [z, ]) - D0 f (P [z, ]) Tt + g f (P )+ 81| s
z warunkami poczatkowo brzegowymi

2 =@y, u™™ =y, on EpyUdoEp, (44)

gdzie
@i Egn UdoEy — IR, Wy 2 Eg. UGEy = B, Wiy = (Wi1,- ., W),
sa funkcjami danymi. Operator réznicowy &y jest dany wzorem

1
) Sr+1lun) _ _(rm) 4
B0z g (“ “ ) ! (45)

Soulmul = L (H(r+].rn) _“(r.m)) .
ho

Operator réznicowy & dla zmiennej przestrzennej x definiujemy nastepujaco. Przypusémy, ze (r+1) xm) ¢
Ey\doEp, 1 e (z,u) jest znane na zbiorze E?,. Jesli

3y, F(PT™™[z,u]) > 0 (46)
to
§ ol — 1 (Z(r-f-l!nh%’j) _ l.m)) @7
i ]lj !
oraz
5 ‘”{r*:l‘m} = i (u(r-i—l.uﬁeJ) __u(r+l.m)) . (48)
: hj
W przeciwnym wypadku
i 1
Ar+lm) (e Lan) __L,_.(r-i—].m—ed,))l 49
51” i!j (ib ! ©9)
oraz
5 _H(r-{-].m) — _1_ (H(H-].m) _ H(r+!‘m—e_,‘)) . (50)
J hj
13



Bierzemy j=1,...,n w (46)-(50). Zauwazmy, ze wybér ilorazu réznicowego zalezy od (r,m) i (z,), musi
wigc by¢ dokonywany w trakcie obliczed. W ogdlnym przypadku, wyboru dokonujemy oddzielnie w kazdym
weile siatki.

Jedli weZmiemy r zamiast r+ 1 w (42), (43) oraz w (47),(48),(49),(50), otreymamy jawny schemat rézni-
cowy dla (1), (2) (patrz [7]), dla ktérego wymagane s warunki CFL. Istnienie rozwigzania schematu jawnego
mozna fatwo udowadni¢ przez indukcje, natomiast dla schematu uwiklanego dowdéd jest trudniejszy i wyko-
rzystuje nastepujaca réznicowa zasade maksimum.

Niech

J-({’r.rn)[z’”] - {J 1<j<n, a,,.jf(P(""’)[:,u]) > 0}
oraz
J(_r'm][z,u] ={1,...,n}\J " [r,m].
Oznaczmy tez
C,= {m c—b < XM < b} .

Lemat 6. Przypu§émy, ze 0 < r < Kp — | jest ustalone, funkcje (z,u) : El, — R gq znane, a z ¢

Ar+lm

E7, y; —+ R oraz liczby ﬁqu ) sa zdefiniowane przez (47), (49).

(D Jesli nieréwnosé réznicowa
:J('}r+l.m) < hgaqf(P(“"”[:, “D 06:§rr+l.m), me C.fn 1)

zachodzi oraz y € Z", u= (uy,. .., ), jest takie, ze

:flr-i-l:;r) M 52)
gdzie
M=max{z{""™ K <m<K} orz M>0 (53)
to (¢ 1) 2y € Qo
(I) Jesli nierdwno$¢ réznicowa
zf,'+ e g hody f(PU™) [z,u]) o 5:,(:"H ) me, (54)

zachodzi oraz p € Z", = (w1, ..., 41y, jest takie, ze z},”l"“) =M gdzie

M=min{"""™ K <m <K} oraz M<O (55)

“h

to (f(r+l),x(”)) € 0gE),.
|

Zbieznosci schematu dowodzimy przy uZyciu nastgpujacego twierdzenia o nieréwnosciach réznicowo
funkcyjnych. Niech
I= I"*d[],o], J= [O,G].

Dlan:7UJ = R, € J definiujemy 1) : / = R wzorem 1,y (1) =n{r+1), 1€ L.
Niech
= {:(f) : —Nggrgo}, Foss {r“) DL rE Kg}.

Przy @: I, UJ;, — R, piszemy skrétowo o) = @(r{"), 1) € I,UJ;,. Dlaw: [,UJ, — Ri ") € J, definiujemy
@y : Iy — R przez
o0 =0 +7),  tel,
Niech 7;,, : F(,R) — C(i,R) bedzie zdefiniowane nastgpujaco:

t—1t7)
g

r—pt)
T [@] (1) = TCD(H'I) e (1 ) o for 1) <5 gD,

A

_—



Twierdzenie 3. Przypuéémy, ze
1) 6:JxC(I,R;) — Ry jest funkcja ciagla i niemalejaca wzgledem obu zmiennych, i ze dla kazdego
red
6(t,w)=0 for w=0,

2) maksymalnym rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego
') =6@mny), ted,
Nn=0 na I
jestf(r)=0,r €U,

3) @ : I, UJ, — R, spelnia nierdwnodé rekurencyjng

f Y < @l + o817, Tig [(@n)] + (et () ) + ot () (56)

(]

dla 0 < r < Kp— 1, zachodzi
o) <aa(h) dla el (57)

oraz
i =li =1 =0.
lim o (h) = lim ey (k) = lim o2 (h) =0
Wdweczas istnieja: € > 0i o : H — Ry takie, Ze przy ||h] <&

(D;Jr) <oa(h) da e gy and Jl]ji_r:?]og,(]g) =0. O (58)

Niech V : C(D,R) — C(I, R, ) bedzie operatorem interpolacyjnym, zdefiniowanym wzorem
VIwl(t) = max{|w(r,x)| : x € [-d,d]}. 59

Zauwazmy, ze V[w] jest funkcja ciagla.

Zalézmy, ze funkcja o : J x Ry x C(I,R;) — R, jest ciagta i niemalejaca wzgledem wszystkich zmien-
nych oraz:

1) dlakazdegor € J, 6(r,0,0) =0dlaw =0,

2) dlakazdegoc € R, id > 1, maksymalnym rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego
(1) =en(t) +do((),ng), €7 (60)
=0 na [/ (61)
jestfi(r) =0,r €1UJ.
O przyrostach pochodnych f wzgledem zmiennej funkcyjnej zakladamy, co nastepuje:
”a-"f(t?x’ W?q) i axf(f,x, wv q_)”r

Ia“’f(tvxa Waq} i a“,f(t,x, W, ‘7)” ; ”aqf(faxa WaQ) = a,;f(r,x, w, ‘7) H
sq ograniczone z gory przez o(t, ||g — g||, V [w—17]). Ponizej zamieszczamy gléwny wynik pracy [R5].

Twierdzenie 4. Przy powyzszych zatozeniach, i jesli:

1) funkcja @: EgUdoE — R jest klasy C?, za§ v: E* — R jest rozwiazaniem zagadnienia (1), (2) i v jest
klasy C2 na E*,

2) funkcje (zy,uy), gdzie 7y Ej — R, 0t Ef = R, up = (up1,. .., 1y, spelniaja (42)-(44) z 89, & danymi
przez (45)-(50) i istnieja funkcje &g, ; : H — R, takie, ze

o) — il < Lo(h),  30"™ — | < Ci(h) on EgnUdE (62)
oraz lim&y(h) =0, lim {; (k) = 0.
h—0 h—0
Wtedy istnieje liczba € oraz funkeja o : H — R, takie ze dla ||k < e
iv}f’"t) — 2+ [|1v®™ —uy|| < ah) na E, (63)

i Ilin‘[l)a(h) =0, przy czym v, jest obcigciem v do zbioru E. O
—
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Podajemy réwniez w [R5] oszacowanie bledu rozwiazania przyblizonego w normie supremum.

Zauwazmy, Ze dzigki temu, ze funkcja ¢ ma argument funkcyjny, obejmowana przez metode klasa réwnan
jest wieksza; podajemy w [R5] przyklady funkcji Perrona z argumentem funkeyjnym (Lemma 4.4, Lemma
4.5).

3.2.3.2 Wyniki pracy [R6]. Opis zagadnienia. Rozwazmy zagadnienie (1) z operatorem Hale’a i funkcja
odchylajaca:
v (Z;fs-") = o (rx),00(r.x)) s

na dziedzinie E, z warunkiem poczatkowo brzegowym (2) na Eg U dpE, przy czym zbiory E, Ep, doE sa
dane wzorami (16). Konstruujemy stabilng metode réznicowa dla tego problemu, bez uzycia warunkéw CFL,
zwana numeryczna metoda bicharakterystyk, O regulamosci funkeji f zakladamy to samo, co w pracy [R35],
natomiast warunek Perrona formulujemy przy uzyciu funkcji 6 nie majacej argumentu funkcyjnego. Zakta-
damy tez, ze funkcja o jest lipschitzowsko ciagla, wraz ze swa pochedng d.Q.

Opis uzyskanych wynikéw. Rozwazana metoda wymaga definiowania siatek nieregularnych, tj. innego
typu niz opisana w pracy [R5]. Oznaczmy przez H zbidr krokéw h takich, ze istniejg liczby naturalne
No,Ni,...,N, spetniajace: Nofip = do, Njl; = by, dla j = 1,...,n. Zbiory Egy, doEy, definiujemy nastep-
nie tak samo, jak wyzej, ale dla x € (—b,b) (w sensie nieréwnoéci miedzy odpowiednimi wspéirzednymi),
siatka konstruowana jest dynamicznie.
Zaldézmy, ze
On: EonUEy = R, @ = (00, Pn1s- - Qs Pt 1),

sq dane. Niech S, = (Eg; UdoEy) N E oznacza zbiér wezléw brzegowych. Ustalmy (r("),x("') € Sy, 5 < Kp.
Oznaczmy przez Plz,u](t,x) punkt (#,x,V(z;7,x),u(r,x)) € E. Definiujemy wtedy:

% =x"  oraz (z,u,up) =@y na Eg,UdgEy, 64

a nastepnie
n(,—+]) e T.'(r) s hanf(P[T;‘J:y H] (I(r),ﬂ(r))), (65)

() = 270 ) + i £ (P(Th, u] (17, m))
— g f(PThz, u) (1) M) e, n )T, (66)

w(tT D) = (1 ) g 3 f(P[Thz, ] (1Y)
+ hody f(P[Tiz, 1) (1) )

x (T:'Ju)ag(li'") Ayt o)y *a_‘,a"(r(r) : n(")) + (ﬂluﬂ)un(r(’),nf":‘].a(l('),n(’))a-"(xﬂ(f(r),T](r)) 67)

dlas < r < K—1, gdzie Tu oznacza dzialanie operatorem 7, na kazda skiadowy u, za$ g jest zdefiniowane
jako f(P[Tyz,u]{-)). Punktami siatki sy rozwigzania (65) dla wszystkich s € §),. Jak juz powiedzieli$émy,
powyzszy uklad powstal przez dyskretyzacje (9), (14), (15). Zalozenie o dobrym postawieniu problemu ma
tutaj posta¢ nastepujaca: istnieja 8 > 0, 1 > 0 taka, ze dla (r,x,w,q) € E,

afjjf(’a-\'u w,q)>x jesli x;>b;—6
&y, f(t,x,w,g) <—x jedli x; < —b;+8.
Przy powyiszych zatozeniach, otrzymujemy giéwny wynik pracy [R6]:

Twierdzenie 5. Jesh:

1) funkcja ¢ : Eg UdgE — IR jest klasy ClLzasv: Q= R jest rozwiazaniem (1), (2) i v jest klasy C? na
Q oraz i = d,v, ug = 0yv

2) h € H, przy czym /i jest na tyle male, ze
hol|dg f(P)|| < 8,

to metoda (64)-(67) jest zbiezna. O
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Twierdzenie to dowodzimy metoda nieréwnosci réznicowych.

Istotnym wkladem pracy [R6] w teorig aproksymacji rozwiazan réwnaii Hamiltona-Jacobiego z zalezno-
$cia funkcyjna jest propozycja operatora interpolacyjnego 7j, ktory jest zlozeniem operatora uzywanego na
siatkach regularnych z operatorem usredniajacym najblizsze wartodci w najblizszych wezlach. W sekcji 4 tej
pracy opisujemy szczegélowo jego konstrukcje oraz dowodzimy wlasnosci aproksymacyjnych w przestrze-
niach funkcji ciaghych.

W [R6] podajemy réwniez oszacowanie bledu dla przypadku lipschitzowskiego.
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tems. Journal of Numerical Mathematics 16 (2008), no. 1, 1-21, doi: 10.1515/INUM.2008.001.

D2 P. Arlukowicz, W. Czernous, Numerical method of bicharacteristics for quasilinear partial functio-
nal differential equations. Computational Methods in Applied Mathematics 8 (2008), no. 1, 21-38,
hnp:/ffezernous.mar.ug.edu.pl/PAWC2008. pdf.

D3 W. Czernous, Z. Kamont, Implicit difference methods for Hamilton Jacobi functional differential equ-
ations. Numerical Analysis and Applications 2 (2009), no. 1, 46-57, doi:10.1134/51995423909010054.

D4 'W. Czernous, Pseudospectral method for semilinear partial functional differential equations. Opuscula
Mathematica 30 (2010), no. 2, 133-145,
hitp:/iwww.opuscula.agh.edu.plivol30/2/art/opuscula_math_3009.pdf.

D5 W. Czernous, Generalized Euler method for quasilinear hyperbolic IBVPs with state dependent de-
lays. Functional Differential Equations 17 (2010), no. 1-2, 79-103,
hntp:/czernous.mat.ug.edu.pl/WC2010FDE. pdf.

D6 W. Czernous, Difference methods for infinite systems of parabolic functional differential equations.
International Journal of Qualitative Theory of Differential Equations and Applications 4 (2010), no.
1, 53-76, htip:/fezermous.mat.ug.edu.pl/WC20101JQTDEA. pdf.

D7 W. Czernous, Global solutions of semilinear first order partial functional differential equations with
mixed conditions. Functional Differential Equations 18 (2011), no. 1-2, 135-154,
hutp:/fczernous.mat.ug.edu pl/WC201 1 FDE. pdf.

D8 W. Czernous, Z. Kamont, Comparison of explicit and implicit difference methods for quasilinear
functional differential equations. Applicationes Mathematicae 38 (2011), no. 3, 315-340,
doi: 10.4064/am38-3-4,

D9 W. Czernous, Z. Kamont, Comparison between some explicit and implicit difference schemes for
Hamilton Jacobi functional differential equations. Applied Mathematics and Computation 38 (2011),
no. 3, 315-340, doi: 10.1016/j.amc.2012.02.034.

D10 W. Czernous, Z. Kamont, Numerical methods for Hamilton Jacobi functional differential equations.
Zhurnal Vychislitel 'noi Matematiki i Matemarichsekoi Fiziki 52 (2012), no. 3, 1-21, jak réwniez wer-
sja u Springera: Computational Mathematics and Mathematical Physics 52 (2012), no. 3, 330-350,
doi: 10.1134/50965542512030050,

D11 W. Czernous, Classical solutions of hyperbolic differential systems with state dependent delays.
Rocky Mountain Journal of Mathemarics 42 (2012), no. 1, 71-89, doi: 10.1216/RMJ-2012-42-1-71,
hup://projecteuctid.org/euclid.rmjm/1327329312,

Druga nasza praca o globalnym istnieniu rozwigzan réwnain prawie liniowych, [D7], zawiera wyniki do-
tyczace istnienia rozwiazar i ich ré6Zniczkowalnodci w sensie Giteaux wzgledem danych poczatkowo brze-
gowych (funkcji ¢) oraz wzgledem pary: funkcja ¢ i prawa strona réwnania. Istnienie rozwigzan dowodzone
jest metoda kolejnych przyblizen.

Artykul [D11] dotyczy ukladu (25) z warunkiem poczatkowym, tzw. uogdlnionym warunkiem Cau-
chy’ego: warunek poczatkowy dla kazdej niewiadomej skladowe] zadany jest na innym zbiorze.

W pracach [D1], [D2] wykazali§my zbiezno$¢ metody numerycznej charakterystyk dla zagadnieri po-
czatkowo brzegowych, odpowiednio: prawie liniowych i quasiliniowych. Dla réwnan prawie liniowych réw-
nania charakterystyk mozna rozwiazaé najpierw, konstruujac siatke dla wszystkich 1), potem za$ szukaé
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aproksymacji z rozwiazania zagadnienia oryginalnego. Dla réwnari quasiliniowych juz tak nie jest, bowiem
charakterystyki zalezq od z.

Praca [D4] dotyczy metody aproksymacji nie zwiazanej z metoda réznic skoriczonych, Byla inspirowana
sukcesem metod pseudospektralnych dla réwnai prawie liniowych, gdzie w pewnych przestrzeniach funkcyj-
nych uzyskuje sie zbieznos¢ eksponencjalna wzgledem liczby wezléw na osi x. Jednakze wynik, jaki udalo
nam si¢ uzyskac, stosuje sie tylko do réwnari z op&Zznieniem, tj. dla modelu V (2;7,X) = Z(ay).4)-

W artykule [D4] rozwazaliSmy metodg uwikiang dla (1), (2) z operatorem Hale’a. Zakladana jest tam sta-
tog¢ znaku pochodnych czastkowych 9, .- Schemat réznicowy konstruujemy przez dyskretyzacje (1); réw-
nanie dla rozwiazania schematu réznicowego jest nieliniowe, znajdujemy je przy pomocy metody Newtona.
Funkcja poréwnawcza typu Perrona zawiera argument funkcyjny, podobnie jak w [D3], gdzie rozwazamy
uogélniony (brak zalozeri o znaku pochodnej d,, ;.f+ ilorazy réznicowe wybierane w trakcie obliczer) schemat
Eulera. W [D5] dowodzimy tez oszacowaii a priori dla rozwigzan zagadnienia rézniczkowego, dzieki czemu
mozemy sformulowaé lokalne zaloZenia o regularnosci w twierdzeniu o zbieznosci schematu.

W [D6] dowodzimy zbieznosci skoriczonych schematéw réznicowych dla nieskoriczonych ukladéw réw-
nan parabolicznych. W tej pracy wskazujemy nietrywialne przyklady nieskoficzonych ukladéw funkeji po-
réwnawczych.

Praca [D8] dotyczy zagadnien quasiliniowych pierwszego rzedu oraz parabolicznych, z warunkami Diri-
chleta. Poréwnywane sa twierdzenia o zbieznosci schematéw jawnych i uwiklanych, wskazujemy tez fakt, iz
oszacowania blgdu dla obu tych typéw sa takie same. Artykuly [D9], [D10] réwniez maja charakter prze-
gladowy: poréwnujemy tam schematy jawne (Laxa, Eulera) i uwiklane (Eulera) dla réwna Hamiltona-
Jacobiego. Réwniez w tych pracach otrzymane wyniki pokazuja identyczno$é zatozen o regularnosei funkcji
danych, wymaganej do zbieznosci schematéw, a takze podobne oszacowania bledu.
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