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Ponizej znajduje si¢ omoéwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikéw.

GENEZA TEMATYKI I MOTYWACJA BADAN

Pojecia liniowalno$¢ (lineability) oraz domknieta liniowalnos¢ (spaceability) zostaty wprowa-
dzone w 2005 roku w pracy [AGS]. Pojecie algebraizowalnosci (algebrability) pojawilo si¢ po raz
pierwszy w 2007 roku w pracy [ASS|. Wyniki tego typu maja jednak swoje korzenie w pracy Gu-
rariy’ego [G] z roku 1966, ktory pokazal, ze zbior wszystkich funkcji nigdzie nieréwniczkowalnych
w C[0,1] wraz z funkcja zerowa zawiera przestrzen liniowa nieskonczenie wymiarows. Okazuje sig
réwniez, ze zbior wszystkich funkeji rézniczkowalnych w kazdym punkcie zawiera nieskonczenie wy-
miarowg przestrzen liniowa, ale nie zawiera domknietej nieskoriczenie wymiarowej podprzestrzeni.
W 1995 roku Rodriguez-Piazza pokazal w pracy [RP], ze kazda nieskoniczenie wymiarowa o§rodkowa



przestrzen Banacha zanurza si¢ izometrycznie w zbiér wszystkich funkeji nigdzie nierézniczkowal-
nych w C|0, 1] wraz z funkcja zerowa. Problem algebraizacji rodzin funkcji w 2007 roku badali
Bayart i Quarta w pracy [BQ], cho¢ nie postugiwali si¢ tg terminologia.

Badania nad liniowalnoscia, domknieta liniowalnoscia i algebraizowalno$cia wpisuja sie w nurt
badan nad zbiorami matymi. Chcac pokazaé, ze zbiér jest maly mozna pokazac, ze jest on miary
zero, pierwszej kategorii lub o-porowaty. Sa to pojecia wielkosci zbioru zwigzane odpowienio z
miarg, topologia i strukturg metryczng. Zbiér, ktory nie jest liniowalny, domknieto liniowalny czy
algebraizowalny jest z punktu widzenia algebraicznego czy algebraiczno-topologicznego zbiorem
malym, gdyz nie zawiera duzej podstruktury. Wymienione pojecia wielkosci zbior6w w sensie mia-
rowym i topologicznym sa nie tylko rézne od algebraicznych, ale takze niepor6wnywalne. W pracy
[GQ] zostato wykazane, ze zbi6r wszystkich funkeji f € C[0, 1], ktére osiagaja swoje maksimum w
doktadnie jednym punkcie nie jest 2-liniowalny. Z drugiej strony jest to zbiér rezydualny w C|0, 1].
W pracy [4] wykazali§my istnienie w ¢; zbioru rezydualnego, ktory jest silnie c-algebraizowalny, ale
nie jest domknieto liniowalny. Wiadomo, ze kazda wlasciwa podprzestrzenn domknieta przestrzeni
Banacha jest zbiorem porowatym, co pokazuje, ze zbiory domknieto liniowalne moga by¢ male w
sensie metrycznym i topologicznym.

Badania nad liniowalno$cia i pokrewnymi pojeciami wpisuja sie takze w nurt badan teorii
funkcji rzeczywistych polegajacy na badaniu algebraicznych wiasnodci klas funkeji. Zaliczyé¢ do
nich mozna badania maksymalnych klas addytywnych [B], wlasnosci roznicy [FR], [F] czy badania
sum funkcji z danej klasy [M].

Nalezy nadmieni¢, ze badania nad liniowalno$cia, domknieta liniowalnos$cig i algebraizowal-
noScig prowadzone sa intensywnie w ostatnim dziesiecioleciu przez zespoly naukowe w réznych
o$rodkach (Hiszpania, Brazylia, USA). Autorami prac z tej tematyki s miedzy innymi tacy ma-
tematycy jak Richard Aron [AGS]|, Per Enflo [EGSS] czy Gilles Godefroy [BaGo]. Wedlug mojej
najlepszej wiedzy takich badan wcze$niej nie prowadzono w Polsce.

LINIOWALNOSC 1 ALGEBRAIZOWALNOSC

Niech & bedzie liczbg kardynalnag. Mowimy, ze podzbiér M przestrzeni liniowej X jest -
liniowalny, jesli M U {0} zawiera podprzestrzeri liniowa Y przestrzeni X wymiaru x. Jesli X jest
algebry liniowa, to M C X nazywamy k-algebraizowalnym, jesli M U {0} zawiera algebre liniowa
o k generatorach. Zbior k-algebraizowalny jest takze x-liniowalny.

Przedstawie teraz prace wchodzace w sktad osiggniecia w kolejnosci ich powstawania. Kolejnosé
ta nie pokrywa sie z kolejnosciag drukowania prac w czasopismach. W szczegélnosci trzy moje prace
przyjete do druku w Proc. Amer. Math. Soc. czekaly prawie dwa lata na publikacje (jedna z nich
nadal nie jest opublikowana).

Tematyka liniowalnosci i algebraizowalnosci zainteresowalem si¢ razem z Arturem Bartosze-
wicze pod wptywem artykulu [APESS|. Autorzy tej pracy stwierdzili, ze jesli CS(K) oznacza
przestrzen ciaggéw zbieznych o wyrazach z ciata K (K = R lub K = C), to CS(K) zawiera podprze-
strzen liniowa E taka, ze span(EUcy) tworzy algebre, ktorej elementami sa albo szeregi z cgp albo
szeregi warunkowo zbiezne. Analiza przedstawionego dowodu wykazala, ze jest on niepoprawny
oraz, ze fakt ten nie jest prawdziwy, gdy K = R. W pracy [1] przestawiliémy poprawny dow6d w
przypadku K = C. W pracy [1] rozwazalismy algebre A; generowang przez zbiér
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gdzie {z, : a < ¢} C C sklada sig z liczb |zo| = 1 takich, ze zbiér {Arg(z,) : @ < ¢} U {m} jest
liniowo niezalezny nad Q. Okazuje sig, ze A; jest c-generowana (tzn. nie mozna jej wygenerowacé
ze zbioru mocy mniejszej niz ¢) i A; \ {0} sklada si¢ z szeregéw warunkowo zbieznych o wyrazach
zespolonych. Niech teraz A, bedzie algebra generowang przez zbiér
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gdzie {ro : @ < c} jest zbiorem liczb dodatnich liniowo niezaleznym nad Q. Woéwczas Az jest
c-generowana i As \ {0} sklada sie z szeregéw rozbieznych o ograniczonych sumach czesciowych.

Nastepnie zastanawialiémy sie, czy teza twierdzenia z pracy [APESS| pozostaje prawdziwa,
gdy rozwazyé algebre szeregéw formalnych o wyrazach rzeczywistych z iloczynem Cauchy’ego.
Okazuje sie, ze w tym przypadku rodzina szeregéw warunkowo zbieznych jest 1-algbraizowalna [3].
Dokladniej wykazali$my, ze algebra generowana przez szereg naprzemienny » . ; ﬁ—_iﬁ sklada si¢
z szeregdw warunkowo zbieznych.

W pracy [5] wprowadziliSmy pojecie silnej algebraizowalnosci. Powiemy, ze zbiér M jest silnie
k-algebraizowalny, jesli M U {0} zawiera wolng algebre liniowa x generatoréw. Jest to réwno-
wazne stwierdzeniu, ze istnieje zbiér W (wolnych generatoréw) mocy « taki, ze dla dowolnego
wielomianu P(zy,...,%,) bez wyrazu wolnego i dowolnych parami réznych ws,...,w, € W mamy
P(wy,...,w,) € M\{0}. Pokazalismy w pracy [5], ze silna algebraizowalno$¢ jest pojeciem istotnie
mocniejszym od algebraizowalnosci. Na przyklad, zbior cqg jest w-algebraizowalny, ale nie jest silnie
1-algebraizowalany. Ponadto zbiér silnie 1-algebraizowlany jest w-liniowalny, podczas, gdy zbi6r
n-algebraizowalny moze nie zawiera¢ przestrzeni liniowych nieskoriczonego wymiaru. Nastepnie
wykazali$my, ze zbior co \ U, £p jest gesty w co i silnie c-algebraizowalny.

Autorzy pracy [APESS] wykazali, ze zbiér ciaggéw rozbieznych w [*° jest ¢-liniowalny. Wzmoc-
niliSmy znacznie ten fakt, pokazujac, ze rodzina ciagéw z £, ktorych zbiér punktéw skupienia
jest homeomorficzny ze zbiorem Cantora (z doktadnosciag do zbioru skoriczonego) jest zbiorem
rezydualnym w £, oraz silnie c-algebraizowalnym.

Autorzy pracy [GPSS| wykazali, ze zbiér wszystkich funkcji niemierzalnych f : R — R jest
2¢-liniowalny w RR. Wynik ten wzmocniliémy w pracy [5], pokazujac 2°-algebraizowalno§é¢ zbioru
funkcji niemierzalnych w algebrze R®. Doktadniej, wykazalismy, ze zbior funkcji f : R — R
takich, ze zbiér f~!({z}) jest albo pusty albo jest zbiorem Bernsteina, dla kazdego = € R, jest 2°-
algebraizowalny. Byt to pierwszy nietrywialny przyktad w literaturze k-algebraizowalnego zbioru
dla k > c.

Praca [BGPSS] nie wchodzi w sklad osiagniecia, gdyz jeszcze si¢ nie ukazata (od dwoch lat czeka
na publikacje w Proc. Amer. Math. Soc.). Omawiam tutaj te prace ze wzgledu na chronologie
oraz fakt, ze zawarte w niej idee byly rozwijane w kolejnych pracach, ktére sie ukazaly i wchodza
w sklad osiagniecia. W pracy [BGPSS| wykazaliSmy, ze rodzina wszystkich funkcji Sierpinskiego-
Zygmunda, tzn. funkcji f : R — R z obcieciem f|s nieborelowskim dla kazdego zbioru S C R
mocy ¢, jest silnie x-algebraizowalny, o ile istnieje rodzina prawie roziaczna podzbioréw ¢ mocy &.
Bylo to wzmocnienie wyniku uzyskanego przez autoréw w pracy [GMSS], ktorzy wykazali, ze zbior
wszystkich funkcji Sierpiniskiego-Zygmunda jest c¢*-liniowalny. Byt to takze pierwszy w literaturze
przyktad zbioru silnie s-algbraizowalnego dla x > «¢.

Funkcje f : R — R nazywamy wszedzie doskonale surjektywna (perfectly everywhere surjective),
jesli f(P) =R dla kazdego niepustego zbioru doskonatego P C R. Zbiér wszystkich takich funkcji
oznaczmy przez PES(R). Analogicznie defininiujemy zbiér PES(C). Rodzina PES(R) nie jest
algebraizowalna, bo dla kazdej funkcji f € PES(R) mamy f2 ¢ PES(R). W pracy [GMSS]
wykazano, ze rodzina PES(R) jest 2°-liniowalna. Wykazaliémy jednak, ze zbiér PES(C) jest 2°-
algebraizowalny. W pracach [ASS] i [ACPSS] rozwazano problem algebraizacji zbioru £S(C) tzw.
funkcji wszedzie surjektywnych, czyli funkcji f : C — C, ktére przeksztatcaja dowolny niepusty
zbiér otwarty na C. Oczywiscie ES(C) D PES(C). Zatem z naszego twierdzenia otrzymujemy
nastepujace wzmocnienie wynikéw z prac [ASS] i [ACPSS] - zbiér £S(C) jest 2°-algebraizowalny.

J. L. Gamez-Merino, G. A. Munoz-Fernandez J.B. Seoane-Septlveda w pracy [GMS2] wykazali,
ze zbiér wszedzie nieciaglych funkeji f € RR o wlasnosci Darboux jest 2¢-liniowalny. W pracy
[BGPSS] wykazalismy, ze zbiér ten jest c-algebraizowalny.

W pracy [2] opracowaliSmy metode niezaleznych zbioréw Bernsteina stuzgcg do dowodzenia 2°-
algebraizowalnosci patologicznych funkecji w algebrach liniowych R¥ i CC. Przez SES(C) oznaczmy
zbi6r funkeji z CC, ktore na kazdym niepustym podzbiorze doskonatym C osiagaja kazda wartosé
z € C continuum wiele razy. Wykazalismy, ze SES(C) \ PES(C) jest 2°-algebraizowalna. Jest
to odpowiednik twierdzenia uzyskanego w pracy [GMSS], o tym, ze zbiér SES(R) \ PES(R) jest
2¢-liniowalny. WzmocniliSmy wynik z pracy [BGPSS], dowodzac 2¢-algebraizowalnosci rodziny
wszedzie nieciaglych funkeji f : R — R o wlasnosci Darboux. W pracy [GMS2] autorzy wykazali,
ze rodzina wszedzie niecigglych funkcji f : R — R, ktére przeksztalcajg zbiory zwarte na zbiory



zwarte, jest 2°-linjowalna. Uzywajac metody niezaleznych zbior6w Bernsteina, wzmocniliémy ten
wynik do 2¢-algebraizowalnosci.

Garcfa-Pacheco, Palmberg i Seoane-Septlveda w pracy [GPSS] wykazali w-liniowalno$é zbioru
funkeji f € RR majacych skoticzenie wiele punktéw cigglosci. Nastepnie Aizpuru, Pérez-Eslava,
Garcfa-Pacheco 1 Seoane-Septlveda udowodnili, ze zbiér wszystkich funkcji f : R — R, ktérych
zbi6r punktéw ciggloscei jest réowny U (G) dla ustalonego zbioru otwartego U (ustalonego zbioru G
typu Gs) jest w-liniowalny (stozkowalny — coneable). Przy pomocy metody niezaleznych zbioréw
Bernsteina wykazalizmy, ze rodzina funkcji f : R — R, ktorych zbiory punktéw ciagtosci sa rowne
pewnemu ustalonemu zbiorowi domknietemu D G R, jest 2°-algebraizowalna.

Azagra, Mufioz-Fernandez, Sanchez, Seoane-Sepulveda wykazali w [AMFSSS], ze istnieje c-
wymiarowa przestrzen liniowa W C RR sktadajaca sie z funkeji ciaglych taka, ze dla kazdej funkcji
g € W\ {0} istnieje c-wymiarowa przestrzen liniowa V C R® funkcji mierzalnych taka, ze fog jest
niemierzalna dla dowolnej funkcji f € V'\ {0}. Metoda niezaleznych zbior6w Bernsteina pozwolita
na wzmocnienie tego wyniku przez wykazanie, ze przestrzen V jest 2°-wymiarowa.

Przpomnijmy, ze w pracy [BGPSS] wykazalismy, ze zbiér wszystkich funkcji Sierpinskiego-
Zygmunda jest silnie x-algebraizowalny, o ile istnieje rodzina prawie roztgczna podzbioré6w ¢ mocy
k. Poniewaz istnieje model ZFC, w ktorym kazda rodzina prawie roztacznych podzbioréw ¢ jest
mocy mniejszej niz 2°, powstato pytanie, czy istnieja wolne podalgebry RR o 2¢-generatorach
oraz czy mozna udowodni¢ w ZFC, ze rodzina funkcji Sierpinskiego-Zygmunda jest silnie 2°-
algebraizowalna. Na pierwsze pytanie odpowiedzieliémy twierdzaco w pracy [7], a na drugie odpo-
wiedzieli przeczaco Gamez-Merino i Seoane-Sepulveda w pracy [GSS].

W pracy [7] opracowaliémy metode dowodzenia silnej 2¢-algebraizowalnosci w algebrach linio-
wych R® i CC. Wykazalismy nastepujace twierdzenie: ,Niech X bedzie zbiorem o mocy k, gdzie
k = K. Niech I bedzie podzbiorem R (lub C) o niepustym wnetrzu. Wowczas istnieje wolna
podalgebra RX (odpowiednio CX ) o 2% generatorach.”

Niech F ¢ P(X) i I c C (lub R). Funkcje f € CX (lub f € R¥) nazywamy I-wszedzie
surjektywna wzgledem F, w skrocie f € SES(I, F), jesli dla kazdego zbioru F' € F istnieje n € N
oraz wielomian n zmiennych P taki, ze f(F) = P(I")i|{z € F: f(z) = y}| = | X| dla dowolnego
y € f(F). Przy uzyciu poprzedniego twierdzenia wykazalismy, ze jesli |F| < k oraz |F| = & dla
kazdego F' € F, to zbior SES(I, F) jest silnie 2"-algebraizowlany.

Jako zastosowanie uzyskalismy wzmocnienia wynikéw z pracy [2] w kierunku silnej 2°-algebrai-
zowalnodci. Jest to pierwsza praca, w ktorej silna 2¢-algebraizowalno$é zbioréw funkeji w RE i C€
zostala otrzymana bez zadnych dodatkowych zatozen teoriomnogo$ciowych. Uzyskane wyniki sg
wzmocnieniem wynikéw prac [APGS], [ACPSS], [AGS], [ASS], [GMSS], [GMS2], [GMSS], [GPSS]
oraz naszych poprzednich prac [5], [BGPSS] i [2].

Dla zbioru G typu Gs oznaczmy przez Cg zbiér wszystkich funkcji f : R — R, ktérych zbiér
punktéw ciaglosci jest rowny G. Wiadomo, ze dla dowolnej funkcji f : R — R zbi6ér punktéw
ciagtosci f jest typu G5 oraz, ze dla kazdego zbioru G typu Gy istnieje funkcja f : R — R taka,
ze zbiér punktéw ciggtosci f jest rowny G. W pracy [7] wykazaliémy, ze nastepujgce warunki sa
réwnowazne:

(i) zbior Cg jest silnie 2¢-algebraizowlany;
(ii) zbior Cg jest ¢*-liniowalny;

(iii) zbiér R\ G jest ¢ w sobie gesty,tzn. (R\ G) NI jest zbiorem pustym lub zbiorem mocy ¢ dla
kazdego przedziatlu I.

Ponadto udowodnili§my, ze zbiér Cq jest zawsze c-liniowalny, a w pewnych szczegélnych przypad-
kach silnie c-algebraizowalny.
Prace [1] i [5] byly cytowane w artykutach [AM2] i [AMSS].

DOMKNIETA LINIOWALNOSC

Powiemy, ze podzbiér M przestrzeni Banacha X jest domknieto liniowalny (spaceable), jesli
M U {0} zawiera nieskoriczenie wymiarowa domknieta podprzestrzen. Zauwazmy, ze kazdy do-
mknigto liniowalny zbiér jest jednoczesnie c-liniowalny. W pracy [6] rozwazaliSmy razem z Pedro



Kaufmannem i Leonardo Pellegrinim domknieta liniowalno$é i algebraizowalno$é rodzin funkcji ni-
gdzie catkowalnych. Pokazalismy, ze rodzina funkcji nigdzie catkowalnych w sensie Riemanna w L!
jest domknieto liniowalna i silnie c-algebraizowalna, co jest wzmocnieniem wyniku Garcia-Pacheco,
Martina i J.B Seoane-Sepulvedy z pracy [GMSS]. Nastepnie rozwazalismy funkcje, ktére sa nigdzie
calkowalne w sensie Newtona. Niech BV[0, 1] oznacza zbi6r wszystkich lewostronnie ciggltych funk-
cji o wahaniu skoriczonym z norma || f|| = | f(0)|+V (f), gdzie V(f) to wahanie funkcji na przedziale
[0,1]. Funkcje z BV|[0, 1] sa calkowalne w sensie Riemanna. Funkcje nazwiemy calkowalng w sen-
sie Newtona, jesli spelnia teze twierdzenia Newtona-Leibniza. Niech F C BV[0, 1] bedzie rodzing
funkeji, ktére nie sg catkowalne w sensie Newtona na zadnym przedziale. Wykazaliémy, ze BV [0, 1]
zawiera nieo§rodkowa podprzestrzen zawartag w F U {0} oraz, ze F jest silnie c-algebraizowalna.
Ostatni wynik naszej pracy moéwi, ze jesli K ([0, 1]) jest przestrzen Banacha wszystkich funkcji cat-
kowalnych w sensie Kurzweila z norma Alexiewicza, to rodzina funkcji, ktére nie sa catkowalne w
sensie Lebesgue’a jest w tej przestrzeni domknieto liniowalna (i nie jest 1-algebraizowalna).

W pracy [4] wsp6lnie z Tarasem Banakhem, Arturem Bartoszewiczem i Emilig Szymonik roz-
wazaliSmy podzbiory ¢; zdefiniowane za pomocg tzw. sum wyrwanych. Dla z € ¢;, niech

E(z) = { Z z(n): AC N}.
neA
Guthrie i Nymann wykazali w [GN], ze mozliwe sa cztery sytuacje:
(co0) E(zx) jest zbiorem skoriczonym;
(Z)
©
(MC)

E(x)

E(z) jest skoriczona sumg przedzial6w zwartych;
E(z) jest homeomorficzny ze zbiorem Cantora;
E(

z) jest tzw. M-Cantorvalem (tj. jest to zbiér homeomorficzny z C U (Jo, Son—1, gdzie
C to klasyczny zbiér Cantora, a S, oznacza sume 2"~! otwartych przedziatéw usuwanych z
odcinaka [0, 1] w n-tym kroku konstrukcji klasycznego zbioru Cantora).

PokazaliSmy, ze zbiory Z i C sa silnie c-algebraizowalne, a zbiér MC jest c-liniowalny. Ponadto
C jest gestym podzbiorem ¢; typu Gs, ktéry nie jest domknieto liniowalny, podczas gdy Z jest
zbiorem pierwszej kategorii typu Fy, ktory jest domknieto liniowalny. Zbiér C jest pierwszy znanym
w literaturze zbiorem, ktoéry jest c-liniowalnym rezydualnym zbiorem typu Gs, ale nie on jest
domkniegto liniowalny.

Praca [4] doczekala si¢ jednego cytowania w [AMSS].

NOWE METODY BADAWCZE

W tematyce liniowalno$ci i algebraizowalno$ci wiekszo$¢é autoréw stosuje metody analityczne.
Uzywane przez nas metody byly réznorodne - analityczne, algebraiczne oraz teoriomnogosciowe.
Zwlaszcza uzycie metod kombinatoryki nieskoriczonej pozwolito na znaczne wzmocnienie dotych-
czasowych wynikéw.

Nasze prace wzmacniaja wiele ze znanych wczes$niej wynikéw dzieki uzyciu mowych metod ba-
dawczych. Wprowadzilismy pojecie silnej algebraizowalnosci. Opracowali§my metode niezaleznych
zbior6w Bernsteina oraz metode dowodzenia silnej 2¢-algebraizowalnosci w R® i C¢. W dowodach
uzywali$my rodziny zbioréw niezaleznych i prawie roztacznych, strategii w grze Banacha-Mazura,
lematu Kroneckera w przypadku wielowymiarowym oraz twierdzenia Pringsheima, o iloczynie Cau-
chy’ego dla szeregow.

OPIS ARTYKULOW BEDACYCH KONTYNUACJA CYKLU JEDNOTEMATYCZNEGO

Bernal-Gonzélez uzyskal w [B-G] nastepujacy wynik. Zal6zmy, ze (X, p) jest przestrzenia z
miarg taka, ze X jest oSrodkowa lokalnie zwartg normalng przestrzeniag Hausdorffa spelniajaca



pierwszy aksjomat przeliczalnodci, a p jest ciggla regularng miarg borelowsks o pelnym nogniku.
Niech 1 < p < oo. Wéwcezas zbior

E:={feLP: fly ¢ L dla kazego niepustego zbioru otwartego U i kazdego q > p}

jest gesty w LP. Bernal-Gonzélez postawil pytanie o liniowalnosé i gesta liniowalnosé zbioru E. Z
drugiej strony zbiér LP\ (J >p LY, przy pewnych naturalnych zalozeniach o przestrzeni mierzalnej,
jest domknieto liniowalny [GPESS], [BGOC]. W naszej najnowszej pracy [GKP] rozwigzalismy z
Pedro Kaufmannem i Leonardo Pellegrinim problem Bernal-Gonzéleza, wzmacniajac jednocze$nie
powyzsze wyniki. Zalézmy, ze X jest przestrzenig topologiczng o przeliczalnej w-bazie, a p jest
borelowska miara bezatomowa zewnetrznie regularng o pelnym no$niku. Pokazalismy, ze E U {0}
zawiera podprzestrzen izometryczna z £,,, a wiec w szczegblnosci E jest domknieto liniowalny oraz
E jest gesto liniowalny.

W pracy [BG] badalismy zwiazki miedzy addytywnoscia rodzin funkeji i liniowalnoscia. Gamez-
Merino, Munoz-Fernandez i Seoane-Septlveda w pracy [GMS1] wykazali, ze jesli addytywnosé
A(F) rodziny F C RF jest wieksza niz ¢, to zbiér F jest A(F)-liniowalny. Autorzy zapytali, czy
warunek A(F) > ¢ mozna ostabié¢. Odpowiedzieliémy na to pytanie przeczaco.

Nasze pytanie o wolne algebry o 2¢ generatorach w R® i CC stato sie inspiracja do podobnych
rozwazan w algebrach uniwersalnych. Wspélnie z Tarasem Banakhem i Arturem Bartoszewiczem
pokazali§my w pracy [BBS], ze jesli A = (A,.A) jest algebra, to algebra AX = (AX, AX) zawiera
zbiér niezalezny mocy 2!X1.

W pracy [2]| postawiliémy pytanie, czy istnieje funkcja f : R — R, ktora jest nieciagta w kazdym
punkcie, przeksztalca zbiory zwarte na zbiory zwarte oraz przyjmuje nieskoniczenie wiele wartosci
na kazdym przedziale. W pracy [25] wpoélnie z Tarasem Banakhem, Arturem Bartoszewiczem i
Markiem Bieniasem odpowiedzieliSmy na to pytanie przeczaco, rozwazajac bardziej ogélne pytanie
o wlasnos$ci funkeji przeksztalcajacych zbiory zwarte na zbiory zwarte w przestrzeniach topologicz-
nych. Uzyskany wynik pokazuje, ze zbiér wszystkich funkcji f : R — R nieciagltych w zadnym
punkcie i przeksztalcajacych zbiory zwarte na zbiory zwarte nie jest silnie 1-algebraizowalny (cho¢
jest 2¢-algebraizowalny).

Dalsze badania nad problemami liniowalnosci, domknietej liniowalnosci i algebraizowalnosci
beda kontynuowane w ramach grantu SONATA pt. Wolno$é i niezalezno$é w algebrze i topolo-
gii, ktory zostal zakwalifikowany do realizacji w NCN-ie. Grant bedzie wykonywany wspélnie z
Tarasem Banakhem.

5. Na pozostale osiggniecia naukowo-badawcze sktadaja sie nastepujace publikacje.
Publikacje naukowe w czasopismach znajdujacych sie w bazie Journal Citation Reports (JRC):

[8] Szymon Glab, 2007, Descriptive properties related to porosity and density for compact sets
on the real line, Acta Math. Hungar., 116 (1-2) (2007), 61-71. [IF 2007: 0,366]

[9] Szymon Glab, 2008, Descriptive properties of families of autohomeomorphisms of the unit
interval, J. Math. Anal. Appl., 343 (2008) 835-841. [IF 2008: 1,046]

[10] Szymon Giab, 2009, Descriptive set-theoretical properties of an abstract density operator,
Cent. Eur. J. Math. 7(4), 2009, 732-740. [IF 2009: 0,361]

[11] Marek Balcerzak, Szymon Glab, 2010, On the Laczkovich—-Komjath property of sigma-ideals,
Topology Appl., 157 (2010), 319-326. [IF 2010: 0,447]

[12] Marek Balcerzak, Szymon Giab, 2010, Measure-category properties of Borel plane sets and
Borel functions of two variables, Acta Math. Hungar., 126 (3) (2010), 241-252. [IF 2010:
0,521]

[13] Szymon Glab, Filip Strobin, 2010, Dichotomies for L? spaces, J. Math. Anal. Appl., 368
(2010) 382-390. [IF 2010: 1,174]

[14] Szymon Glab, Filip Strobin, 2010, Descriptive properties of density preserving autohome-
omorphisms of the unit interval, Cent. Eur. J. Math., 8(5), 2010, 928-936. [IF 2010: 0,581]



[15] Szymon Glab, Filip Strobin, 2010, Porosity and the LP-conjecture, Arch. Math., 95 (2010),
583-592. [IF 2010: 0,483]

[16] Artur Bartoszewicz, Szymon Giab, Artur Wachowicz, 2011, Remarks on ideal boundedness,
convergence and variation of sequences, J. Math. Anal. Appl. 375 (2011) 431-435. [IF 2011:
1,001]

[17] Szymon Giab, 2011, LK property for o-ideals, Topology Appl., 158 (2011) 93-100. [IF 2011:
0,445|

[18] Piotr Borodulin-Nadzieja, Szymon Glab, 2011, Ideals with bases of unbounded Borel hierar-
chy, MLQ Math. Log. Q., 57 (2011), No. 6, 582-590. [IF 2011: 0,496]

[19] Marek Galewski, Szymon Glab, 2012, On the discrete boundary value problem for anisotropic
equation, J. Math. Anal. Appl., 386 (2012) 956-996. [IF 2011: 1,001]

[20] Marek Galewski, Szymon Glab, 2012, Continuous dependence on parameters for second order
discrete BVP’s, Cent. Eur. J. Math., 10(3) (2012) 1076-1083. [IF 2011: 0,440]

[21] Marek Galewski, Szymon Glab, Renata Wieteska, 2013, Positive solutions for anisotropic
discrete BVP, Electron. J. Diff. Equ., 32 (2013), 1-9. [IF 2011: 0,427]

[22] Szymon Glab, Filip Strobin, 2013, Dichotomies for Cy(X) and Cy(X) spaces, Czechoslovak
Math. J., 63(1), (2013), 91-105. [IF 2011: 0,262]

[23] Szymon Glab, Filip Strobin, Chan Woo Yang, 2013, Dichotomies for Lorentz spaces, Cent.
Eur. J. Math., 2013, 11(7), 1228-1242. [IF 2011: 0,440]

[24] Marek Balcerzak, Barnabas Farkas, Szymon Glab, 2013, Covering properties of ideals, Ar-
chive for Mathematical Logic., 52 (2013), 279-294. [IF 2011: 0,341]

[25] Taras Banakh, Artur Bartoszewicz, Marek Bienias, Szymon Giab, 2013, The continuity pro-
perties of compact-preserving functions, Topology Appl., 160 (2013), 937-942. [IF 2011:
0,445]

Publikacje naukowe w pozostalych czasopismach:

[26] Szymon Glab, 2002, Local and global monotonicity, Real Anal. Ezchange, 27 (2001/02), no.
2, 765-771.

[27] Szymon Glab, 2004, On the converse of Caristi’s fixed point theorem, Bull. Pol. Acad. Sci.
Math., 52 (2004), no. 4, 411-416.

[28] Szymon Glab, 2006, On parametric limit superior of a sequence of analytic sets, Real Anal.
Ezchange, 31 (2005/06), no. 1, 285-289.

[29] Szymon Glab, 2009, On complexity of continuous functions differentiable on cocountable
sets, Real Anal. Exchange, 34(2), 2008/2009, 521-530.

Moje pierwsze dwie prace [26] i [27] zawieraja wyniki uzyskane jeszcze podczas studiéw magi-
sterskich. Cho¢ ukazaly sie, gdy pracowatem nad doktoratem, to nie staly sie jego czescia.

Gléwnym celem mojej rozprawy doktorskiej, na podstawie ktorej powstaly cztery publikacje
(8], [9], [29] i [11], bylo badanie pewnych zbioréw, ktére w naturalny sposéb pojawiaja si¢ w ana-
lizie matematycznej, z punktu widzenia opisowej teorii mnogosci. Pokazalem, ze pewne rodzaje
zbior6w w przestrzeniach polskich majace wzglednie prosty opis sa koanalityczne nieborelowske.
W pracy [8] rozwazalem rodziny zwartych niepustych podzbioréw prostej opisanych za pomocs
operatora gestoSci Lebesgue’a i operatora porowatosci. W szczeg6lnosci pokazalem, ze rodzina
zbioréw zwartych na prostej, ktére w zadnym punkcie nie sg obustronnie porowate, jest podzbio-
rem nieborelowskim hiperprzestrzeni C(R) zbioréw zwartych niepustych z topologia Vietorisa. W
[9] pokazalem, ze zbior scisle singularnych homeomorfizméw przedziatu [0, 1] jest koanalityczny
nieborelowski, co bylo rozwigzaniem problemu postawionego przez Mauldina i Grafa w [GMW].



W [29] wykazalem, ze zbi6r funkcji w C[0, 1], ktore sg rézniczkowalne poza zbiorem przeliczal-
nym jest zbiorem koanalitycznym nieborelowskim, co byto uogélnieniem wyniku uzyskanego przez
Sofronidisa w [S]. Po doktoracie kontynuowalem te tematyke. W pracy [10] uogélniatem wyniki
artykutu [8] na przypadek abstrakcyjnych operator6w gestosci. We wspotpracy z Filipem Strobi-
nem wykazalismy w [14], ze rodzina homeomorfizméw odcinka [0, 1] zachowujacych punkty gestosci
Lebesgue’a jest zbiorem koanalitycznym nieborelowskim.

Laczkovich w swojej pracy [L] pokazal, ze jesli (B,) jest ciagiem zbioréw borelowskich w R
taki, ze dla kazdego nieskoniczonego zbioru indekséw H C N, zbiér

limsup B, = {z € R : z € B,, dla nieskoriczenie wielu n € H}
neH

jest nieprzeliczalny, to istnieje nieskoniczony zbiér G C N taki, ze iloczyn (), Bn jest nieprze-
liczalny. Na pytanie, czy mozna ostabi¢ zalozenie o tym, ze zbiory B, sa borelowskie, odpowie-
dzial Komjath w pracy [K]. Wykazal on, ze wlasnosé udowodniona przez Laczkovicha pozostaje
prawdziwa, jeSli zalozymy, ze ciag (B,) sktada sie ze zbioréw analitycznych. W rozprawie dok-
torskiej rozwazalem wlasno$¢ o-idealéw w przestrzeniach polskich, ktéra nazwalem wlasnoscia
Laczkovicha-Komjatha (LK). Niech X bedzie nieprzeliczalng przestrzenig polskg a J ideatem pod-
zbior6w X. Powiemy, ze J ma wtasnos$¢ (LK), gdy dla kazdego ciagu (A,) podzbior6w analitycz-
nych przestrzeni X, jezeli
VH € [w]“ limsup A4, ¢ J,
n€H

to istnieje zbiér G € [w]* spelniajacy warunek

() An¢J.

neG

W pracy [11] wykazalismy z Markiem Balcerzakiem, ze wlasnos¢ (LK) maja o—idealy generowane
przez relacje réownowaznosci typu F, w przestrzeniach polskich. Wynik ten zostal uogoélniony na
relacje koanalityczne przez Gao, Jacksona i Kieftenbelda w pracy [GJK]. W pracy [28] wykazatem
parametryczng wersje wyniku Komjatha. W artykule [11] zostal podany warunek konieczny na to,
by ideal o wtasnoéci (LK) mial réwniez parametryczng wlasnosé (LK). Wiasnos¢ (LK) badalem
po doktoracie w pracy [17], gdzie podatem kolejne przyktady o-idealéw o tej wlasnosci. Wiasno§é
ta byla takze badana przez Zapletala [Z] oraz przez Conley’a, Lecomte’a i Millera w pracy [CLM].
Prace [11] i [28] byly cytowane przez [Z].

Wspélnie z Filipem Strobinem badali$émy wlasno§é operacji mnozenia i splotu z punktu widzenie
g-porowatosci. Owocem tej pracy byly cztery artykuty [13], [15], [22] oraz [23]. Ostatnia z tych
prac zostala napisana we wspoélpracy z poludniowokoreariskim matematykiem Chan Woo Yang.
Niech (X,p) bedzie przestrzenia z miarg a LP(X) przestrzenia wszystkich funkcji f : X — R
takich, ze [, |f|Pdu < oo. W pracy [13] pokazalismy, ze zbi6r

{(fi,o o fa) ELP(X) x ... x IP*(X) : f1-- fn € L(X)}

jest albo réwny catej przestrzeni LP! (X)x...x LP~(X) albo jest o-porowatym podzbiorem LP* (X)x
... x LPr(X). Zalezy to od nastepujacych warunkow:

g 1,
i=1 p;?

(a) jaki jest znak liczby L — 3°
(b) czy liczba inf{u(A) : u(A) > 0} jest ré6wna czy wigksza od zera;
(c) czy wartos¢ sup{u(A) : u(A) < oo} jest skonczona czy nieskonczona.

W pracy [23] uogoélniliSmy ten wynik na przestrzenie Lorentza, uzyskujac analogiczng dychotomie.
W pracy [22] badaliémy podobna wlasnos¢ w przestrzeni Cp(X) funkcji znikajacych w nieskoriczo-
no$ci okreslonych na przestrzeni lokanie zwartej X, ktora nie jest zwarta, z miarg wewnetrzenie
regularng, a takze w przestrzeni Cy(X) funkcji ograniczonych okreslonych na przestrzeni normal-
nej X z miarg wewnetrznie regularng. W artykule [15] rozwazaliémy lokalnie zwarte grupy G z
lewostronng miarg Haara p. Zal6zmy, ze 1/p+1/q < 1i K jest dowolnym zwartym podzbiorem



G. Niech fxg(z) = [, f(¥)g(y~ x)du(y) bedzie splotem funkcji f i g. Pokazali$émy nastepujaca
dychotomie: zbi6r

{(f,9) € LP(G) x LY(G) : 3z € K splot f x g(z) jest dobrze okreslony},

jest rowny LP(G) x L1(Q), jedli G jest grupa zwarta, oraz jest on zbiorem o-porowatym, gdy G nie
jest zwarta. Tematyka ta ma swojg kontynuacji w pracach [AM1] i [AM2] iraiiskich matematykow
Akbarbaglu i Maghsoudi. Kazda z prac [13] i [15] byta cytowana w [AM1], [AM2] i [AMSS]. Praca
[22] byta cytowana w [AMSS].

W pracach [12], [18], [16], [BGRZ], [GO] oraz [24] rozwazam ze wspélautorami rézne wiasnosci
zbior6w matych, idealéow i o-idealéw. Prace te sa luzno powiazane tematycznie. W pracy [18]
rozwazaliSmy wspoélnie z Piotrem Borodulinem-Nadzieja o-idealy w przestrzeniach polskich i w
grupach polskich, ktére maja bazy borelowskie, ale nie maja bazy borelowskiej ztozonej ze zbioréw
¥0 dla zadnego a < w;. Zaproponowaliémy konstrukcje licznych o-ideatéw o tej wtasnosci. Jeden
z probleméw postawionych w pracy doczekal si¢ rozwigzania przez Rostanowskiego i Shelaha [RS].

W pracy [16] razem z Arturem Bartoszewiczem i Arturem Wachowiczem rozwigzaliSmy pro-
blem postawiony w pracy [FGT] dotyczacy istnienia ideatu Z na liczbach naturalnych dla ktérego
zachodzi rownos¢ W(Z) = c¢*(Z), tzn. rodzina wszystkich ciagéw o skonczonym Z-wahaniu jest
réwna rodzinie wszystkich ciagéw (z,), dla ktérych istnieje zbior N C N taki, ze N\ N € T
oraz (zn)nen jest zbiezny. WykazaliSmy istnienie takiego ideatu przy dodatkowym zalozeniu teo-
riomnogos$ciowym p = ¢. W pracy [12] wspolnie z Markiem Balcerzakiem rozwazaliSmy mieszane
produkty Fubiniego idealéw miary i kategorii. Pokazaliémy, ze nie sg one niezmiennicze na nietry-
wialne obroty, opisaliémy ,}adne” bazy tych idealéw oraz pokazaliémy jednostajne wersje twierdzen
Fuzina i Nikodyma dla funkcji dwoch zmiennych.

W pracy [24] wsp6lnie z Markiem Balcerzakiem i Barnabasem Farkasem badalismy wtasno$¢ po-
krycia dla ideatéw. Niech X bedzie przestrzenig polska i niech B oraz I beda odpowiednio o-ciatem
zbioréw borelowskich i o-idealem o bazie borelowskiej. Niech dodatkowo J bedzie ideatem podzbio-
réw N. Powiemy, ze I ma wlasnos¢ J-pokrycia, jesli dla kazdego ciagu (A, ) zbioréw borelowskich
takiego, ze limsup, cy A, = X, istnieje zbior indeksow S € J taki, ze X \ limsup,cg A4, € I.
Definicja ta jest motywowana praca [E] Elekesa, gdzie byta rozwazana powyzsza wlasno$¢ w przy-
padku, gdy Z jest o-idealem zbior6w miary zero, za§ J jest idealem zbioréw o gestosci zero. W
pracy badamy zwigzek miedzy wlasnoscia pokrycia i wlasno$ciami forsingu Py = (B\ I,C). W
pracy podali$my charakteryzacje ideatéw borelowskich J dla ktérych o-ideat zbioréw pierwszej ka-
tegorii ma wtasnosé pokrycia. Podaliémy liczne przyklady par I i J dla ktérych wlasno§é pokrycia
zachodzi oraz tych dla ktorych nie zachodzi. Wykazaliémy takze pewne strukturalne twierdzenia
dotyczace wtasnosci pokrycia.

Prace [19]-[21] dotyczg réwnan réznicowych. Wspoélnie z Markiem Galewskim badalismy ist-
nienie rozwigzan pewnych réwnan réznicowych uzywajac metod rachunku wariacyjnego. W pracy
[20] badali$my rozwiazania pewnego réwnania przez wyznaczenie punktéw siodtowych funkcjonatu
zwiazanego z tym réwnaniem. Dokladniej, zbadane zostalo istnienie rozwiazan ukladu réwnan
réznicowych oraz jego zalezno$ci od parametru. Zastosowano nier6wno$¢ min-max von Neumanna
oraz metody wariacyjne. W pracy [19] zbadano istnienie rozwigzan dyskretnego réwnania anizo-
tropowego z warunkami brzegowymi typu Dirichleta. Zastosowano bezposrednia metode rachunku
wariacyjnego oraz Lemat o Przeleczy Gorskiej. W tej samej pracy podane zostato twierdzenie o ist-
nieniu trzech puntkéw krytycznych dla pewnych nieliniowych funckjonatéw dziatania. Szczeg6lnym
przypadkiem takiego funkcjonaltu, jest funkcjonal Eulera zwigzany z réwnaniem anizotropowym
dyskretnym. Wprowadzone przez nas twierdzenia rozszerzaja wyniki uzyskane w pracach [MRT]
i [CIT]. Badanie istnienia co najmniej trzech rozwiazan dla zadan brzegowych zar6wno ciagltych
jak i dyskretnych zostalo zapoczatkowane w pracach Ricceriego i kontynowane przez szkole mate-
matykow wioskich [R1], [R2], [R3], [R4], [CIT], [Bo] i [Ch]. Usykany przez nas rezultat wpisuje si¢
w nurt badan idacy co prawda w kierunku zastosowan do probleméw dyskretnych, ale wydaje sie,
ze zastosowanie uzyskanego rezulatu do problemoéw ciaglych jest réwniez mozliwe przy wariancie
badan z zastosowaniem stabych topologii. W pracy [21] podaliémy warunki dostateczne na ist-
nienie rozwigzan dodatnich réwnania anizotropowego. Zastosowano Lemat o Przeleczy Gorskiej
w przypadku funkcjonatu niekorecytywnego (oraz nie antykoercytywnego) wraz z twierdzeniem
Karusha-Kuhna-Tuckera. Uzyskane wyniki sa wzmocnieniem rezultatéw podanych w [TG] nawet



dla przypadku p-Laplasjaniu i moga one byé rozszerzone w kontekscie zastosowania twierdzen o
trzech punktach krytycznych do uzyskania nowych wynikéw dotyczacych rozwiagzan wielokrotnych.
Praca [19] byta cytowana w [BJS1], [BJS2] i [BE].

6. Ksztalcenie mlodej kadry.
W sktad mojego dorobku wchodza artykuly napisane wspélnie z doktorantami Instytutu Ma-
tematyki Politechniki Lodzkiej [2], [4], [21], [25] oraz [BGRZ], [GO].
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