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4. GEOMETRYCZNY OPIS WIAZKI GAUSSOWSKIEJ

Uproszczenie skalarnego réwnania Helmholtza do réwnania przyosiowego
okazato si¢ bardzo wuzyteczne. Rozwigzania tego rdéwnania zaowocowaty
wprowadzeniem struktury modowej propagujacej sie wigzki laserowej. Nalezy sobie
jednak zdawaé spraweg z tego, Ze te rozwigzania majg charakter przyblizony. Ich
doktadno$¢ maleje w miare oddalania si¢ od osi wigzki i wraz z rzedem modéw.

Wszystkie zaproponowane w rozdziale 3. przyblizone metody opisu propagacji
wigzki laserowej bazowaly na obrazie falowym takiej wigzki. Innym obrazem
stosowanym do opisu propagacji wiazek optycznych jest obraz geometryczny,
bazujacy na pojeciu promieni swietlnych. Oba podejscia konkurowaty ze sobg az do
czasow J. C. Maxwella, kiedy to teoria falowa zyskata na znaczeniu. Jednakze
wspoOiczesna optyka geometryczna pozwala osiagnag¢é wyniki catkowicie zgodne
z rezultatami optyki falowej. W niektorych przypadkach metody optyki geometryczne;j
sg znacznie efektywniejsze od metod optyki falowe;j.

Opis metod optyki geometrycznej mozna znalezé w wielu podrecznikach. Dalsza
czes¢ tego rozdziatu oparta jest w znacznej czesci na ksigzce Krawcowa i Ortowa [21].

Opis wiazki gaussowskiej podany ponizej bedzie wykorzystywany w dalszej

czgsci pracy.

4.1. Réwnania optyki geometrycznej dla rownania Helmholtza

Informacja o rozktadzie natezenia $wiatta w monochromatycznej wigzce
o czestotliwosci katowej @ propagujacej si¢ w danym osrodku jest zawarta
w skalarnym réwnaniu Helmholtza wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi
(por. (5)):
Au(7)+kle(F u(F)=0, (87)
gdzie

b=2. o) (7). 9
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We wzorach (87) i (88) ¢ oznacza predkos¢ swiatta w prézni, natomiast £(7) i n(r)
przenikalnos¢ dielektryczng wzgledng i wspdtczynnik zatamania osrodka
odpowiednio. Ostatnia relacja w (88) obowigzuje dla osrodkéw niemagnetycznych.
Podstawowe rozwigzania réwnania (87) dla osrodka jednorodnego o wspdtczynniku
zalamania n=ng=const s3 dobrze znane. Przyktadowo, rozwigzanie w postaci
niettumionej, jednorodnej fali ptaskiej mozna zapisa¢ w postaci:
u(i)= Aexp(i? (7)), ¥(F)=kon,Foé,, (89)
gdzie A jest amplituda (stalg) fali, €, oznacza wektor jednostkowy w kierunku
propagacji fali, a ¥(7) jest jej faza.
W przypadku ogélnym (dowolna fala, dowolny osrodek) w ramach optyki
geometrycznej rozwigzan rownania (1) poszukuje si¢ w postaci:
u(7)= A(F)exp(¥ (7)), #(7)=koy(7). (90)
Wielkos¢ w(7)nosi nazwe eikonatu fali. W wickszosci zastosowarn optyki
geometrycznej dos¢ restrykcyjnie (ale nie zawsze, z czego bedzie korzystaé si¢ w tej
pracy) przestrzega si¢ zatozenia, ze eikonat nie zalezy od liczby falowej ky. Wynika to

stad, ze rozktad przestrzenny A(7) amplitudy fali jest poszukiwany w postaci szeregu
wzgledem poteg odwrotnosci tej liczby falowej:
= A

A(F) mZ:‘) oy 91)

Powyzsze rozwinigcie amplitudy fali na ,,amplitudy czastkowe” nosi nazwe

rozwiniecia Debye’a lub rozwinigcia Luneburga—Kleina. Szereg (91) jest tym szybciej

zbiezny im wigksza wartos¢ ma liczba falowa k;. Z tego wzgledu optyke

geometryczng okresla si¢ jako krétkofalowa granice optyki falowej. Po podstawieniu

zatozonej postaci rozwigzania do réwnania Helmholtza (77) otrzymujemy uktad

rownan rozniczkowych dla eikonatu y i dla amplitud A,,:

%m“;vﬁnu 2(VA,)o (Vi )+ A,Ap =0
«u % 5 5 e
A, / B e 2( A (VW+A1A‘//— AA, 92)

A3 XJML)L&;/ }/Z(ﬂ««i
W2 |
AD | A‘D : Ao
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Pierwsze z tych réwnan nosi nazwe réwnania eikonatu, a pozostate réwnan transportu
odpowiednio zerowego, pierwszego itd. rzedu. Dla uproszczenia w rownaniach (92)
nie zapisano jawnie zaleznosci amplitud i eikonatu od potozenia. Jak widac,
rozwigzujac rOwnanie transportu m-tego rzgedu mozemy wyznaczy¢é rozktad
przestrzenny amplitudy tez m-tego rzedu, pod warunkiem, ze znamy rozktad
przestrzenny amplitudy rzedu m—1 oraz eikonal. Nie dotyczy to, oczywiscie,
amplitudy zerowego rzedu, do wyznaczenia ktdérej niezbedna jest tylko znajomo$é
eikonatu. Oznacza to, ze ,,zrédlem” amplitud rzedéw od pierwszego poczawszy sa
amplitudy rzedu o jeden nizszego. Przyjmuje si¢, ze te amplitudy opisujg efekty
dyfrakcyjne towarzyszace propagacji wigzki falowe;j.

Warunki brzegowe dla réwnania Helmholtza maja posta¢ rozktadu warto$ci
amplitudy fali u:uo(g", 77) zadanego na pewnej powierzchni Q, okreslonej np.
parametrycznie rOwnaniem

Py =G )., 93)
gdzie £ 1 77 oznaczaja wspétrzedne na powierzchni Q (w ogdlnosci krzywoliniowe).
Aby warunki te przenies¢ na grunt optyki geometrycznej funkcije uo(f, 1) nalezy

rozwing¢ na szereg Debye’a:

u’(&m) = Z : f) 0 explikoy *(€.m). ©4)
Wobec tego warunki brzegowe dla eikonatu i amplitud przyjmuja postac:
o=y lr, ) SW° €. @plg=a, (7, EANE D, 95)

4.1.1. Rozwigzania ogélne réwnan optyki geometrycznej

Rozwiagzanie rownania dla eikonatu (pierwsze réwnanie w (92)) z warunkiem

brzegowym (95) mozna zapisa¢ w postaci
)=y (& mi+[n’ (F )T, (%)
0

gdzie calkowanie wykonuje si¢ wzdtuz krzywej charakterystycznej réwnania eikonahu.
Te krzywa charakterystyczng utozsamia sie z trajektoriq promienia (w sensie
geometrycznym). Zmienna 7 jest biezacg zmienng wzdhuz promienia. Réwnania dla

trajektorii promienia mozna zapisa¢ w postaci hamiltonowskiej:
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ar (97)

a’p 1 &
—Vn
o ()

gdzie

p=Vy -
d

W—p iRy

drt

Wielko$¢ p nosi nazwe ,,pedu” promienia (promieniowego). Wektor ten jest styczny

do trajektorii promienia i jednoczesnie normalny do powierzchni statego eikonatu

(statej fazy). Z ostatnich réwnan wynikaja warunki poczatkowe dla promieni:
P, =Vv &) ©9)

skad wyznacza si¢ dwie sktadowe poczatkowego ,,pedu” promienia wychodzacego

z danego punktu 7°. Trzecig sktadowa wyznacza si¢ z drugiego réwnania uktadu (98)
(czyli réwnania eikonatu), tzn.

(B P=n2(7°). (100)
Réwnanie to posiada zawsze dwa rozwigzania, ktére odpowiadaja dwém mozliwym
kierunkom propagacji wiazki falowej. Nalezy podkreslié, ze rozwiazujac powyzsze
rownania otrzymujemy trajektorie promieni we wspétrzednych promieniowych &, i t:

F =707 ) (101)
Pozwala to przesledzi¢ bieg promienia, jezeli jest zadany jego punkt wyjscia
z powierzchni Q. W wigkszosci przypadkéw jednak jest niezbedna znajomo$é
promieni docierajgcych do wybranego punktu obserwacyjnego, np. do detektora
swiatta. W tym celu nalezy rozwigza¢ uktad réwnan (101) wzgledem wspétrzednych
promieniowych. Jest to tzw. zagadnienie odwrotne optyki geometrycznej. Na ogét
rownania (101) s3 réwnaniami nieliniowymi i ich rozwigzanie moze nie byé tatwe.
Poza tym dla ustalonego punktu obserwacji réwnania te mogg mie¢ wiele rozwigzan.
Woéwczas wypadkowe pole w tym punkcie jest suma p6l pochodzacych od wszystkich
docierajgcych do niego promieni. Nalezy pamigtaé, ze sktadane pola s3 polami
wektorowymi. Jezeli postugujemy si¢ skalarnym réwnaniem falowym, ktére nie
zawiera informacji o stanie polaryzacji opisywanej wiazki falowej, to stan ten nalezy

okresli¢ na podstawie innych rozwazan.
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Aby powyzsze rozwigzania byly kompletne, nalezy wyznaczy¢ jeszcze zmiany
amplitud czastkowych wzdluz promienia. Odpowiednie wyrazenie dla zerowej

amplitudy ma postac

12
Ao(r)=AO(O){—gE—2ﬂ , (102)
gdzie
d(x,¥,2)
Dipei te) (103)
- 9(5.7,7)

jest jakobianem przejScia od zmiennych kartezjanskich (x,y,z) do zmiennych
krzywoliniowych (&, 77, 9) (réwnania (101)).

Fizycznie rzecz ujmujac, warunek (102) wynika z zasady zachowania energii
W tzw. rurce promieni.

Znane s3 rowniez rozwigzania réwnan transportu wyzszych rzedéw, ale nie beda
one w tej pracy wykorzystywane. Poniewaz obliczenie odpowiednich catek jest bardzo
trudne, bardzo rzadko rozwiazuje si¢ réwnania transportu wyzszych rzedow.
Konieczno$¢ taka wystepuje, gdy rozwiazania nizszych rzedéw nie zapewniaja

odpowiedniej doktadnosci.

e e e

Jak widaé, sg znane ogdlne postaci rozwigzan réwnan optyki geometrycznej,
jednakze obliczenie odpowiednich catek w ogélnym przypadku moze by¢ bardzo
trudne lub prowadzi¢ do bardzo skomplikowanych wzoréw. W tej sytuacji duzego
znaczenia nabierajg metody obliczen przyblizonych. Jedna z powszechniej

stosowanych metod jest rachunek zaburzen, ktéry mozna stosowac, gdy
e(F)y=€,(FHV(F) o n*(F=m (FHv(F), (104)
przy czym musi zachodzi¢
v(7) <<le, (F) . (105)
Oznacza to, ze sktadnik v(F7) przedstawia niewielkie zaburzenie w rozkladzie

przenikalnosci elektrycznej osrodka. Oczywiscie, w rachunku zaburzen zaktada sig, ze
s3 znane réwnania promieni dla wigzki propagujacej si¢ w osrodku o przenikalnosci

elektrycznej £,(7) .
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W tej sytuacji rownania eikonatu i promieni przyjmuja postac

Gy ) =n2(F)+v(F)

e L (106)
=—Vn (F)=—Vn,(r)+ =Vv(r
AT ()= nd )+ 2V V()
a ich rozwigzan poszukuje si¢ w postaci
P =R (D) E T (107)

Tutaj 7,(7) przedstawia trajektori¢ promienia w osrodku niezaburzonym, czyli

rozwigzanie rOwnania

=—Vng (7). (108)

Pozostate sktadniki w (107) przedstawiaja pierwsza, druga itd. poprawki do trajektorii
promienia.
Ograniczajac sie do pierwszej poprawki mozemy napisac:
e B G e
=L 0 C h Un2(F4E )+ =V v (5 4F ). (109)
gy a7 di ] 2

Dokonujgc odpowiednich rozwinig¢ na szeregi w wyrazeniach po prawej stronie tej

réwnosci

2_,+.. 2= +v 2y or+...
{no(ro ’"1):”0(”0) [ nO(rO)] i (110)

v(r+7)=v (7 )+[V v(F, )]° A
otrzymujemy ostatecznie réwnanie na pierwszg poprawke do trajektorii promienia

W postaci

gkl e
= eV ()5 Vv (). (1

Po rozwigzaniu tego rownania wyznaczamy eikonat (por. (96)):

7Y E [ G (Wi (2 D 5 e o (2 D )

Jak widaé, catkowanie odbywa si¢ wzdluz poprawionego promienia. W prostszej
wersji, gdy trajektoria promienia ulega zaniedbywalnym zmianom, mozna catkowac
wzdtuz niezaburzonego promienia. Jednakze ten sposéb postepowania moze nie

zapewni¢ pozadanej doktadnos$ci rozwigzania.
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Mozna rowniez poszukiwa¢ wyrazenia na eikonat w postaci szeregu

v (7w, (P (F v, (F (113)

gdzie kolejne poprawki spetniajg relacje:
o (7)) >> yr, ) >, (F> ... (114)

Uwzgledniajac w (113) rozwinigcie (107) mozemy napisac:
= N e - S Y - 1. &V _
Vl//(”): VV’O(”O)“*' (’”1 OVXV Wo(ro))‘f‘a(”l °V> (V ’//o(’”o))'*'-“ +

Vi (5)+ G o V)V, (7)+ ..+ )
Vi, (7)+...+

W powyzszym rozwinigciu jawnie wypisano tylko sktadniki do drugiego rzedu
wigcznie. W tej sytuacji podstawiajac to rozwiniecie do réwnania eikonatu (w uktadzie
rownan (92)), a takze rozwinigcia (110), i przyréwnujac do siebie sktadniki o tej samej

doktadnosci otrzymujemy réwnania na kolejne poprawki do eikonatu:

(Vw0 5)P=n (7);

A A

(Vo 7)b Wy () —%(‘7 v, (7)) (116)

Pierwsze z tych réwnan przedstawia réwnanie eikonatu dla zagadnienia
niezaburzonego (o ktérym zaktadamy, ze znamy jego rozwiazanie). Kolejne réwnania
sa rownaniami na kolejne poprawki do niezaburzonego eikonatu. Korzystajac
z wiasnosci charakterystyk réwnania eikonatu, ich rozwigzania ogélne mozna zapisaé

W postaci:

wz(%)=—%f(vm(?o))2dr'; (117)
0

Nalezy dodac, ze najczgsciej obliczenia ogranicza si¢ do poprawek pierwszego rzedu,

co daje:
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w (P v (G i (o Vo () + v, () ) .. (118)

Po wyznaczeniu trajektorii promieni wyznaczamy amplitude fali® obliczajac

jakobian z odpowiednia doktadnoscia (por. (102) i (103)):

1/2 s
D(0) (747 +...)
e T (119)
Aobital )[Dm] e

Podstawiajac otrzymane wyrazenia do (90) otrzymujemy ostateczng postaé¢ rozktadu

amplitudy w analizowanej wigzce monochromatyczne;.

Szczegdlnie prostg sytuacje mamy wéwczas, gdy rachunek zaburzen stosujemy do

niewielkich zmian wspétczynnika zatamania Swiatta w o$rodku jednorodnym, tzn. gdy
n,(7,)=n, = const . (120)

Pierwsza poprawke do trajektorii promienia przedstawia wzér (por. wzor (111)):
T
R=F’+p 7+ | (' )F, (7')d 7, (121)
0
gdzie Flo i 1310 wyznacza si¢ z warunkéw brzegowych dla wigzki zaburzonej oraz

Fi(r) = %WV(FO ). (122)

Natomiast eikonat zaburzonej fali opisuje wyrazenie:
v (F)w (& m+ nie+[v(F+7 )d e (123)
0

Nalezy pamigtac, ze poprawke do eikonatu wigzki przedstawia nie tylko wystepujgca
w ostatnim wzorze catka, ale takze wspéirzedna biezaca promienia 7 zmieniajgca sie

na skutek zmiany trajektorii promienia. . : "
CUAS S a\\)}’(l/{ﬁ,\ e O)UO&DM’\ \(60/04’(0’14”\

Jak juz podano w rozdziale 3., charakterystycznym miejscem wigzki gaussowskiej
jest tzw. przewezenie, w ktérym fala $wietlna ma charakter fali ptaskiej, a rozktad
amplitudy tej fali opisuje funkcja Gaussa. Przyjmujac, ze przewezenie to znajduje sie

w plaszczyznie z =0, co oznacza, ze wigzka propaguje si¢ réwnolegle do osi OZ,
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mozemy ptaszczyzng te przyja¢ za powierzchni¢ Q, na ktérej zadaje si¢ warunki
brzegowe. W tej sytuacji mozemy napisac:
D e b Wiorad- s
S e i Ul ) = By Rl et (124)
zawedl o W Cesityt . 2b

g
Y\ oM« By (% O
gdzie Ej jest natezeniem pola elektrycznego w srodku wiazki, natomiast b, oznacza

natezeniowy promiefi wigzki. Na ptaszczyznie Q, czyli na ptaszczyznie z=0,
najprosciej wybra¢ kartezjanski uktad wspétrzgdnych, w ktérym wspéhzedne & i 7
pokrywajg si¢ ze wspétrzednymi x i y uktadu wiazki. Przyjmujac wspétrzedne punktu
wyjscia promienia z ptaszczyzny z = 0 w postaci
#=len] (125)
mozemy przedstawic¢ funkcje (124) w postaci Debye’a nastepujaco:
i 1€+
uy,(c,n)=E,exp| ik, —-2——-2|. (126)
(&M =E, P{ 0 2kob?
Przy takim przedstawieniu brzegowego rozktadu pola elektrycznego w wiazce
wyrazenie na jej brzegowy eikonat oraz brzegowa warto$¢ amplitudy zerowego rzedu

maja postac:

2 7
0 5 +7
e . A(0)=E,.
v (E,m) lzkobg Oy ="E, (127)

Jak wida¢, w tym przypadku eikonat jest funkcjg liczby falowe;j k.
Mozemy teraz wyznaczy¢ dwie sktadowe poczatkowego ,.pedu” promienia na

plaszczyznie z = 0:

s

”0=§1//°, A ? il (128)
p0= L7
Labobi

Trzecig sktadowa poczatkowego .pedu” promienia w o$rodku jednorodnym

0 wspotczynniku zatamania ny wyznaczamy z rtéwnania (por. réwnanie (100)):

BV =(p2 ) +(p2F +(p2F=n, (129)
co daje
Byt 1) 1+§2+2772. (130)
<R

Wl tsgea A v d A0

%O //33 &‘m}\/{“%ewio
JUCwyf;g RMQZMDMV\ - o= k@ N
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Tutaj zz = kobo 1o jest dtugoscig Rayleigha (por. (3)). Znak dobiera si¢ w zaleznosci od
kierunku propagacji wigzki — w dalszych obliczeniach przyjeto, ze fala propaguje si¢
w dodatnim kierunku osi OZ (znak +).

W tej sytuacji rozwigzania réwnan (97) sa nastepujace:

P =const, (131)
oraz
R Ty= f[ +—z')
F=r'+p° o @)= 77[1+—T] (132)
+
Ho = m, 1+ 5
iR

Scatkowanie réwnania dla eikonatu (96) réwniez nie nastrgcza trudnosci.

Otrzymujemy (por. (123)):

2 2
9 2*’7 : (133)
<R

Do kompletu nalezy jeszcze jokresli¢ zmiang amplitudy fali wzdtuz promienia:

w () =y +nit, Y =in,

W tym celu nalezy obliczy¢ jakobian przejscia od zmiennych (x, y, z) do zmiennych

(& 1, ©. Odpowiednie pochodne wynosza:

ARy S SROTE N e e e
o a7 Zg o7 2z OF Zp . 06 07
e n,t& ot n,Tn
a 2 92 a 2 2 "
iR 2R

2 2
—ai n +§——+L. (134)



