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Ponizej znajduje sie oméwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikéw wraz z omo-
wieniem ich ewentualnego wykorzystania.

Pojecie zbieznosci filtrowej ciagu jest uogélnieniem pojecia klasycznej zbieznosci ciggu. Pojecie
to zostalo wprowadzone przez Cartana w 1937 roku ([Car37]) i od ukazania sie w 1940 roku
ksigzki Bourbakiego ([Bou40]) stalo si¢ waznym narzedziem uzywanym w topologii ogdlnej i analizie
funkcjonalnej. W wielu wspolcezesnych pracach uzywana jest dualna notacja

zbieznosci idealowej (np. w czesto cytowanej pracy [KSVVOI]) i takiej terminologii bede uzywal
w tym referacie.

PODSTAWOWE OZNACZENIA I DEFINICJE

Idealem na zbiorze liczb naturalnych N bede nazywal dalej dowolna rodzine podzbioréw N
zamknieta ze wzgledu na operacje wykonywania skonczonych sum i brania podzbioréw. Czasami
zamiast idealéw na zbiorze N bede rozpatrywal idealy na innym zbiorze przeliczalnym, np. na
zborze liczb wymiernych Q. Bede méwil, ze ideal Z jest wlasciwy, jezeli N ¢ Z. Uzywajac w tym
referacie stowa ,ideal” bede zakladal, ze jest to ideal wlasciwy. Idealy bede oznaczal symbolami



7, J. Symbolem Z* bede oznaczal filtr dualny do Z, tj. zbiér {N\ A : A € Z}. Symbolem Fin bede
oznaczal ideal wszystkich skonczonych podzbioréw N.

Ideal Z bede nazywal P-idealem, jezeli dla dowolnego ciagu (A, ), oy zbioréw nalezacych do 7
mozna wskaza¢ zbior A € 7 taki, ze A, \ A jest skonczony dla wszystkich n € N.

Utozsamiajac podzbiory z ich funkcjami charakterystycznymi mozna rozpatrywac rodzine P (N)
jako zbiér homeomorficzny ze zbiorem Cantora. Mozemy wiec moéwic, ze ideal I jest typu Fy
(odpowiednio, Z jest analityczny) jezeli Z jest podzbiorem typu F,, zbioru Cantora (odpowiednio,
jezeli Z jest ciagglym obrazem zbioru typu Gs w przestrzeni polskiej).

Funkcje ¢ : P (N) — [0, +00] bede nazywal podmiarg, jezeli ¢(0) = 0, ¢ jest monotoniczna
(tj. #(A) < ¢(B) o ile A C B) oraz ¢ jest podaddytywna (tj. ¢(AU B) < ¢(A) + ¢(B)). Bede
réwniez zakladal, ze ¢(N) > 0.

Podmiara ¢ jest dolnie péiciggla (dalej: Isc), jezeli ¢(A) = lim,, o #(AN{0,1,...,n}) dla kaz-
dego A C N. Jezeli ¢ jest podmiarg lsc, to symbolem ,,||-[|,” bede oznaczal podmiare zdefiniowana
nastepujaco:

All, = lim ¢(ANn{n,n+1,n+2...}), dla dowolnego A C N.

Mazur i Solecki podali charakteryzacje idealéw typu F, oraz P-idealéw analitycznych w jezyku
dolnie pélciagtych podmiar okreslonych na rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru liczb natural-
nych:

1. ideal 7 jest typu F, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dolnie péliciggla podmiara ¢ taka, ze
IT={ACN: ¢(A) < oo} ([Maz91]);

2. ideal 7 jest P-idealem analitycznym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dolnie péiciggla pod-
miara ¢ taka, ze Z = {A C N : ||A]|, = 0} ([Sol99]).

Dalej symbolem Exh (¢) bede oznaczal rodzing zbioréw: {A C N : [|A]|, = 0}. Zgodnie ze wspo-
mnianym powyzej twierdzeniem Soleckiego, ideal Z jest P-idealem analitycznym wtedy i tylko
wtedy, gdy mozna go zapisa¢ w formie Z = Exh (¢) dla pewnej podmiary Isc.

ZBIEZNOSC IDEALOWA NA DUZYM ZBIORZE

Niech z,, € R dla kazdego n € N. Méwimy, ze cigg (T, )nen jest Z-zbiezny do liczby rzeczywistej
z jezeli
Veso {neN: |z —z,| 2c} €T

Na oznaczenie takiej zbieznosci bede uzywal notacji:

r =27 limz,,
neN

lub, jezeli zbieznos¢ odbywa si¢ na zbiorze A € P (N)\ Z:

r=71— llg}q Tise
Jezeli T = Fin, to Z-zbiezno$¢ ciagu jest réwnowazna klasycznej zbieznoéci. Wiadomo tez, ze jezeli
T jest P-idealem, to Z-zbieznosé jest réwnowazna klasycznej zbieznosci na zbiorze z filtra dualnego
do T ([KSWO1]).

W pracy [1] rozwazaliSmy pytanie o Z-zbieznos¢ Z-podciagéw ciagu liczb rzeczywistych. Przez
ZI-podciqg ciggu (x,,), bede rozumial funkcje (z,), [ A, dla pewnego A ¢ Z. Méwimy, ze ideal
ma wlasno$é Bolzano-Weierstrassa (w skrocie: wlasnos¢ BW), jezeli dla dowolnego ciagu ogra-
niczonego istnieje jego Z-podciag Z-zbiezny. Analogicznie, ideal ma skorczong wiasnosé Bolzano-
Weierstrassa (w skrécie: wiasnosé FinBW), jezeli dla dowolnego ciagu ograniczonego istnieje zbior
A ¢ T taki, ze ciag ten po obcieciu do zbioru A jest zbiezny (w klasycznym sensie). Dla P-idealéw
wlasnosci BW i FinBW sa réwnowazne.

Podali$my przyklady idealéw ktére maja, oraz idealéw ktére nie maja wiasnosci BW (FinBW).
Scharakteryzowali$émy te wlasnosc:



e w jezyku rodzin rozcinajacych: ideal T nie ma wlasnosci Bolzano- Weierstrassa wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje rodzina przeliczalna rozcinajgca algebre Boole’a P (N) /T;

e w podklasie P-ideatéw analitycznych: P-ideal analityczny ma wlasnos¢ BW (FinBW) wtedy
i tylko wtedy, gdy mozna go rozszerzyc¢ do idealu wlasciwego typu F,.

Przy zalozeniu Hipotezy Continuum, w drugiej z przedstawionych powyzej charakteryzacji warunek
rozszerzalnoéci do idealu wlasciwego typu F, moze zostac¢ zastapiony przez rozszerzalno$¢ do P-
ideatu maksymalnego!.

Niech Z i J beda idealami na zbiorach przeliczalnych. Bede pisal, ze 7 <y J jezeli istnieje
funkcja f: N — Ntaka, ze f![A] € J dlakazdego A € Z. Relacja ,<x” jest relacja quasi-porzadku,
ktora bede dalej nazywal, zgodnie z tradycja, porzadkiem Katétova®. W swoim doktoracie [MAQ9)]
Meza-Alcantara pokazal, ze wlasno$é FinBW idealu J jest réwnowazna nastepujacemu warunkowi:

conv £ J,

gdzie ideal conv jest rodzina tych podzbioréw zbioru Q, ktére maja skonczenie wiele punktéw
skupienia.

Hrusék sformulowal pytanie, czy dla idealéw borelowskich wlasnos¢ FinBW jest réwnowazna
rozszerzalnosci do ideatu typu F, ([Hrull, Q. 5.16])%. Z charakteryzacji przedstawionej w pracy (1]
wynika, ze odpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca w klasie wszystkich P-idealéw analitycznych
(o ile mi wiadomo, pytanie Hrusédka w ogdlnym sformulowaniu pozostaje nadal otwarte).

Bede méwil, ze podmiara ¢ jest nieatomowa, jezeli dla dowolnego £ > 0 istnieje partycja zbioru
N na skonczenie wiele zbioréw Ag, Ay, ..., A, 1 taka, ze ¢(A;) < ¢ dla kazdego i = 0,1,...,n — 1.
Wlasno$é ta byla rozpatrywana np. w pracach [DP00], [DL08] (do pracy [DEO8] odniose si¢ jeszcze
w nastepnym rozdziale). W pracy [1] udowodnili$my nastepujaca charakteryzacje wlasnosci BW
dla P-idealéw analitycznych.

Twierdzenie 1. Niech Z = Exh(¢) bedzie P-idealem analitycznym. Wowczas nastepujgce warunki
sq réwnowazne:

1. T nie ma wilasnosci Bolzano-Weierstrassa,
2. podmiara |-|| 4 jest nieatomowa.

KOMBINATORYCZNE WLASNOSCI IDEALOW GENEROWANYCH PRZEZ PODMIARY

Bedziemy moéwili, ze podmiara ¢ jest zdominowana przez podmiare v jezeli dla kazdego € > 0
istnieje § > 0 taka, ze ¢(A) < € o ile Y(A) < §. Bedziemy mowili, ze ¢ 1 ¥ sa rownowazne jezeli ¢
jest zdominowana przez 1) oraz v jest zdominowana przez ¢. Wiadomo, ze jezeli podmiary ¢ i 9
sa réwnowazne, to Exh (¢) = Exh (v).

W pracy [DLO8] autorzy rozwazali problemy zwigzane z dominowaniem podmiar. W szczegol-
noéci, interesowata ich odpowiedz na pytanie, czy jezeli Exh (¢) C Exh () i Exh (¢) jest podmiara
nieatomowa, to Exh (¢) réwniez jest nieatomowa. Odpowiadajac twierdzaco na to pytanie sformu-
lowali nastepujace warunki (A), (B) i (C).

Dla ustalonej podmiary ¢, ciag (Ay)nen podzbioréw zbioru liczb naturalnych N bede nazywat
o-ciggiem?, jezeli

10} (U Fn> = 0 dla dowolnej rodziny zbioréw skonczonych F,, C A, (n € N).
neN

W literaturze w tym kontekscie czesciej uzywa sie¢ dualnego pojecia ultrafiltru. Zbiér wszystkich ultrafiltrow
okreslonych na zbiorze N z odpowiednio zdefiniowana topologia stanowi uzwarcenie Cecha-Stone’a zbioru liczb
naturalnych. Pojecie P-idealu maksymalnego jest pojeciem dualnym do pojecia P-punktu w uzwarceniu Cecha-
Stone’a zbioru liczb naturalnych.

2Podana definicja zostala wprowadzona przez Katétova w pracach [Kat68] i [Kat72] w celu badania filtrowej
zbieznosci ciagéw funkcyjnych.

3Hrusdk w swojej pracy uzywa réwnowaznej definicji wlasnoéci BW sformulowanej przy uzyciu porzadku
Katétova. Oryginalne pytanie brzmialo, czy dla idealu borelowskiego J nastepujace warunki sa réwnowazne:
(1) conv €k J; (i) J moze zostac rozszerzony do idealu wlasciwego typu Fo?

4Definicje ¢-ciagu sformulowaliémy w pracy [2] aby ujednolici¢ i skrécié¢ zapis warunkéw (A), (B) i (C) zastoso-
wany oryginalnie w pracy [DLOS|.



Bede méwil, ze ¢ spelnia warunek
(A): jezeli lim, o ¢(A,) = 0 dla kazdego ¢-ciagu (Ap)nen;

(B): jezeli lim, o ¢(A,) = 0 dla kazdego zstepujacego ciagu (A,)nen takiego, ze nie istnieje
zbiér Z C N taki, ze ¢(Z) > 01 Z \ A, jest skoficzony dla kazdego n € N;

(C): jezeli dla kazdego ciagu (A, )nen takiego, ze lim,, . ¢(A,) = 0 istnieje podciag (ny)ren oraz
zbiory skoficzone FE,, C A,, takie, ze (A,, \ En,)ren jest ¢-ciagiem.

W artykule [DLO8| autorzy zauwazyli, ze warunek (A) implikuje warunek (B); Ze granica gérna
ciagu podmiar lsc spelnia warunek (A); oraz ze dla dowolnej przeliczalnie podaddytywnej podmiary
¢ podmiara ||, speinia warunek (C). Sformulowali pytania:

o Czy warunek (A) jest silniejszy od warunku (B)?

e Czy istnieje podmiara z wlasnoscia (A), ktéra nie jest réwnowazna podmierze bedacej granica
gbrna ciggu podmiar Isc?

e Czy istnieje podmiara z wlasnoscig (C), ktéra nie jest réwnowazna zadnej podmierze |-,
dla przeliczalnie podaddytywnej ¢?

W pracy (2] rozwiazaliSmy powyzsze problemy. Pokazaliémy, ze dla dowolnej podmiary znikaja-
cej na punktach warunek (A) jest réwnowazny warunkowi (B). ZauwazyliSmy takze, ze dla pewnego
idealu 7 rozpatrywanego wczesniej w literaturze (tzw. idealu Matthiasa [Mat77]) podmiara zero-
jedynkowa zdefiniowana wzorem:

| 0 jezeli A € T;
9z(4) = { 1 jezeli A ¢ T,

spelnia warunek (A), ale nie jest réwnowazna podmierze bedacej granica gérng ciggu podmiar
Isc. Pokazalismy réwniez, ze jezeli Z jest idealem dualnym do ultrafiltru selektywnego (istnienie
takich ultrafiltréw jest niezalezne od aksjomatéw ZFC), to ¢ spelnia warunek (C), ale nie jest
rownowazna zadnej podmierze H“¢ dla przeliczalnie podaddytywnej podmiary ¢.

Podmiary zero-jedynkowe nie moga by¢ nieatomowe. O ile mi wiadomo, to odpowiedz na drugie
i trzecie pytanie w podklasie podmiar nieatomowych jest nieznana.

GESTOSCIOWE WERSJE TWIERDZEN KOMBINATORYCZNYCH

Twierdzenie Schura méwi, ze dla dowolnej partycji zbioru liczb naturalnych N = CouU...UC,_1,
istniejg liczby z,y, z takie, ze z,y,z € C; dla pewnego i < r oraz z + y = z. (Dalej, zgodnie
z tradycja, zamiast slowa ,partycja” bede uzywal stowa ,pokolorowanie”).

Twierdzenie to ma wiele uogélnien. Frankl, Graham i Rodl ([FGR90]) podali gestosciowa wersje
twierdzenia dla podmiary d — nazywanej gérng asymptotyczng gestoscig — zdefiniowanej wzorem:

d(A) = limsup card(AN{0,1,...,n— 1})

n—oo n

Twierdzenie 2 ([FGR90]). Dla dowolnego pokolorowania N = Cy U Cy U ... U C,_; istnieje
0 =10(r) >0 oraz i <r takie. ze

d({zeN : d{yeN : z,yz+yeC}) >6}) >4

O podmierze ¢ bede moéwil, ze jest niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia, jezeli ¢(A+t) =
¢(A) dla kazdego A C Nit € N (gdzie A+t ={a+1t: a € A}). W pracy [3] pokazalismy,
ze w Twierdzeniu 2 zamiast gérnej asymptotycznej gestoéci d mozna wstawié¢ dowolna podmiare
postaci -4, o ile tylko |-, jest niezmiennicza ze wzgledu na przesunigcia (w szczegdlnosci, d
réwniez jest tej postaci).



Zaréwno w Twierdzeniu 2, jak i w naszym uogélnieniu, stala § w tezie twierdzenia zalezy od
liczby koloréw r. W omawianym artykule udowodnilismy takze, ze ideal Exh (¢) taki, ze [|-[|, jest
niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia ma wlasno$é¢ Bolzano-Weierstrassa wtedy i tylko wtedy,
gdy w omawianym uogélnieniu stala § mozna dobrac niezaleznie od liczby uzytych koloréw 7.

W literaturze czesto rozwazane sa idealy typu Erddsa-Ulama ([JK84]). Sa to idealy postaci

Exh (EUy), gdzie
Yicaicnf (@)
EUs(A) = limsup =="""""——
’ noo  Licnf ()
dla funkeji f: N — [0, 4+00) spelniajacej warunki

gf(i) = +00 oraz nli—lvl;o % =0

SprawdziliSémy, ze jezeli funkcja f jest monotoniczna, to podmiara ||-||gul jest niezmiennicza ze

wzgledu na przesuniecia (zaréwno gérna asymptotyczna gesto$¢ jak i — znana z literatury —
gorna logarytmiczna gestos$¢, sa podmiarami postaci ||'||£u, dla pewnej monotonicznej funkcji f).
Wezeéniej udowodnili$my, ze zaden ideal Erddsa-Ulama nie ma wlasnosci Bolzano-Weierstrassa
((1]).

Innym gestosciowym uogélnieniem twierdzenia Schura jest nastepujaca wersja udowodniona
przez Bergelsona.

Twierdzenie 3 ([Ber86]). Dla dowolnego pokolorowania N = Co U Cy U ... U C,_ istnieje i <r
takie, ze d (C;) > 0 oraz dla dowolnego € > 0,

a({xeN s d({yeN : z,y,a:+y€C’i})>3(Ci)2—5}>>0.

W pracy [3] wprowadziliémy nastepujaca wlasnoé¢ podmiar lsc: dolnie péliciggla podmiara ¢
spelnia warunek A jezeli dla dowolnego ¢ > 0, A C Ni N € N istnieje skonczenie addytywna miara
¢’ < ¢ taka, ze ¢’ < 1 oraz

¢' (A+t) > ||All, — ¢ dla kazdego t € [-N, N] (gdzie A+t={a+t: a€ A}NN).

Sprawdzili$émy, ze wszystkie podmiary EU; generowane przez monotoniczng funkcje f (w szcze-
golnosci, gérna asymptotyczna gesto$¢ i gérna logarytmiczna gestosé¢) spelniaja warunek A — jak
zauwazylem wczesniej, dla takich f podmiara ||-||5uf jest niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia.
Udowodniliémy nastepujace twierdzenie uogdélniajace wspomniany wynik Bergelsona.

Twierdzenie 4. Jezeli ¢ ma wlasnosé A oraz podmiara |-||, jest niezmiennicza ze wzgledu na
przesuniecia, to dla dowolnego pokolorowania N = Cy U Cy U ... U Cy_y istnieje i < r takie, Ze
|Cillg > 0 oraz dla dowolnego € > 0,

H{IEN : [{yeN : x,y,x+y€Ci}||¢,>”Ci|li_€}Ho>0'

W celu udowodnienia powyzszego twierdzenia musieliSmy sprawdzi¢, ze prawdziwa jest przyto-
czona ponizej podmiarowa wersja twierdzenia Chinczyna o powracaniu.

Twierdzenie 5. Zalézmy, ze p € A, ¢ >0, ACN orazny € N (k € N). Wowczas
¢ ((A+mn) N (A+ny)) > Al -

dla pewnych i,j < K (gdzie K = K(||Al|,,€) zalezy jedynie od wartosci [|A||, oraze.)



IDEALOWE KLASY BAIRE’A

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna a a niech bedzie przeliczalna liczba porzadkowa.
Symbolem B, (X) bede oznaczal a-ta klase Baire'a, zdefiniowana nastepujaco:

o Bo(X) = C(X);
o Bo(X)=LIM (Ug«, Bg(X)), dla & > 0,

gdzie C(X) jest rodzina wszystkich funkcji rzeczywistych ciagtych okreslonych na przestrzeni topo-
logicznej X, a, dla dowolnej rodziny £ C R funkcji rzeczywistych okreslonych na przestrzeni X,
LIM (€) jest rodzina wszystkich granic punktowo zbieznych ciagéw funkcji nalezacych do rodziny
&

Analogicznie do powyzszej definicji mozna zdefiniowac¢ klasy Z-Baire'a:

o BI(X) =C(X);
o BL(X) =T - LIM (U, B5(X)), dlaa >0,

gdzie dla dowolnej rodziny & C RY, Z — LIM (€) jest rodzina wszystkich Z-granic punktowo Z-
zbieznych ciggéw funkeji nalezacych do rodziny £.

Laczkovich i Rectaw w pracy [LR09] badali, dla jakich idealéw Z zachodzi réwnosé¢ By (X) =
B¥(X) (nietrudno zauwazy¢, ze zawieranie By (X) C B (X) zachodzi dla kazdego idealu T zawie-
rajacego w sobie ideal zbioréw skonczonych Fin). Pokazali, ze jezeli X jest przestrzenia polska, a 7
jest idealem borelowskim, to nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) Bi(X) = Bf (X);
(i1) istnieje zbior A C P (N) typu F, taki, ze Z C A oraz Z* N A = 0;
(7i1) Z nie zawiera izomorficznej kopii ideatu Fin x Fin,

gdzie
Fin x Fin = {A C Nx N: 3yenVosn {k: (n,k) € A} jest skonczony},

a I nie zawiera izomorficznej kopii idealu Fin X Fin jezeli nie istnieje bijekcja f: N — N x N taka,
ze dla kazdego A € Fin x Fin, f~![A] € Z. Taka sama charakteryzacje dla (ogélniejszej) klasy
idealéw analitycznych udowodnili niezaleznie Debs i Saint Raymond ([DSR09])°.

W pracy [4] wykorzystaliémy pewna kombinatoryczna charakteryzacje idealéw borelowskich
spelniajacych warunek (iii)® do rozszerzenia powyzszej réownowaznosci na doskonale normalne
przestrzenie topologiczne X. O ile mi wiadomo, nie jest znana odpowiedz na pytanie, czy warunki
(i)—(ii1) sa rownowazne dla wszystkich idealéw analitycznych i doskonale normalnych przestrzeni
topologicznych.

Dla przestrzeni polskich i skoniczonego o Laczkovich z Rectawem pokazali, ze jezeli ideal bore-
lowski spetnia warunki (i)-(iii), to Bo(X) = BZ(X). W pracy [4] uogélnilismy ten wynik. Wyko-
rzystalismy metody zaproponowane w pracy [LR09] i réwnowaznos¢ (i)—(7iz) udowodniona w pra-
cy [DSRO09] dla idealéw analitycznych, do pokazania, ze jezeli X jest przestrzenia polska, a Z jest
idealem analitycznym, to z warunkéw (i)—(iii) wynika, ze BZ(X) = B,(X) dla dowolnego a.

IDEALOWE KLASY BAIRE’A DLA ZBIEZNOSCI DYSKRETNEJ 1 ROWNEJ

Niech f,, : X — R (n € N). Bede méwil, ze ciag (fn)nen zbiega do funkeji f: X — R:

e dyskretnie (notacja: d-limf, = f), jezeli zbior {n € N: f,(z) # f(x)} jest skonczony dla
kazdego = € X

5Jednym z wnioskéw z udowodnionych przez nas w pracy [4] twierdzen jest fakt, ze warunek (iii) jest réwnowazny
warunkowi: Fin x Fin € 7

6Wspomniana charakteryzacja to — wprowadzona przez Laflamma ([Laf96]) — tzw. w-diagonalizowalnoéé¢ przez
zbiory Z*-uniwersalne. Definicja tej wiasnosci jest zbyt dluga i techniczna, zeby przytaczac ja tutaj.



e 76wno (notacja: e-limf, = f), jezeli istnieje ciag (), taki, ze ¢, > 0, &, — 0 i zbidr
{neN: |fo(z) — f(x)| > en} jest skonczony dla kazdego x € X.

Dla dowolnej rodziny funkecji & € RY symbolem d-LIM (£) (odpowiednio: e-LIM (£)) bede ozna-
czal rodzine wszystkich granic dyskretnych (odpowiednio: granic réwnych) dyskretnie zbieznych
(odpowiednio: réwno zbieznych) ciggéw funkcji nalezacych do klasy &.

Analogicznie do definicji klas Baire'a definiujemy dyskretne klasy Baire'a B(()d)(X) oraz rowne
klasy Baire'a B((f)(X) ([CL75]):

o B(()d)(X) = BOE)(X) = C(X);
o BY(X)=d-LIM (U5<a Bfgd)(X)), dla dowolnego a > 0;

o B((f)(X) = e-LIM (Uﬁ<a B(;)(X)>, dla dowolnego a > 0.

W pracy [4] wprowadzilismy idealowe wersje powyzszych definicji. Dla ustalonego ideatu Z bede
moéwil, ze ciag (fn)nen zbiega do funkeji f: X — R:

o I-dyskretnie (notacja: Z — d-limf, = f), jezeli {n € N: f,(x) # f(z)} € I dla kazdego
T e X,

o Z-réwno (notacja: Z — e-limf, = f), jezeli istnieje ciag (en), taki, ze g, > 0, &, — 0
i{neN: |fu(z) — f(z)] > en} €T dla kazdego x € X.

Odpowiednio, dla dowolnej rodziny £ C R symbolem Z —d-LIM (£) (odpowiednio: Z —e-LIM (£))
bede oznaczal rodzine wszystkich Z-dyskretnych granic (odpowiednio: Z-réwnych granic) wszyst-
kich Z-dyskretnie zbieznych (odpowiednio: Z-réwno zbieznych) ciagéw funkcji nalezacych do &.
Odpowiednie idealowe klasy Baire’a bede definiowal nastepujaco:

o BED(X) = BFO(X) = C(X);
o B&I'd)(X) =7 — d-LIM (U5<a Bi,,z*d)(X)), dla wszystkich a > 0;

5 B((,I_e)(X) =7 —eLIM (U,@<a B(ﬁz_e)(X)>, dla wszystkich a > 0,

i bede je nazywal Z-dyskretnymi klasami Baire’a oraz Z-réwnymi klasami Baire a.

W pracy [4] pokazaliSmy, ze jezeli X jest przestrzenia doskonale normalna, a ideal borelow-
ski Z spelnia warunki (i)—-(ii7) sformulowane w poprzednim rozdziale (w szczegélnosci, jezeli Z
nie zawiera izomorficznej kopii idealu Fin x Fin), to Béz_d)(X) = (()d)(X) dla kazdego «, oraz
BLI"C)(X) = B (X) dla skoficzonych a.

O ile mi wiadomo, odpowiedz na pytanie, czy przy analogicznych zalozeniach o ideale 7 oraz
przestrzeni X BE,I—e)(X) = B((f)(X) dla nieskonczonych « jest nieznana.

PORZADEK7 DEFINIOWANY PRZEZ IDEALOWE GRANICE CIAG()W ITERACJI

W tej czeéci referatu bede rozpatrywatl funkcje okreslone na odcinku zwartym I = [0,1]. Dla
kazdej takiej funkcji f:1 — [ oraz x € [ wprowadze oznaczenie:

f%x) = x oraz f"(x) = f(f*(x)) dlan > 0.

Przez w-granice funkcji f w punkcie x (oznaczenie: wy(x)) bede rozumial zbiér wszystkich punktéw
skupienia ciagu (f™(x))nen, t.j.

wi@)= | @ : n> W)

NeN

Kazda w-granica jest zbiorem zwartym, mozemy wiec traktowac ja jako element przestrzeni wszyst-
kich podzbioréw zwartych I wyposazonej w metryke Hausdorffa (topologie Vietorisa). Przestrzen
te bede oznaczal symbolem K; wiadomo ze jest to przestrzen zwarta.

"Slowo ,porzadek” uzyte jest w tym miejscu jako przeciwienstwo stowa ,chaos”.

j,\d__,



Jezeli @ jest funkcja z [ w K, to bede méwil, ze ® jest odwzorowaniem wielowartosciowym
pélciggtym z dotu (odpowiednio: pdlcigglym z gory) jezeli dla kazdego zbioru domknietego (od-
powiednio: otwartego) V C I zbiér {z : ®(z) C V} jest domkniety (odpowiednio: otwarty) w I.
Wiadomo, ze odwzorowanie wielowartosciowe ®:1 — K jest ciagle wtedy i tylko wtedy, gdy ® jest
jednoczeénie poélciggle z gory i z dotu. Wiadomo tez, ze jezeli ®(z) = {p(z)} dla kazdego z, to
ciaglos$é @ jest réwnowazna ciaglosei funkeji ¢:1 — I

Bede méwil, ze f jest funkcjaq typu 2°°, jezeli f ma punkty okresowe o okresie zasadniczym 2" dla
wszystkich n € N i nie ma punktéw okresowych o okresach innych niz tej postaci. Bede méwil, ze
f jest funkcjq typu 27, jezeli f ma punkty okresowe o okresie zasadniczym 2F dla wszystkich k < n
i nie ma punktéw okresowych o okresach innych niz tej postaci. Bede uzywal notacji h(f) = 0,
jezeli f jest funkcja o zerowej entropii®.

Bruckner i Ceder w pracy [BC92| badali, kiedy funkcja wy: I — K przyporzadkowujaca kazdemu
punktowi x zbiér wy(x) jest ciagla. Pokazali, ze dla dowolnej funkcji ciagtej f:1 — I nastepujace
warunki sa réwnowazne:

(1) wy jest ciagla;
(i) rodzina funkcji {f"}, y jest rownociagla;
(vit)
(iv) odwzorowanie wielowartosciowe wy jest polciggle z gory.

odwzorowanie wielowartosciowe wy jest pélciggle z dotu;

Wiadomo, ze przedstawione powyzej warunki definiuja dosy¢ waska klase funkeji, np. kazda taka
funkcja jest typu 22, a zatem musi mie¢ zerowa entropie (nie jest wiec chaotyczna w sensie Li-
Yorke'a, nie jest chaotyczna w sensie Devaney’a, etc.)

Bede méwil, ze punkt z jest punktem I-skupienia ciggu (zn)nen (z, € I dla n € N), jezeli

Veso {n€N : |z, —z|<e} ¢T.

(Jezeli z = Z — limyen Zp, to x jest jedynym punktem Z-skupienia ciagu (zy)nen). Dla funkcji
f:1 — 1 przez w”-granice funkcji f w punkcie x bede rozumial zbiér

w%(l) = {y € I : y jest punktem Z-skupienia ciagu (f" (m))neN} :

Wiadomo, ze jezeli Z jest idealem maksymalnym, to dla dowolnego ciagu (zn)nen punktow
z przestrzeni metrycznej i zwartej granica Z — lim, ey ,, istnieje; mozemy wiec dla ideatu maksy-
malnego 7 zdefiniowaé funkcje fZ nastepujaco!®:

Flz)=T- liggl f*(z) dla kazdego x € 1.

Tak zdefiniowane funkcje byly rozpatrywane wczesniej np. przez Blassa w pracy [Bla93]. Mozna
tez zauwazy¢, ze dla maksymalnego Z:

wj”z (z) = {fI (z)} dla kazdego z € I

Dla takich 7 ciaglo$¢ odwzorowania w% jest réwnowazna ciaglosci funkcji fZ.

Garcia-Ferreira i Sanchis w pracy [GFS07] rozwazali problem ciaglosci funkcji fZ. Pokazali,
ze jezeli rodzina funkcji {f™ : n € N} jest réwnociagta w punkcie z, to f7 jest ciagla w punkcie
= dla wszystkich idealéw maksymalnych Z. W pracy [5] scharakteryzowalem ciaglosé¢ fZ (dla
idealéw maksymalnych 7), a takze ciaglos¢ odwzorowan wielowartosciowych w% (dla dowolnego 7)
w nastepujacy sposob:

8Nie bede wprowadzal definicji entropii funkcji, bedzie mnie interesowal jedynie warunek ,h(f) = 0”. Jest
znanych wiele stwierdzeni réwnowaznych faktowi, ze funkcja ciagla f:1 — I ma zerowa entropie (zob. np. [FSS90,
Tw. Al); w szczegdlnosci wiadomo, ze h(f) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcja typu 2™ (dla pewnego n)
albo f jest funkcja typu 2°°.

9Przytoczone tu warunki to jedynie niektére z podanych przez Brucknera i Cedera w pracy [BC92] warunkow
réwnowaznych ciaglosci funkcji wy.

10Uzasadnieniem dla uzycia w tym kontekscie notacji ,,f z indeksem gérnym Z” jest fakt, ze kazda liczba naturalng
n mozna przyporzadkowaé¢ pewnemu ideatowi maksymalnemu Z (elementowi uzwarcenia Cecha-Stone’a N) w taki
sposob, ze fT = f (gdzie f™ oznacza n-ta iteracje funkcji f).

Joe.



Twierdzenie 6. Jezeli f:1 — 1 jest funkcjq ciggla, to warunki (i)—(iv) sq rownowazne warunkom:

rodzina funkcji {f* : T jest idealem maksymalnym} jest réwnociggla;
¢
istnieje ideal maksymalny T taki, ze Fin C I oraz funkcja f* jest ciggla;
a9
vii) rodzina odwzorowar {w% : T jest idealem} jest réwnociggla;
13
)

istnieje ideal T taki, ze Fin C I oraz odwzorowanie w% jest ciqgle.

Powyzsze twierdzenie charakteryzuje ciaglo$é¢ funkeji fZ (i odwzorowan w% ) w sensie ,global-
nym”. O ile mi wiadomo, nie jest znana odpowiedZ na pytanie, czy istnieje x € I oraz idealy
maksymalne Z O Fin oraz J takie, ze fZ jest ciagla w x, podczas gdy f7 nie jest ciagla w z
(|GFS07, Pytanie 5.2]).

Twierdzenie 6 ma zwiazek z pytaniem o charakteryzacje tych funkcji f, dla ktérych wszystkie
funkcje fZ (dla idealu maksymalnego Z) sa pierwszej klasy Baire’a. Jezeli przez E(f) oznaczymy
polgrupe Ellisa dla f, tj. domkniecie zbioru {f™ : n € N} w przestrzeni I' (z topologia punktowej
zbieznosci'l), to wiadomo, ze:

E(f) = {fI : 7 jest idealem maksynlalnym} .

Uktady dynamiczne (X, f) dla ktérych E(f) C Bi(X) sa nazywane monotonnymi ([Gla06]). Po-
nizsze twierdzenie jest zestawieniem wynikow z prac [BFT78], [GMO06], (GMO8] i [Ros74] i charak-
teryzuje sytuacje, gdy f7 jest pierwszej klasy Baire'a dla kazdego idealu maksymalnego 7.

Twierdzenie 7. Jezeli X jest zwartq przestrzeniq metryczng, a f: X — X jest funkcjq cigglq, to
nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i") E(f) € B1(X) (tj. (X, f) jest monotonny);
(11") moc zbioru E(f) wynosi co najwyzej ¢;
(1ii") E(f) nie zawiera w sobie podzbioru izomorficznego z uzwarceniem Cecha-Stone’a zbioru liczb
naturalnych;
(iv") dla dowolnego g € E(f) mozna znaleZé taki monotoniczny ciqg liczb naturalnych (ng)ken, Ze
limg oo f™ — g.

Z réwnowaznoéci warunkéw (ii') i (iii’) oraz z faktu, ze moc uzwarcenia Cecha-Stone’a zbioru
liczb naturalnych jest réwna 2¢ wynika, ze moc przestrzeni E(f), albo jest nie wigksza niz ¢, albo
wynosi dokladnie 2°¢.

We wspomnianym weczesniej artykule [BC92] Bruckner i Ceder pokazali, ze stwierdzenie ,wy
nie jest pierwszej klasy Baire'a” definiuje pewna forme chaosu znajdujaca sie pomiedzy chaosem
w sensie dodatniej entropii, a chaosem w sensie Li-Yorke’a. Pokazali, ze jezeli f:1 — I jest ciagla,
to wy jest pierwszej klasy Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € I w-granica funkcji f
w punkcie x jest albo zbiorem skonczonym, albo zbiorem homeomorficznym ze zbiorem Cantora.

W pracy (5] rozwazam problem, czy chaos w sensie Brucknera i Cedera jest réwnowazny temu,
ze uklad dynamiczny nie jest monotonny. Udowodnitem, ze:

e jezeli f jest funkcja typu 2", to odwzorowania wielowartosciowe w% sa pierwszej klasy Baire’a
dla kazdego ideatu Z;

e warunek hA(f) > 0 implikuje, ze zadne z odwzorowan wielowartosciowych w% nie jest pierwszej
klasy Baire’a (dla idealéw Z takich, ze Fin C 7).

Zatem wspomniany wyzej problem sprowadza sie do pytania o réwnowazno$¢ chaosu w sensie
Brucknera i Cedera i monotonicznosci uktadu dynamicznego dla funkcji typu 2°°. O ile mi wiadomo,
odpowiedz na to pytanie nie jest obecnie znana.

HTopologia punktowe]j zbieznosci (réownowaznie: topologia produktowa Tichonowa) w omawianym tutaj przypad-
ku jest zwarta i niemetryzowalna.
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ge, 27(1): 373-388, 2001-02.
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vergence on a big set, Math. Commun., 16(1): 125-130, 2011.

W pracy [6] pokazalem, zZe jezeli funkcja f:R — R jest prawie ciggla w sensie Stallingsa
(tj. kazde otwarte otoczenie wykresu f zawiera wykres funkcji ciaglej g:R — R), to jest takze
prawie kawalkami liniowa, tj. o wykresie funkcji ¢ mozna zakladaé, ze jest kawalkami liniowa
o punktach wezlowych lezacych w wykresie f. Stanowilo to rozwiazanie problemu z pracy [ACP98].
Na podstawie tej pracy napisalem pod kierunkiem prof. Tomasza Natkanca prace magisterska
pt. ,Nowe charakteryzacje funkcji prawie ciaglych”.

Prace [7] i [8] byly poswiecone problemowi charakteryzacji granic jednostajnie zbieznych ciagéw
funkcji prawie ciaglych ([Kel74], [GN99]). Problemu tego nie rozwiazalem (o ile mi wiadomo,
caly czas pozostaje on otwarty), zaproponowalem pewne warunki wystarczajace i pewne warunki
konieczne. Warunki te pokrywaja sie np. w klasie funkcji o wykresie gestym na plaszczyznie.
Niektére z rezultatéw z pracy (7] zostaly wykorzystane przez Rosena w pracy [Ros02] do analizy
zawieran réznych podklas funkeji typu Darboux.

Prace [9], [10], [11] i [15] byly motywowane problemem, czy zlozenie funkcji pochodnych z od-
cinka zwartego [ w [ musi mie¢ punkt staly (pytanie to zostalo sformulowane np. w pracy przegla-
dowej [GN99]). Wiadomo, ze klasa funkcji pochodnych jest zawarta (w sposéb wlasciwy) w rodzinie
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funkcji Darboux pierwszej klasy Baire’a, wiadomo tez bylo wczesniej, ze odpowiedz na to pytanie
zaréwno w klasie funkcji pochodnych, jak i w klasie funkcji DB; jest identyczna. Pozytywnej od-
powiedzi na to pytanie udzielili niezaleznie Elekes, Keleti i Prokaj ([EKP02]) oraz Csornyei, O'Neil
i Preiss (|[COPO1]). W pracy [11] uogdlnilem ich rezultaty na klase funkcji o wykresie bedacym
zbiorem spdjnym typu Gs na plaszczyznie (klasa ta zawiera w sobie w sposéb istotny funkcje Dar-
boux pierwszej klasy Baire’a). Nastepnie w pracy [9] pokazalem, ze charakteryzacja Szarkowskiego
zbioréw okreséw zasadniczych punktéw okresowych sformutowana oryginalnie dla funkcji cigglych,
dziala réwniez w klasie funkeji spojnych Gs. Wynik ten jest rozwigzaniem problemu Kelluma z pra-
cy [Kel89]. Wykorzystujac pewne lematy z pracy (9], w pracy [10] pokazalem ze zlozenie dowolnej
(skoficzonej) liczby funkcji spéjnych Gs ma punkt staly (bylo to rozwigzanie problemu sformuto-
wanego w pracy [COP01]). W pracy [15] znajduje si¢ dowéd faktu, ze funkcje spdjne G's moga by¢
dowolnie wysokiej klasy borelowskiej. Wyniki z prac [9] i [10] zawarlem w swojej rozprawie dok-
torskiej pt. ,,Punkty stale odwzorowan typu Darboux”, napisanej pod kierunkiem prof. Tomasza
Natkanca.

Badanie dynamiki funkcji z wlasnoscia Darboux bylo kontynuowane pézniej, w przypadku funk-
¢ji spojnych G przez Ciklova ([Cik05], [Cik07]), w przypadku funkeji prawie ciaglych przez Paw-
laka, ktéry w pracy [Paw09] pytal sig, czy charakteryzacja Misiurewicza funkcji ciagltych z zerowa
entropia dziata takze w klasie funkcji prawie ciaglych w sensie Stallingsa. W pracy [17] wspélnie
z Tomaszem Natkancem rozstrzygneliSmy ten problem pokazujac, ze jezeli funkcja z wlasnoscia
Darboux ma punkt okresowy o okresie zasadniczym nie bedacym potega liczby 2, to funkcja ta
musi mie¢ dodatnig entropie. Z drugiej strony, dla dowolnego zbioru A C N takiego, ze 1 € A,
istnieje funkcja prawie ciagla f:I — I (kazda funkcja prawie ciagla ma wlasnos¢ Darboux) taka,
ze zbiér okreséw zasadniczych punktéw okresowych f jest réwny A.

Z powyzszym kierunkiem badan wiaze sie praca [13]. Wspdlnie z Janem Andresem i Pavly
Snyrychova zajmowaliémy sie w niej wspélnym uogélnieniem twierdzenia Szarkowskiego dla od-
wzorowan wielowartoéciowych i dla funkeji spdjnych Gy (charakteryzacja zbioréw okreséw zasad-
niczych punktéw okresowych dla funkcji ciagtych z R w R dziala takze — z pewnymi wyjatkami
— w niektérych klasach odwzorowan wielowartosciowych okreslonych na przestrzeni R i dziataja-
cych w przestrzen R). PokazaliSmy, ze charakteryzacja Szarkowskiego (w wersji wielowartosciowej,
tj. z pewnymi wyjatkami) spelniona jest w klasie odwzorowan wielowartosciowych (uzywajac in-
nego nazewnictwa: w klasie relacji), ktérych wykres jest zbiorem typu G na ptaszczyznie R x R
i ktérych obcigcie do dowolnego zbioru spdjnego jest zbiorem spéjnym.

Najwazniejszym narzedziem udowodnionym w pracy [9] i uzywanym do udowodnienia twier-
dzenia Szarkowskiego dla funkcji spéjnych Gy jest tzw. Lemat Podrézniczy (czasami nazywany
Lematem Pokryciowym) w wersji dla cykli. W pracy [14] pokazalem, ze w interesujacej mnie klasie
funkcji prawdziwa jest takze $ciezkowa wersja Lematu Podrézniczego. Wykorzystalem taka wersje
do pokazania, ze istnieje funkcja aproksymatywnie ciagla f:1 — I (funkcja taka jest pochodna,
a wiec jest takze funkcja spéjna Gs), dla ktérej do rodziny {ws(z) : = € I} nalezy przesuniecie
kazdego zbioru domknietego zawartego w I. Bylo to rozwiazanie problemu postawionego w pra-
cy (BCP90].

W pracy [18], napisanej z Rafalem Filipéw i Andrzejem Nowikiem, rozpatrywaliémy pytanie,
czy istnieja funkcje mierzalne o wykresie bedacym baza Hamela na plaszczyznie. Badanie funkcji
Hamela zostalo zainicjowane przez Plotke w pracy [P1o03]. PokazaliSmy, ze istnieje funkcja Hamela,
ktéra jest jednoczesnie mierzalna w sensie Lebesgue’a i ma wiasnoé¢ Baire’a. Sprawdzilismy tez, ze
istnieja funkcje Hamela mierzalne w sensie Marczewskiego. Ten kierunek badan byl kontynuowany
np. przez Matusika i Natkanca w pracach [MN10], [Nat11].

Prace [16], [19] i [20] (wspélautorzy: Pawel Barbarski, Rafal Filipéw, Nikodem Mrozek i Ire-
neusz Reclaw) wpisuja sie w tematyke badania wlasnosci idealéw okre$lonych na zbiorze liczb
naturalnych. W pracy [16] udowodniliémy idealowa wersje twierdzenia Riemanna pokazujac, ze
ideal nie rozszerza si¢ do idealu sumowalnego (tj. do ideatu postaci {A C N:}~,_, f(i) < +oo}
dla pewnego f:N — R) wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym szeregu warunkowo zbieznym i dla
dowolnego r € R mozna zmieni¢ kolejno$¢ wyrazéw tego szeregu na zbiorze z ideatu w taki sposéb,
aby otrzymac szereg zbiezny do r. Podana przez nas charakteryzacja stanowila rozwiazanie proble-
mu Wilezynskiego ([Wil07]). Tematyka ta byla kontynuowana w pracy [BM11], gdzie (korzystajac
z naszych wynikéw) Bermudez i Martinén sformutowali inny warunek réwnowazny naszej charak-
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teryzacji'?>. W pracy [19] badalismy zwiazki pomiedzy wlasnoscia Bolzano-Weierstrassa, znanym
z kombinatoryki twierdzeniem Ramsey’a oraz istnieniem podciagu monotonicznego (w réznym
sensie, zwigzanym z pojeciem idealu). Do niektérych z naszych wynikéw nawigzal Meza-Alcantara
w swojej rozprawie doktorskiej ([MA09]). W ostatniej z wymienionych prac ([20]) badaliémy wta-
snosci ideatlu zbioréw zerowych wzgledem tzw. jednostajnej gestosci w.

Praca [12], napisana wspdlnie z Tomaszem Dzido i Andrzejem Nowikiem, dotyczy problemu
oszacowania liczby Ramsey’a dla cykli (tj. pytania, jak duzy musi by¢ rozmiar grafu petnego, ze-
by w dowolnym pokolorowaniu krawedziowym tego grafu r kolorami istnial monochromatyczny
cykl dlugosci m). Jest to klasyczne zagadnienie kombinatoryki skonczonej, dla cykli nieparzyste;
dlugoéci rozpatrywane np. przez Erdésa ([Erd81]). W pracy tej podaliSmy oszacowanie dolne dla
cykli parzystej dlugoéci. Wynik ten wymieniany jest w pracach przegladowych, np. [Radllal. P6z-
niej oszacowanie to okazalo sie dokladna wartoscia liczby Ramsey’a dla wartosci m bardzo duzych
([BS09]) i bardzo malych ([Rad1lb]).
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